FIZYKA  DZIAt 6

Drgania: jedno
rownanie dla
catej fizyki

Ciezarek na sprezynie, wahadlo, obwdd elektryczny, atom

pochtaniajacy swiatto i most kotyszacy sie pod ttumem:

wszystkie te uklady opisuje to samo réwnanie rézniczkowe.

Feynman poswieca mu cztery rozdzialy, bo kto je zrozumie, ten

zrozumie potowe fizyki. Ten dzial prowadzi od drgan

swobodnych przez ttumienie i rezonans do zasady superpozyc;ji i

drgan sprzezonych.
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o Prolog: most, ktory tanczyt

W czerwcu 2000 r. otwarto w Londynie ktadke Millennium nad Tamiza. Pierwszego dnia przeszio
po niej kilkadziesiat tysiecy ludzi i ktadka zaczeta kotysac sie na boki, tak ze przechodnie musieli
sie trzymad barierek. Po dwoch dniach ja zamknieto. Okazalo sie, Ze jej wlasna czestotliwos¢
drgan bocznych wynosita ok. 1 Hz. Idacy czlowiek przenosi ciezar z nogi na noge z
czestotliwoscig réwna potowie czestotliwosci krokéw (2 kroki na sekunde to 1 Hz w bok), czyli
wlasnie ok. 1 Hz. Gdy kladka zaczeta sie lekko kotysaé, ludzie bezwiednie dostosowywali krok do

jej ruchu i pompowali w nig energie coraz zgodnie;j.

Naprawa kosztowata miliony funtéw i polegata na dodaniu ttumikéw (czes$¢ 5 i przykiad 6.6). Ta
historia zawiera wszystkie watki dziatu: czestotliwo$¢ wlasna, rezonans, thumienie i to, ze ten sam
opis matematyczny stosuje sie do ktadki, wahadla i obwodu radiowego.

Pytanie na start. Ciezarek na sprezgynie drga z okresem 1 s. Zabierasz go na
Ksiezyc. Czy okres sig zmieni? A okres wahadta? Odpowiedz w czesci 11w

zadaniu 1.5. \ /\ /\
\V

T

1 Oscylator harmoniczny

Cialo o masie m na sprezynie o sztywnosci k odsuniete o z od polozenia réwnowagi czuje site —kx
. Druga zasada dynamiki daje rownanie, ktére w dziale 2 ,, Energia” nazwali$my réwnaniem
matych drgan, a w lekcji 4.1 Réwnania rézniczkowe zwyczajne rozwiazaliémy: FLP I-21-2

4 )
s* PRAWO - OSCYLATOR HARMONICZNY

mi=—kx = z(t) = Acos(wyt + ¢), wozﬂﬁ, T=—.
m wo
Amplitude A i faze p wyznaczaja warunki poczatkowe; czestos¢ wy zalezy tylko od
uktadu. Energia 3mi? + 1ka? = 3k A? przelewa sie miedzy kinetyczna a potencjalna
dwa razy w kazdym okresie.
o J

Najwazniejsza wlasno$é: okres nie zalezy od amplitudy (izochronizm). To dlatego, ze sita ro$nie
proporcjonalnie do wychylenia: dwa razy dalej to dwa razy wieksza sita i dwa razy dituzsza droga,
wiec ten sam czas. Kazdy uklad w poblizu minimum energii potencjalnej drga harmonicznie przy
matych wychyleniach, z wy = 1/U"(x)/m (dzial 2, czes$¢ 4.3). Wahadlo: wy = \/g_/l; obwdd LC:

wo = 1/v/LC (cze$é 5).
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4 N
/\ PULAPKA - CIEZAR A OKRES SPREZYNY
Ciezarek wiszacy na pionowej sprezynie drga z tym samym okresem 27+/m/k co
na poziomym stole. Ciezar przesuwa tylko potozenie réwnowagi (o mg/k), a sita
liczona od nowego polozenia to znowu —kz. Na Ksiezycu sprezyna drga tak samo;
wahadlo wolniej, bo jego ,,sztywno$¢” pochodzi od grawitacji.

/Z ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 30 min

1  Ciezarek 0,5 kg wisi na sprezynie o sztywnosci 200 N/m. Oblicz czestos$¢ katowa,
= czestotliwo$¢ i okres drgan.

2 Zawieszenie ciezarka wydluza sprezyne o 4,9 cm. Jaki bedzie okres drgan? Czy
= potrzebujesz masy ciezarka?

3 Oscylator z wy = 20 rad/s drga z amplituda 3 cm. Jaka jest najwieksza predkos¢ i
= najwieksze przyspieszenie? Gdzie wystepuja?

4 W chwilit = 0 ciezarek (wp = 20 rad/s) jest 2 cm od réwnowagi i porusza sie od niej z
«=  predkoscia 0,3 m/s. Oblicz amplitude i faze poczatkowa w zapisie z = A cos(wot + ¢).

5 Wahadlo zegara ma ,tykaé” co sekunde, czyli mie¢ okres 2 s. Jak dlugie musi by¢
- (wahadlo matematyczne)? Jaki bytby jego okres na Ksiezycu (g = 1,62 m/s?)?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Drgania w liczbach zespolonych

Rachunki z sinusami i cosinusami szybko sie komplikuja. Feynman zamiast nich uzywa funkcji
wyktadniczej o wyktadniku urojonym (lekcja 1.7 Liczby zespolone i fazory): ™! = coswt + isinwt

. Pochodna to mnozenie przez iw, wiec rownanie rézniczkowe zamienia sie w algebraiczne.
FLP I-22-6, I-23-1
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4 N
s METODA - ZAPIS ZESPOLONY

Szukamy rozwigzania w postaci x = Re (Aei‘”t), gdzie A= Ae¥ to amplituda

zespolona (fazor): jej modut to amplituda, a argument faza. Wtedy & — iwA, & —

—w?A. Dla réwnan liniowych o rzeczywistych wspétczynnikach wolno liczyé na
liczbach zespolonych i wziaé czes¢ rzeczywista na koncu.

o J

Przyktad: dla m# + kz = 0 podstawienie daje (—mw? + k)A = 0, czyli w = w,. Ta sama sztuczka
zadziala przy ttumieniu i wymuszeniu, gdzie metodg ,,na piechote” trzeba by rozwigzywac uktad
réwnan na amplitudy przy sinusie i cosinusie.

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 30 min

1 Ruch opisuje z = Re (3¢®**/3)) cm. Podaj amplitude, czestoéé katowa, faze i z(0).

2 Zapisz 3 cos wt + 4 sin wt jako A cos(wt — §).
3 Sprawdz bezposrednio, ze z = €™’ spetnia & = —wiz.

4 Podstaw z = e®* do Z + v& + wiz = 01iznajdz s. Kiedy s jest zespolone, a kiedy

== rzeczywiste? Co to oznacza dla ruchu?

5 Pokaz, ze predko$¢ w ruchu harmonicznym wyprzedza wychylenie w fazie 0 90°, a
= przyspieszenie jest w przeciwfazie do wychylenia. Narysuj trzy fazory.

moo podstawowe mmo Srednie saa feynmanowskie

3 Ttumienie

Prawdziwe drgania gasna. Najprostszy model oporu to sita proporcjonalna do predkosci: —bd:
(opor lepki, ttumik olejowy, opdr elektryczny). Dzielac przez mase i oznaczajac y = b/m:
FLP I-24-2
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4 N
58 PRAWO - OSCYLATOR TEUMIONY

&4yt + wiz = 0; v <2wp: &= Ae " cos(wat + @), wq= \Jwi —2/4.

Amplituda maleje jak e "*/2, energia jak e *. Dobroé Q = wy /vy méwi, ile radianéw
drgan miesci sie w czasie, w ktérym energia maleje e razy. W kazdym okresie
amplituda maleje o czynnik e "/, a energia traci utamek ok. 27/Q.

- J

Trzy rezimy: stabe ttumienie (y < 2wy, drgania gasnace), krytyczne (y = 2wy, najszybszy powrot
bez przeregulowania, czyli bez przelotu przez potozenie rownowagi) i nadkrytyczne (y > 2wy,
powolne pelzanie do réwnowagi). Samozamykacze drzwi i wskazéwki miernikdw projektuje sie
blisko ttumienia krytycznego, amortyzatory samochodowe wyraznie ponizej (ok. 0,2-0,4
krytycznego, przyklad 6.2); kamertony i krysztaly kwarcu maja @ rzedu tysiecy i milionow.

SYMULACJA 1 Oscylator ttumiony: wychylenie i energia w czasie. Zmieniaj
wspoélczynnik ttumienia vy (w jednostkach wyp) i obserwuj przejscie od drgan gasnacych
przez thumienie krytyczne do pelzania. Przerywana krzywa to obwiednia Ae "*/2, gdzie
A = wy/wy (dla startu z 2y = 1, vy = 0).

— wychylenie x(t) = = obwiednia A eN(-yt/2) — energia E/E, (petna wysokos¢ wykresu = 1)

dobro¢ Q 5,00 rezim stabe ttumienie czas uspokojenia (x| < 2%) 38,4 / we

Stabe ttumienie: drgania gasna z obwiednig e”(-yt/2), a czestos¢ jest nieco mniejsza niz We (W_d =
0,995 wy).

Stan na rysunku: y = 0,20 wo, Q = 5,00; czas uspokojenia 38,4/wo.
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/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 35 min

1 Amplituda drgan maleje dwukrotnie po 10 okresach. Oblicz dobro¢ @ (przy stabym
= tlumieniu wy & wyp).

2 Najedno koto samochodu przypada 250 kg, a sprezyna zawieszenia ma sztywnosc¢ 25
== kN/m. Oblicz czestotliwo$¢ wlasna i wspoélczynnik b amortyzatora dajacy ttumienie
krytyczne.

3 Kamerton 440 Hz ma dobro¢ Q = 5000. Po jakim czasie jego energia zmaleje e razy? Ile
e drgan wykona w tym czasie?

4 Samozamykacz drzwi ma za stabe ttumienie: drzwi uderzaja we framuge z duza

== predkoscia (bez framugi przelecialyby przez polozenie zamkniete). Mechanik dokreca
zawor i ttumienie ro$nie kilkukrotnie ponad krytyczne. Co sie stanie teraz? Jakie
tlumienie jest najlepsze?

5 Amplituda wahadta maleje o0 1% w kazdym okresie. Oszacuj jego dobro¢.

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

4 Drgania wymuszone i rezonans

Popychamy oscylator sila okresowa Fj, cos wt. Po zgasnieciu drgan wiasnych (stanu
przejSciowego) oscylator drga z czestoscia sity, nie witasng. Zapis zespolony daje amplitude od
razu: FLP I-23-2

~ )
58 WYNIK - ODPOWIEDZ OSCYLATORA NA SILE OKRESOWA

. Fy/m
xr =
2 —wl+iyw’

Fy/m
Ve w2p T 7

” 2] =
Przy w ~ wy amplituda jest Q) razy wieksza niz wychylenie statyczne Fj/k, a
wychylenie opdznia sie o 90° wzgledem sity. Szeroko$¢ krzywej rezonansowej (moc
spada o potowe) to Aw ~ v = wy/Q.

- J

Faza méwi, czy sita wykonuje prace. Daleko ponizej rezonansu cialo porusza sie razem z sila
(sprezyna dominuje), daleko powyzej w przeciwfazie (dominuje bezwladnos¢), a w rezonansie
silta jest w fazie z predkos$cia i stale pompuje energie. Rezonans to zjawisko wszechobecne:
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odbiornik radiowy wybiera stacje, ucho rozréznia wysokos¢ dzwieku, atomy pochtaniajg Swiatto
o $cisle okreslonych czestotliwosciach, a ktadki i mosty czasem taniczg. FLP I-23-4

SYMULACJA 2 Krzywa rezonansowa: amplituda i faza w funkcji czestosci sity, dla

wybranej dobroci Q. Punkt pokazuje biezaca czestosé; pod spodem ruch ciata (niebieski,
przeskalowany do wspdélnej wysokosci, gdy amplituda > F/k) i sila (czerwona) w stanie
ustalonym. Przy duzym () krzywa jest waska i wysoka, a zmiana fazy z 0 na —180°
nastepuje gwaltownie.
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— amplituda (w jednostkach Fo/k) === faza (Srodkowy wykres) = sita (dolny wykres)

— ruch ciata (przeskalowany)
amplituda / (Fo/k) 10,00 faza -90,0° szerokos$é Aw/we = 1/Q 0,100

moc pochtaniana (w rezonansie = 1) 1,000

W poblizu rezonansu: amplituda do Q = 10 razy statyczna, faza przechodzi przez —90°: sita jest w
fazie z predkoscia i pompuje energie. (Wykres ruchu jest przeskalowany do wspolnej wysokosci.)

Stan na rysunku: Q = 10,0, w/we = 1,000; amplituda 10,00 Fo/k, faza -90,0°.

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 40 min

1 Pokazze wzoru na |Z|, ze w rezonansie (w = wy) amplituda wynosi Q - Fy/k.
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2 Rezonator 1000 Hz ma dobroé 50. Jaka jest szeroko$¢ jego krzywej rezonansowej w
= hercach?

3 Obwdd strojenia radia ma cewke 250 pH. Jaka pojemnos¢ dostroi go do 1 MHz?

4  Jaka jest faza wychylenia wzgledem sity daleko ponizej rezonansu, w rezonansie i
=« daleko powyzej? Opisz stowami, co wtedy robi ciato.

5 Czlowiek stawia ok. 2 kroki na sekunde. Z jaka czestotliwoscia dziata na ktadke sita
== pionowa, a z jaka boczna? Dlaczego kladka Millennium miata kltopot z drganiami
bocznymi o czestotliwosci ok. 1 Hz?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

5 Uktady liniowe, analogie i drgania sprzezone

5.1 Superpozycja

Roéwnanie oscylatora jest liniowe: jesli x; jest odpowiedzia na site Fi, a z2 na Fj, to x; + x2 jest
odpowiedzia na F; + F,. Dowolna site okresowa mozna roztozy¢ na sinusoidy (szereg Fouriera,
lekcja 4.2 Szeregi Fouriera), policzy¢ odpowiedZ na kazda osobno i dodac. Tak dziala cata teoria
obwodéw, akustyki i automatyki. Zasada przestaje obowigzywac, gdy uktad jest nieliniowy, np.
wahadlo przy duzych katach. FLP I-25-1, I-25-2
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5.2 Analogie

To samo réwnanie w réznych uktadach: ag + bg + cqg = F(t)

uktad q bezwtadnosé a oporb sztywnos$¢ wymuszenie
c F
masa na wychylenie masam b (N-s/m) k sita
sprezynie x
wahadto kat 0 ml? B2 (opér mgl moment
(mate katy) —Bv na sity
ciezarek)
obwéd RLC  tadunek g indukcyjno$¢ opér R 1/C SEM &
L

Dla obwodu RLC: wy = 1/vVLC, Q = }% v/ L/C. W latach 40.-60. XX w. budowano z tego powodu
elektroniczne komputery analogowe: drgania konstrukcji modelowano obwodem elektrycznym,
w ktérym parametr zmienia sie pokrettem, a odpowiedz odczytuje woltomierzem, zamiast
budowac i obciaza¢ model ze stali. FLP I-25-4

5.3 Drgania sprzezone

Dwa jednakowe wahadla potaczone staba sprezyna (przyczepiona do ciezarkéw) to uktad dwédch
réwnan. FLP I-49-4 Ma on dwa mody wlasne: wahadta kotysza sie zgodnie (sprezyna sie nie
odksztalca, w; = 1/g/l) albo przeciwnie (sprezyna pracuje, ws = +/g/l + 2k/m). Kazdy ruch jest
suma tych dwéch modéw (lekcja 2.3 Wartosci i wektory wlasne, wartosci wiasne). Gdy wychylimy
tylko jedno wahadtlo, oba mody sq wzbudzone jednakowo, a ich suma daje dudnienia: energia
powoli przeptywa do drugiego wahadta i z powrotem, z okresem 27 /(w2 — wy).
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SYMULACJA 3 Dwa wahadla polaczone sprezyna. Wychylamy tylko lewe. Zmieniaj site
sprzezenia: im stabsza sprezyna, tym wolniej energia przeptywa do prawego wahadta.
Wykres pokazuje energie kazdego wahadla w czasie (przybliZzenie stabego sprzezenia);
wychylenia na rysunku sq powiekszone trzykrotnie.

t [s]

— lewe wahadto — prawe wahadto
W, (zgodnie) 3,132 rad/s W, (przeciwnie) 3,288 rad/s petne przejscie energii 20,2 s

energia lewego 100%

Energia przechodzi do prawego wahadta po 20,2 s i wraca po 40,3 s. To dudnienia dwdéch moddéw o
bliskich czestosciach.

Stan na rysunku: k/m = 0,50 s~2, t = 0,0 s; w1 = 3,132, w2 = 3,288 rad/s; przejscie
energii po 20,2 s.

Sprzezenie z drugim oscylatorem moze tez gasic¢ drgania. Strojony ttumik masowy (ang. TMD) to
matla masa na sprezynie, dostrojona do czestotliwo$ci konstrukcji. W poblizu rezonansu drga ona
kilka razy silniej niz konstrukcja, ¢wier¢ okresu za nia (prawie w przeciwfazie do sity
wymuszajacej), wiec ciagnie konstrukcje przeciw sile i odbiera jej energie, a jej wtasny thtumik
zamienia ja w ciepto. Wiezowiec Taipei 101 ma ttumik w postaci kuli o masie ok. 660 t zawieszonej
miedzy 87. a 92. pietrem.
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SYMULACJA 4  Krzywa rezonansowa konstrukcji (dobro¢ 50) bez ttumika i z ttumikiem
masowym. Zmieniaj stosunek masy ttumika do masy konstrukcji; strojenie i thtumienie
ttumika sa dobrane optymalnie (wzory Den Hartoga). Zamiast jednego wysokiego szczytu
pojawiaja sie dwa niskie.

amplituda / wychylenie statyczne

50

40

30

20

10

0,8 0,9 1,0 1,1 1,2
W/ we

— bez ttumika (Q =50) = zttumikiem masowym
szczyt z ttumikiem 8,7 szczyt bez ttumika 50,0 strojenief_t / fo, 0,980

ttumienie ttumika Z_t 0,084 przyblizenie v(1 + 2/p) 10,0

Ttumik o masie 2,0% zmniejsza najwiekszg amplitude 5,7 razy. Zamiast jednego szczytu przy we s3
dwa niskie po bokach: uktad ma teraz dwa mody.

Stan na rysunku: masa tiumika 2,0% masy konstrukcji; szczyt amplitudy 8,7 (bez tiumika
50) .

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 40 min

1 Obwdd LC ma cewke 0,1 H i kondensator 10 UF. Oblicz czesto$¢ katowa i czestotliwosé
«  drgan.

2 Do obwodu z zadania 5.1 dodano opornik 10 Q. Oblicz dobro¢.
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3 Dwa wahadla o dtugosci 1 m potaczono sprezyna, dla ktorej k/m = 0,5 s~2. Oblicz
== czesto$ci modow i czas, po ktérym energia przejdzie catkowicie z jednego wahadta do
drugiego.

4  Wyjas$nij, dlaczego zasada superpozycji nie obowiazuje dla wahadta przy duzych
== wychyleniach. Co z tego wynika dla okresu?

5  Oscylator o czestotliwosci 3 Hz i duzej dobroci popychamy symetryczng fala
== prostokatna (sita na przemian +Fj i —Fp, po pét okresu) o czestotliwosci 1 Hz. Czy
wpadnie w rezonans? A przy 1,5 Hz?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA DLA DRGAN
1. Znajdz réwnowage i zapisz site (lub moment sity) dla matego wychylenia od niej.
2. Sprowadz do postaci ag + bg + cq = F(t); odczytaj wy = y/c/a, v = b/a, Q = wy /7.

3. Drgania swobodne: rodzaj ruchu z poréwnania v i 2wy; state z warunkéw

poczatkowych.

Fy/a

R amplituda to modut, faza to

4. Wymuszenie sinusoidalne: zapis zespolony, & =

argument.
5. Wymuszenie dowolne: roz1éz na sinusoidy (Fourier) i dodaj odpowiedzi.

6. Sprawdzenie: granice w — 0 (odpowiedz statyczna Fy/c) i w — oo (bezwladnos¢,
Fy/(aw?)), jednostki.

Przyktad 6.1
Pionowa sprezyna i ciezar

Ciezarek 0,4 kg zawieszono na sprezgynie o sztywnosci 40 N/m. Odciggnieto go 5 cm ponizej
potozenia réwnowagi i puszczono. Opisz ruch.

1 Réwnowaga: wydtuzenie mg/k ~ 9,8 cm. Od tego polozenia mierzymy x.
2  mi& = —k(z + 0,098) + mg = —ka: ten sam oscylator. wy = 10 rad/s, T' ~ 0,63 s.

3 x = 0,05cos 10t m (w dét dodatnio); vmax = 0,5 m/s.

Wynik: drgania o amplitudzie 5 cm i okresie 0,63 s wokot punktu 9,8 cm ponizej
konca nienaciagnietej sprezyny.

Sprawdzenie: sprezyna jest caly czas rozciagnieta (od 4,8 do 14,8 cm), wiec model
liniowy obowiazuje v'.
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Przyktad 6.2
Zawieszenie samochodu

Na koto przypada 300 kg, sprezyna ma sztywnos¢ 30 kN/m. Jaki amortyzator daje ttumienie 30%
krytycznego (¢ = /2wy = 0,3)? Jak samochdd wraca po najechaniu na garb?

1  wy = 4/30000/300 = 10 rad/s, f ~ 1,6 Hz.
> b=2¢Vkm = 1800 N-s/m; Q = 1/(2() ~ 1,7.

3 wg=wo/1— 2 ~9,5rad/s. Pierwszy przelot (po pét okresu): e "¢/ V 1-¢ %~ 0,37;w
kazdym pelnym okresie amplituda maleje o czynnik e~ 2"/ v 1-¢ ~ 0,14 (przyblizenie
e~/ datoby 0,15; przy tak silnym tlumieniu jest juz niedoktadne).

Wynik: b ~ 1800 N-s/m. Po garbie nadwozie przelatuje raz przez polozenie rownowagi
(o ok. 37% wychylenia), potem jeszcze o ok. 14% i 5%, wiec po dwoch wahnieciach
praktycznie sie uspokaja.

Sprawdzenie: przy ¢ = 1 nie bytoby przelotu, ale zawieszenie twardo przenositoby
nieréwnosci; przy ¢ — 0 samochdd kotysalby sie jak }6dka. Kompromis 0,2-0,4 jest
typowy v'.

Przyktad 6.3
Kieliszek i $piewak

Kieliszek ma czestotliwosd wlasng 900 Hz i dobrod 1000. Spiewak trafia doktadnie w te
czestotliwosc. Ile razy amplituda drgan scianki przekroczy wychylenie, jakie wywotatoby state
cisnienie o tej samej wartosci? Jak dtugo trzeba spiewac?

1 Wrezonansie amplituda jest Q = 1000 razy wieksza od statyczne;j.

2 Amplituda narasta do stanu ustalonego jak 1 — e 7*/2; stata czasowa 2/y = 2Q /wy ~
0,35s.

3 Pook. 1s (trzy stale czasowe) amplituda osiaga 95% warto$ci ustalone;j.

Wynik: wzmocnienie ok. 1000 razy; trzeba trzymac czysty dzwiek ok. sekundy, z
odchyleniem czestotliwo$ci nie wiekszym niz ok. +f,/2Q ~ £0,5 Hz.

Sprawdzenie: w praktyce udaje sie to tylko z krysztalowym kieliszkiem i bardzo
glo$nym, czystym tonem (czesto ze wzmacniaczem). DZwiek o 5 Hz za wysoki daltby
ok. 11 razy mniejszg amplitude v.
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Przyktad 6.4

Wybor stacji radiowej

Obwdd strojenia ma cewke 200 uH o oporze 5 Q. Jakq pojemnosc trzeba ustawic dla stacji 600 kHz?

Jaka jest szerokos¢ pasma i czy sqsiednia stacja, odlegta o 9 kHz, bedzie styszalna?

— 1 ~
1 C—Ww352pF.

2 Q= }—ﬂ/L/Cz 151; Af = fo/Q ~ 4 kHz.

3 Dla stacji odlegtej 0 9 kHz: w} — w? ~ 2wyAw, a |Z| maleje wzgledem szczytu ok.
V14 (2QAF/f0)? = \/1+4,5% ~ 4,6 razy.

Wynik: C' ~ 350 pF, pasmo ok. 4 kHz; sasiednia stacja jest sttumiona ok. 4,6 razy w
amplitudzie (ok. 21 razy w mocy).

Sprawdzenie: to za malo dla dobrego odbioru, dlatego odbiorniki uzywaja kilku
obwodéw rezonansowych (w superheterodynie: stale filtry posredniej
czestotliwosci) v.

Przyktad 6.5
Wabhadta, ktére wymieniaja sie energia

Dwa wahadta o dtugosci 1 m polqczono sprezynq tak, ze k/m = 0,5 s 2. Lewe odchylono o 10°,
prawe stoi. Opisz ruch.

1 Mody: 0; =6y zw =~ 3,132; 6, = —60 zwy ~ 3,288 rad/s.

2 Warunek poczatkowy to potowa sumy i potowa réznicy modéw: 6, = 5°(coswit +
cos wot), p = 5°(cos wit — cos woyt).

8t cos @t, fp = 10° sin 8L sin wt.

3 Wzory na sume cosinusow: 6, = 10° cos <

Wynik: po ok. 20 s lewe wahadlo stoi, a prawe waha sie z amplituda 10°; po 40 s
odwrotnie.

Sprawdzenie: suma energii jest stata, bo cos? + sin? = 1 v (przy slabym sprzezeniu,
gdy energia sprezyny jest mata).

6 - Drgania, rezonans i uktady liniowe

15/23



Przyktad 6.6
Ttumik masowy

Kladka ma dobroc 50 w drganiach bocznych. Dodajemy ttumik o masie 2% masy drgajqcej ktadki.
Wedlug wzoréw Den Hartoga optymalne strojenie to fi/ fo = 1/(1 + u), a optymalne ttumienie
G = +/3u/(8(1 + p)?3). Oblicz je i oszacuj, ile razy zmaleje najwieksza amplituda.

1 =002 f,/fo ~ 0,980, (; ~ 0,084.

2 Szczyt odpowiedzi z optymalnym ttumikiem: ok. /1 + 2/u ~ 10 razy wychylenie
statyczne.

3 Beztlumika: Q = 50 razy wychylenie statyczne.

Wynik: ttumik o masie 2% zmniejsza najwieksza amplitude ok. pieciokrotnie (z
tlumieniem wlasnym konstrukcji prawie szeSciokrotnie).

Sprawdzenie: numeryczne rozwiazanie uktadu dwoch réwnan bez ttumienia

wlasnego konstrukcji daje szczyt 10,07 v/; z ttumieniem wlasnym (@) = 50) szczyt
spada do ok. 8,7, czyli prawie 6 razy ponizej 50 (symulacja 4). Ktadke Millennium
wyposazono w kilkadziesigt ttumikow réznego typu i ponownie otwarto w 2002 r.

7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczyc

x  ,Wieksza amplituda to dtuzszy okres.”

Nie dla oscylatora harmonicznego: okres nie zalezy od amplitudy. Wahadto odchyla sie
od tej reguty dopiero przy duzych katach.

x W rezonansie amplituda rosnie do nieskonczonosci.”

Tylko bez ttumienia. Kazdy prawdziwy uktad ma skoniczone Q, a amplituda w
rezonansie to ) razy odpowiedz statyczna.

x ,Oscylator wymuszony drga ze swoja czestoscia.”

Po zgasnieciu stanu przej$ciowego drga z czestoscia sity. Czesto$¢ wiasna decyduje tylko
o tym, jak silnie odpowiada.

x  ,Mocniejsze ttumienie zawsze szyhciej uspokaja uktad.”

Powyzej thumienia krytycznego powrdt do rownowagi jest coraz wolniejszy.
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x ,Mikrofalowka grzeje, bo trafia w rezonans czasteczek wody.”

2,45 GHz nie jest czestotliwoscig rezonansowa wody (zadanie feynmanowskie 7).

x ,Zotnierze maszeruja po moscie nie w noge, bo most by sie zawalit od rezonansu.”

To rozsadna ostroznos$é, ale nie dlatego, ze kazdy marsz w noge jest grozny. Zagrozenie
powstaje tylko przy czestotliwosci kroku bliskiej czestotliwosci wlasnej i matym
ttumieniu, jak w przypadku mostu w Broughton (1831).

8 Zadania feynmanowskie

Te zadania wymagaja wiecej mys$lenia niz liczenia.

/. ZADANIA FEYNMANOWSKIE 8 zadan - ok. 2 godziny

1 Zegar w gorach. Dokladny zegar wahadlowy przeniesiono z poziomu morza na
== wysoko$¢ 3000 m. O ile sp6zni sie w ciggu doby?

2 Wahadlo w windzie. Jak zmieni sie okres wahadla w windzie przyspieszajacej w gore z
e= przyspieszeniem a? A w swobodnie spadajgcej? Jak zachowa sie ciezarek na sprezynie?

3 Hustawka bez popychania. Dziecko na hustawce rozkotysuje sie samo, kucajac i
== wstajac. Z jaka czestotliwoscia powinno to robi¢? Dlaczego nie da sie w ten sposéb
zaczac z pozycji spoczynku?

4  Kieliszek a ttumienie palcem. Kieliszek dzwoni czysto, gdy uderzysz go tyzeczka. Gdy
«= dotkniesz brzegu palcem, dzwiek natychmiast gasnie. Oszacuj, jak palec zmienia
dobro¢, i wyjasnij, dlaczego dotykajac kieliszka trudno go rozbié spiewem.

5  Szeroko$¢ linii widmowej. Atom sodu pozostaje w stanie wzbudzonym $rednio ok. 16
== pgs, zanim wysle foton (linia 589 nm). Traktujac atom jak ttumiony oscylator, oszacuj
szeroko$¢ linii w hercach i jej dobroc.

6 Odpowiedz na pchniecie. Oscylator (wp, mate ttumienie) spoczywa. Uderzamy go
== krotkim impulsem o popedzie J. Opisz ruch. Co sie stanie, gdy uderzymy go drugi raz
po pot okresie, a co po pelnym okresie?
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7  Mikrofaléwka. Kuchenka mikrofalowa dziata na 2,45 GHz. Czy to czestotliwos¢
== rezonansowa czasteczek wody? Dlaczego nie wybrano czestotliwos$ci, przy ktérej woda
pochlania najsilniej?

8 Ilerazy zadzwoni dzwon. Dzwon koscielny o tonie 300 Hz stycha¢ przez ok. 30 s po
== uderzeniu, zanim natezenie dzwieku spadnie o 60 dB (milion razy). Oszacuj jego dobro¢.

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

9 Sprawdz sie

Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- A
1 Od czego zalezy okres ciezarka na sprezynie, a od czego nie?

Od masy i sztywnosci; nie od amplitudy ani od g.

2 Cooznacza dobro¢ @ = 100?

Energia maleje e razy po ok. 100/27 ~ 16 okresach; w rezonansie amplituda jest 100
razy wieksza od statycznej, a krzywa rezonansowa ma szerokosé 1% czestotliwosci.

3 Jakajest faza wychylenia w rezonansie?

—90° wzgledem sily: sita jest w fazie z predkoscia.

4  Ktore ttumienie najszybciej przywraca réwnowage bez przelotu?

Krytyczne, v = 2wy.

5 Co odpowiada masie w obwodzie RLC?

Indukcyjnosé L.

6 Dlaczego wolno dodawac¢ odpowiedzi na rézne sity?

Bo réwnanie jest liniowe (zasada superpozycji).
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7  Co to jest mod wlasny?

Ruch, w ktéorym wszystkie czes$ci drgaja z ta sama czestoscia i stalym stosunkiem
amplitud.

8 Dlaczego ttumik masowy dziala najlepiej, gdy jest dostrojony?

W poblizu rezonansu konstrukcji drga silnie, ok. ¢wier¢ okresu za nia, i przez swoja
sprezyne i ttumik odbiera jej energie; poza strojeniem ledwie sie porusza.
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10 Karta wzorow i co dalej

e M
DRGANIA SWOBODNE WYMUSZENIE I UKEADY
i+ &+ wir = 0; wo = \/k/m, y=>b/m P Fy/m
wid — w? +iyw

wahadlo: wy = /g/l; LC:wy = 1/vVLC
w rezonansie: || = QF,/k, faza —90°;
T = Ae 2 cos(wat + @), wi = /wi —2/4 Aw ~ 4

Q = wy/~; amplituda na okres xe ™/?; s
krytyczne: v = 2w RLC: Q = z\ @
energia: %kAz, maleje jak e~ dwa sprzezone wahadla: wy = 1/g/l, ws =

g/l +2k/m

ttumik: f/fo = ﬁ, szezyt~ \/1+2/u

- J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: rozdz. 21 (oscylator harmoniczny), 23 (rezonans), 24 (stany przejsciowe).

* Dla chetnych: rozdz. 22 (algebra, w tym e'?), 25 (uktady liniowe i analogie elektryczne), 49
(mody drgan).

4 )
Nastepny dziat: Uktady odniesienia i szczegdlna teoria wzglednosci. Wahadto w windzie pokazato,

zZe to, co mierzgymy, zalezy od uktadu odniesienia. Einstein poszedl dalej: zazqdal, by prawa fizyki,

w tym predkosc swiatta, byly takie same w kazdym uktadzie inercjalnym. Konsekwencje dla czasu,
dtugosci i energii okazq sie zaskakujqce.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. wp = 20rad/s, f ~ 3,18 Hz, T ~ 0,314 s.
2. kAz = mg, wiecwy = \/k/m = \/g/Az ~ 14,1 rad/s, T ~ 0,44 s. Masy nie trzeba.

3. Umax = Awp = 0,6 m/s w polozeniu réwnowagi; amax = Awid = 12 m/s? w punktach zwrotnych.

4.2(0) = Acosp = 0,02, (0) = —Awgsing = 0,3. A = 1/0,022 + (0,3/20)2 = 2,5 cm, tgp = —0,75, p ~
~36,9°.

5.1 =g(T/27)? ~ 0,994 m. Na Ksiezycu T = 2m/1/1,62 ~ 4,9 s. Sprezyna z prologu drgalaby tak samo
jak na Ziemi.

Zadania - czesc 2
1.A=3cm,w=>5rad/s,p =7/3; 2(0) = 3cos 3 = 1,5 cm.
2. A=3—4i,|A| = 5,8 = arctg # ~ 53,1°: 5 cos(wt — 53,1°).

2

zwot’ P = (iwo)Qezwot = —wiz V.

3. T = twype
2
4.8%+vs+wf=0,5s=—-14 /% —wi Dlay < 2wp: s = —1 + iwg, drgania gasnace jak e 7*/%. Dla y >
2wy: s rzeczywiste ujemne, powr6t bez drgan (czescé 3).
5.9 = iwA = wAe™?: fazor obrécony 0 90° do przodu. & = —w?A = w? Ae’™: obrécony o 180°.
Zadania - czes¢ 3

—-10T/2 _ 1 : _ 2In2 s — wg — 210 ~
l.e =35, Wigcy = FF 1Q - Sy ~ 45,

2. wy = 10 rad/s, f ~ 1,6 Hz. Krytyczne: v = 2wy, b = 2v/km = 5000 N-s/m. W praktyce stosuje sie ok.
30% tej wartosci (przyklad 6.2).

3.5 =1/y = Q/wy = 1,8 s; liczba drgan @ /27 ~ 800.

4. Drzwi nie trzaskaja, ale zamykajg sie bardzo diugo: przy silnym ttumieniu czas powrotu rosnie jak
7v/w3. Najszybszy powrdt bez przelotu daje ttumienie krytyczne v = 2wy.

5.2 =0,99, Q = 7/(—1n0,99) ~ 310.

Zadania - czesc 4

2. Af = f,/Q = 20 Hz.

C = 7 ~ 101 pF.

1
3. o= 570 C = @

4. 0: ciato podaza za sila jak przy rozciaganiu sprezyny. —90°: sita w fazie z predkoscia, maksymalne
pompowanie energii. —180°: ciato porusza sie przeciwnie do sily, a amplituda maleje jak F/(mw?),
bo przeszkadza bezwtadnos¢.
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5. Pionowo: 2 Hz (kazdy krok). Bocznie: 1 Hz, bo srodek ciezkosci przesuwa sie raz w lewo, raz w prawo

w

ciggu dwéch krokow. Ktadka miata boczna czestotliwo$¢ wiasng bliska 1 Hz, a ludzie

synchronizowali krok z jej ruchem, wiec wymuszenie bylo rezonansowe i coraz bardziej zgodne w

fazie.

Zadania - cze$¢ 5

l.wy =1/+/LC = 1000 rad/s, f ~ 159 Hz.

2.Q = 3+v/L/C = V10" = 10.

3.

4.

w1

= /9,81 =~ 3,13, wy = /10,81 ~ 3,29 rad/s. Pelne przekazanie po 7/(wy — w;) =~ 20 s.

Sita —mg sin @ nie jest proporcjonalna do §: suma dwoch rozwigzan nie jest rozwigzaniem. Okres

zalezy wtedy od amplitudy (ros$nie: przy 90° o ok. 18%, dziat 2).

. Przy 1 Hz tak: trzecia harmoniczna ma 3 Hz (z amplituda 1/3 podstawowej). Przy 1,5 Hz nie:

harmoniczne to 1,5; 4,5; 7,5 Hz, a 3 Hz byloby parzysta harmoniczna, ktorej fala prostokatna nie

zawiera. Inaczej jest z krétkimi popchnieciami: ciag waskich impulséw zawiera wszystkie

harmoniczne, dlatego hustawke mozna rozkotysaé, popychajac ja co drugi czy co trzeci raz.

Zadania feynmanowskie

1.

1
2

.Toc1/\/g,agoc1/r?, wiecT ocrm: AT/T = h/R ~ 4,7-107%.

. Zegar spdznia sie ok. 41 s na dobe. W XVII w. Richer zauwazyt podobny efekt (zegar spdézniat sie w
Gujanie), co bylo jedna z pierwszych wskazowek, ze Ziemia jest sptaszczona.

. Wahadlo czuje efektywne g + a: okres 2m+/1/(g + a), krétszy.

. W swobodnym spadku g, = 0: wahadlo nie wraca, okres nieskoniczony.

. Sprezyna: okres 2w+/m/k bez zmian w obu przypadkach, zmienia sie tylko potozenie réwnowagi.

. Wstawanie w najnizszym punkcie (gdzie predkosc i sita naciagu sa najwieksze) i kucanie w skrajnych
dodaje energie: dwa razy na okres. To rezonans parametryczny: zmienia sie parametr (dtugos¢ wahadta),
a nie dziala sila zewnetrzna.

. Z pozycji spoczynku zmiana dlugosci nie wytwarza wychylenia: amplituda ro$nie proporcjonalnie do juz
istniejacej. Potrzebne jest choéby mate zaburzenie.

. Bez palca dzwiek trwa ok. sekundy przy 900 Hz: @ ~ 1000. Z palcem gasnie w kilkanascie milisekund:

Q ~ 10.

. Amplituda w rezonansie jest proporcjonalna do @), wiec palec zmniejsza ja ok. 100 razy. Ttumienie to
najskuteczniejsza ochrona przed rezonansem.

. Energia maleje jak e */7, wiec y = 1/7i Af = /27 ~ 10 MHz.

. fo=c/\ =~ 5,1-10" Hz, wiec Q ~ 5 - 10". Kamerton (10%) i krysztat kwarcu (10°-10°) maja dobroci o kilka
rzedéw wielkos$ci mniejsze.

. Zwigzek Aw - 7 = 1 to w mechanice kwantowej zasada nieoznaczonosci energii i czasu (dziat 17

»Amplitudy prawdopodobienstwa”).
J

. Impuls daje predkosé¢ J/m przy z = 0: z = - sinwot (z powolnym zanikiem).
. Po p61 okresie cialo porusza sie w przeciwna strone; drugi impuls je zatrzymuje i ruch ustaje.
. Po pelnym okresie impulsy sie sumuja: amplituda dwukrotnie wieksza. Powtarzane co okres daja

rezonans; to samo w wersji ciaglej opisuje wzér z czesci 4.
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7. 1. Nie. Czasteczki wody w cieczy obracaja sie w polu, ale ttumione zderzeniami nie maja ostrego rezonansu
w tym zakresie: straty dielektryczne rosna ptynnie z czestotliwoscia i sg najwieksze w okolicach 20 GHz
(w temperaturze pokojowej). Obrot czasteczek wody to uklad silnie przettumiony, jak w czesci 3.

2. Przy najsilniejszym pochtanianiu mikrofale ogrzewalyby tylko cienkq warstwe na powierzchni. 2,45 GHz
wnika na centymetry, a do tego to pasmo ISM, przeznaczone dla urzadzen przemystowych, naukowych i
medycznych.

8. 1.Energia maleje 10° razy w30s:e 7% = 1076,y = % ~ 0,46 51,
2. Q = wo/vy = 2w - 300/0,46 ~ 4100. Dzwon wykonuje ok. 9000 drgan, zanim ucichnie.

Fizyka - Dziat 6: Drgania, rezonans i uktady liniowe - Zrédto: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1 (Addison-Wesley
1963; New Millennium Edition 2011), rozdz. 21-25. Odnos$niki w formacie tom-rozdziat-podrozdziat. Wszystkie liczby policzone na nowo.
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