FIZYKA  DZIAt 5

Grawitacja:
jedno prawo dla
jabtka i Ksiezyca

Kepler opisat ruch planet trzema prawami, nie wiedzac, skad sie

biora. Newton pokazal, ze wszystkie trzy wynikaja z jednego

prawa: kazde dwa ciala przyciagaja sie silag odwrotnie

proporcjonalng do kwadratu odlegtosci. To samo prawo trzyma

Ksiezyc na orbicie, Sciaga jabtko z drzewa, podnosi przypltywy i

pozwala zwazy¢ Ziemie, Stonice i Galaktyke. Ten dziat prowadzi

od praw Keplera do orbit satelitow i do miejsca, w ktérym prawo

Newtona przestaje wystarczac.
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o Prolog: Ksiezyc spada

Ksiezyc krazy wokot Ziemi po prawie kolowej orbicie o promieniu 384 400 km w ciagu 27,3 doby.
Ruch po okregu wymaga przyspieszenia skierowanego do srodka (dziat 1 ,,Ruch i jego
przyczyny”): a = ‘%ii ~ 2,72 -107% m/s?. Ksiezyc nieustannie spada w strone Ziemi, tylko porusza
sie jednoczesnie w bok tak szybko, zZe ciagle ,,chybia”. W ciagu kazdej sekundy odchyla sie od

prostej o ok. 1,4 mm.

Newton poréwnat to z jabtkiem. Przy powierzchni Ziemi przyspieszenie wynosi g = 9,81 m/s%.

Ksiezyc jest ok. 60 razy dalej od srodka Ziemi niz jabtko. Jesli sita maleje jak kwadrat odlegtosci,

Ksiezyc powinien przyspieszaé z g/60? = 2,72 - 10-3 m/s2. Dokladnie tyle wychodzi z jego orbity.
FLP I-7-4 Ta sama sita, ktora $ciaga jabtko, trzyma Ksiezyc.

Pytanie na start. Astronauci na stacji kosmicznej na wysokosci 400 km
unoszq sie w kabinie. Czy grawitacja Ziemi jest tam staba? Jaki utamek g )k)
dziata na nich? Odpowiedz w zadaniu 3.1. T |

O

a=g/60*

1 Prawa Keplera

Na poczatku XVII wieku Johannes Kepler przez lata dopasowywal krzywe do najdokladniejszych
przedteleskopowych pomiaréw potozen Marsa, wykonanych przez Tychona Brahe. Z danych o
Marsie wyprowadzil dwa pierwsze prawa (1609), a trzecie (1619) z poréwnania okresow i
odlegtosci wszystkich znanych planet. FLP I-7-2

4 I
58 PRAWA - KEPLERA

1. Planety poruszaja sie po elipsach, w ktorych jednym z ognisk jest Stonce (lekcja 0.4
Geometria analityczna i krzywe stozkowe).
2. Promien wodzacy planety zakresla rowne pola w réwnych odstepach czasu.

3. Kwadraty okres6w obiegu s proporcjonalne do sze$cianéw wielkich pétosi: T? o a3.

o J

Drugie prawo poznali$my juz w dziale 4 ,,Ruch obrotowy i bryla sztywna”: wynika z zachowania
momentu pedu, a wiec z tego, ze sila jest skierowana do Storica. Nie méwi nic o tym, jak sita
zalezy od odlegtosci. Pierwsze i trzecie prawo mowig wiecej: oba wymagaja prawa 1/72.
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Trzecie prawo Keplera dla planet (a w jednostkach astronomicznych, T w latach)

planeta a [AU] T [latal]
Merkury 0,387 0,241

Ziemia 1,000 1,000

Mars 1,524 1,881

Jowisz 5,203 11,86

Saturn 9,537 29,46
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SYMULACJA 1 Trzecie prawo Keplera w skali logarytmicznej. Punkty planet ukiadaja sie
na prostej o nachyleniu 3/2. Przelacz na ksiezyce Jowisza: tez lezg na prostej o tym
nachyleniu, ale przesunietej, bo kraza wokdét innej masy. Z przesuniecia odczytujemy
stosunek mas Jowisza i Stonica.
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— planety (wokot Stonca) — ksiezyce Jowisza = = prosta o nachyleniu 3/2

nachylenie (planety) 1,4997 nachylenie (ksiezyce) 1,5001 Miowisza/ Mstonca 1 / 1047

Dwie rownolegte proste: ten sam wyktadnik 3/2, inne przesuniecie. Przesuniecie w pionie o A
oznacza stosunek mas 10~ (-2A): Jowisz ma ok. 1/1047 masy Stonca.

Stan na rysunku: planety i ksiezyce Jowisza; nachylenia 1,4997 i 1,5001; masa Jowisza
ok. 1/1047 masy Stonca.

/. ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 35 min

1 Wielka péto$ orbity Marsa wynosi 1,524 AU. Oblicz z trzeciego prawa okres obiegu
- Marsa.

2 Kometa Halleya wraca co 76 lat, a w peryhelium zbliza sie do Stonica na 0,586 AU. Oblicz
«  wielka p6tos, odlegtos¢ w aphelium i mimosréd orbity.
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3 Ilerazy szybciej porusza sie kometa Halleya w peryhelium niz w aphelium?
4  Sprawdz trzecie prawo dla Jowisza: a = 5,203 AU, T' = 11,86 roku.

5 Mimosréd orbity Ziemi to 0,0167, a peryhelium przypada na poczatek stycznia. Oszacuj,
=== o ile dni pétrocze od réwnonocy wiosennej do jesiennej jest dtuzsze od drugiego
potrocza.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Prawo powszechnego cigzenia

2.1 Z trzeciego prawa Keplera

4r’r 4’ m .,
T2 ° k or2°
jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci i proporcjonalna do masy planety. Trzecia

zasada dynamiki méwi, ze Stonce jest przyciagane tak samo silnie, wiec sita musi tez by¢

Jedli T? = kr®, ta sita wynosi

Dla orbity kotowej sita potrzebna do ruchu po okregu to m

proporcjonalna do masy Storica. Newton uogolnit to na kazde dwa ciata. FLP I-7-4, I-7-5

4 N
58 PRAWO - POWSZECHNEGO CIAZENIA
M
F=G—", G=6674-10""N-m’/kg’.
T

Sita dziala wzdluz prostej taczacej Srodki ciat. Dla orbity kolowej daje T? = é—gr\;r?’ ;

dla eliptycznej r zastepujemy wielka potosig a (czesc 4).
- J

Newton wykazal tez odwrotnie: z prawa 1/r? wynikaja wszystkie trzy prawa Keplera, w tym
eliptyczny ksztalt orbit. Dowdd geometryczny jest trudny; Feynman poswiecit mu osobny
»zagubiony wyktad”. My zobaczymy to w czesci 4 przez energie i moment pedu, a w dziale 1 (czes¢
6.3) widzieli$my, jak elipsa wychodzi z rachunku krok po kroku.

2.2 Cavendish wazy Ziemie

Z ruchu planet znamy tylko iloczyn G M. Zeby poznaé masy, trzeba zmierzy¢ G w laboratorium.
Zrobil to Henry Cavendish w 1798 r. waga skrecen zaprojektowana przez Johna Michella: dwie
matle olowiane kule na koncach preta zawieszonego na cienkim drucie przyciagaly sie z dwiema
duzymi kulami. Sita byta rzedu 10~ N, czyli ok. dwudziestu miliardowych (2 - 10~®) ciezaru matej
kuli, ale skrecenie drutu dato sie zmierzy¢. FLP I-7-6 Cavendish podal wynik jako $rednia
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gestos$c Ziemi (5,48 g/cm?®), a G wyliczono z jego danych pdzniej. Feynman nazywa to
doswiadczenie wazeniem Ziemi: z g = GM /R? wynika M = gR?/G.

A SKAD TO WIEMY?

Prawo 1/r? sprawdzono na wiele sposobéw. Ruchy planet zgadzaja sie z nim z
doktadnoscia do milionowych czesci (ostatnia rozbieznos¢, ruch peryhelium
Merkurego, wyjasnita dopiero ogdlna teoria wzglednosci). W 1846 r. z zaburzen
orbity Urana Le Verrier obliczyl polozenie nieznanej planety i Neptuna znaleziono
w odleglosci ok. 1° od przewidywanego miejsca. Pomiary laboratoryjne sprawdzaja
prawo 1/r? az do odlegto$ci ponizej milimetra. G jest jednak najstabiej znana stalg
podstawowa: znamy ja z doktadno$cia do ok. 2 - 107°.

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 35 min

1 Powtérz rachunek Newtona: oblicz przyspieszenie Ksiezyca z promienia orbity (384 400
«  km)iokresu (27,32 doby), i poréwnaj z g/602. Ile razy dalej od $rodka Ziemi niz jabtko
jest Ksiezyc (promien Ziemi 6371 km)?

2  Zjakasila przyciagaja sie dwie osoby po 70 kg stojace metr od siebie (traktuj je jak
= punkty)? Poréwnaj z ciezarem komara (ok. 2 mg).

3 Zwaz Ziemie: oblicz jej mase z g, promienia i G. Jaka jest $rednia gesto$¢? Skaly na
«  powierzchni maja gesto$¢ ok. 2700 kg/m?>. Co z tego wynika?

4  Zwaz Storice z ruchu Ziemi (a = 1,496 - 10! m, T' = 1 rok).

5 W wadze skrecen podobnej do Cavendisha duza kula ma 158 kg, mata 0,73 kg, a
== odlegltos¢ ich $rodkow 23 cm. Jaka jest sita przyciagania? Jaki to utamek ciezaru matej
kuli?

moo podstawowe mmo Srednie maa feynmanowskie
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3 Pole grawitacyjne duzych ciat

3.1 Kula przyciaga jak punkt

Prawo Newtona dotyczy punktéw. Dlaczego wolno byto liczy¢ Ziemie jak punkt w jej srodku,
skoro jabtko jest tuz przy jej powierzchni? Newton wykazal, a Feynman pokazuje to catka (lekcja
3.3 Calki podwojne i potrdjne), ze jednorodna powloka kulista przyciaga cialo na zewnatrz tak,
jakby cala jej masa byta w srodku, a wewnatrz nie przyciaga wcale. FLP I-13-4 Kula to zbiér
powtlok, wiec przyciaga na zewnatrz jak punkt.

s N
s TWIERDZENIE - O POWLOCE
Na zewnatrz kulistego rozkladu masy: g(r) = T—éf Wewnatrz, w odlegtosci r od
srodka, dziata tylko masa M (r) lezaca glebie;j: g(r) = Gﬂf—rf”) Dla jednorodnej kuli
3 . ”
M(r) = M5, wiec g(r) = 5.
N\ J

Obie czesci twierdzenia zachodza jednoczes$nie tylko dla prawa 1/r? (samo ,,na zewnatrz jak
punkt” zachodzi jeszcze dla sity rosnacej liniowo z odlegtoscia), i to jest jeden z powodow, dla
ktérych to prawo jest wyjatkowe. W dziale 13 ,,Pole elektryczne i prawo Gaussa” zobaczymy, ze dla
sity elektrycznej, ktéra tez maleje jak 1/r2, ten sam wynik daje prawo Gaussa (lekcja 3.6
Twierdzenia Greena, Stokesa i Gaussa).
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SYMULACJA 2 Pole grawitacyjne Ziemi w funkcji odlegtosci od §rodka: model
jednorodny i model z gestym jadrem. Uruchom kule spadajaca przez tunel wywiercony
przez srodek Ziemi (bez oporu): w modelu jednorodnym drga harmonicznie z okresem
ok. 84 min, takim samym jak okres satelity tuz nad powierzchnia. W modelu z gestym
jadrem przelot trwa ok. 38,5 min; doktadny model Ziemi (PREM) daje ok. 38 min.

g/ g

1,0

0,4

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
r/R

— model jednorodny = model z gestym jadrem = jadro (r< 0,55 R)

czas przelotu (jednorodny) 42,2 min czas przelotu (z jadrem) 38,5 min

czas od startu 0,0 min predkosc kuli 0,00 km/s

W jednorodnej Ziemi g maleje liniowo do zera w srodku i kula drga harmonicznie: przelot trwa 42,2
min, tyle co po6t okrazenia satelity tuz nad powierzchnia.

Stan na rysunku: model jednorodny, 0,0 min od startu; przelot: jednorodny 42,2 min, z
jadrem 38,5 min.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 40 min

1 Ile wynosi przyspieszenie grawitacyjne na wysokos$ci 400 km (stacja kosmiczna)?
= Dlaczego astronauci sie unosza?

2 Pokaz, ze wewnatrz jednorodnej kuli g(r) = gr/R, i naszkicuj wykres g(r) od srodka do
= 3R.
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3 Przezsrodek jednorodnej Ziemi wywiercono tunel bez powietrza. Pokaz, ze kula
== wrzucona do tunelu wykonuje drgania harmoniczne. Ile trwa przelot na druga strone
Ziemi?

4  Oblicz g na powierzchni Ksiezyca (masa 7,34 - 10?2 kg, promien 1737 km).

5 Predkos¢ ucieczki z powierzchni ciala o masie M i promieniu R to v/2GM /R (dziat 2).

== Oblicz ja dla Ziemi i Ksiezyca. Srednia kwadratowa predko$é czasteczek azotu w 300 K to
ok. 520 m/s, a wodoru ok. 1930 m/s. Dlaczego Ksiezyc nie ma atmosfery, a Ziemia nie ma
w niej wodoru?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Orbity i energia

4.1 Orbita kotowa
Na orbicie kotowej silta cigzenia jest sita dosrodkowa: G—]vaﬁ = mT”Z, wiec v = /GM /r. Energia
kinetyczna to Gg/[—rm, a potencjalna — %’L (dziat 2 ,Energia”). Energia calkowita £ = — Gg4—rm jest

ujemna: satelita jest zwiazany. Paradoks z dziatu 2: zeby wej$¢ na wyzsza orbite, trzeba dodaé
energie, a satelita na wyzszej orbicie porusza sie wolniej.

4.2 Orbity eliptyczne: energia wyznacza poétos

Dla dowolnej orbity zachowane sa energia E' i moment pedu L. Rachunek, ktéry tu pomijamy,
pokazuje, ze tor jest stozkowgq z ogniskiem w $rodku przyciagania (lekcja 0.4 Geometria
analityczna i krzywe stozkowe): elipsa dla E < 0, parabola dla E = 0, hiperbola dla E > 0.
Energia wyznacza wielka poétos, a przy danej energii moment pedu wyznacza ksztatt (mimosréd).

4 I
AI‘ WYNIK - ENERGIA ORBITY I ROWNANIE VIS-VIVA
GM 2 1 472
E=-— m, vZ:GM<———>, 2= 2T g3,
2a r o a GM

Rownanie vis-viva podaje predkos¢ w kazdym punkcie orbity z samej odlegtosci od
srodka. Dla a — oo daje predko$c¢ ucieczki \/2GM /r.

- J
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SYMULACJA 3 Orbita z warunkéw poczatkowych. Satelita startuje w odlegtosci rg z
predkos$cia prostopadla do promienia; zmieniaj ja w stosunku do predko$ci kotowe;j.
Zaciemnione wycinki pokazuja pola zakreslane w réwnych odstepach czasu (II prawo
Keplera). Odczyt podaje wielka pétos, mimosréd, okres i energie; przy v > v/2 vyt orbita
przestaje by¢ zamknieta.

=— orbita == wycinkizakreslane w réwnych czasach = = okrag (v = v_kot)
mimosrod e 0,440 wielka potosa/ro 1,786 okres / okres kotowy 2,386

energia E / (GMm/r,) —-0,280

Szybciej niz kotowa: start w perycentrum, orbita siega do 2,57 r,. Blisko $rodka satelita leci szybko,
daleko wolno, a wycinki i tak maja réwne pola.

Stan na rysunku: v = 1,20 v_ko%; e = 0,440, a = 1,786 1o, E = -0,280 GMm/ro.

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 45 min

1  Oblicz predkosc¢ i okres stacji kosmicznej na orbicie kotowej 400 km nad Ziemia (GM =
« 3,986 - 10 m3/s?).
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Satelita geostacjonarny okraza Ziemie raz na dobe gwiazdowa (86 164 s) nad rownikiem.
Oblicz promien i wysokos¢ jego orbity.

O ile trzeba zwiekszy¢ energie kazdego kilograma, zeby przenies¢ satelite z orbity
kolowej 400 km na geostacjonarng? Ile z tego to przyrost energii potencjalnej?

Predko$¢ Ziemi na orbicie to 29,8 km/s. Jaka predko$¢ wzgledem Stonca musi mie¢ ciato
w odlegltosci 1 AU, zeby uciec z Uktadu Stonecznego? Kometa przelatuje przez orbite
Ziemi z predkoscia 42 km/s. Co mozna powiedzie¢ o jej orbicie?

Sonda leci z Ziemi na Marsa po orbicie transferowej Hohmanna: elipsie stycznej do
orbity Ziemi (1 AU) w peryhelium i do orbity Marsa (1,524 AU) w aphelium. Oblicz
potrzebny przyrost predkosci przy starcie (wzgledem predkosci Ziemi) i czas lotu.

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

5

Ptywy i wazenie Wszechswiata

5.1 Dlaczego dwa przyptywy na dobe

Ksiezyc przyciaga blizsza strone Ziemi mocniej niz jej Srodek, a srodek mocniej niz strone daleka.
W uktadzie spadajacym razem ze srodkiem Ziemi (bo cata Ziemia ,spada” w strone Ksiezyca,

obiegajac wspolny $rodek masy) zostaje réznica: woda po blizszej stronie jest ciagnieta do

Ksiezyca, a po dalszej od niego. Stad dwa wybrzuszenia oceanu i dwa przyptywy na dobe.
FLP I-7-5

-

68 WYNIK - PRZYSPIESZENIE PLYWOWE

Plywy maleja jak 1/d?%, a nie 1/d?, bo zaleza od r6znicy pola na $rednicy Ziemi.
Dlatego Stonice, cho¢ przyciaga Ziemie 180 razy silniej niz Ksiezyc, daje pltywy ponad
dwa razy stabsze. Gdy Stonce i Ksiezyc sa w jednej linii (n6w, peinia), plywy sie
sumuja: pltywy syzygijne.

_ 2GMxR

Ag e
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SYMULACJA 4  Sily plywowe na powierzchni Ziemi: réznica przyciggania Ksiezyca (i
Stonica) w danym punkcie i w $rodku Ziemi. Strzatki sg mocno powiekszone. Obracaj
kierunek do Stonca: gdy Stonce i Ksiezyc sa w linii, wybrzuszenia sie dodaja, gdy pod
katem prostym, cze$ciowo znosza (ptywy kwadraturowe).

— przyspieszenie ptywowe (powiekszone) — ksztatt oceanu (przesadzony)

- = kierunek do Ksiezyca / Stonca
amplituda ptywu (Ksiezyc =1) 1,46 ptyw stoneczny / ksiezycowy 0,46

syzygijny / kwadraturowy 2,70

Now lub petnia: Stoniice i Ksiezyc w jednej linii, ptywy sie dodaja (ptywy syzygijne).

Stan na rysunku: Ksiezyc i Stonce, kat 0°; amplituda 1,46 piywu ksiezycowego.

5.2 Wazenie planet, gwiazd i galaktyk

Trzecie prawo Keplera GM = 4w%a®/T? wazy cialo centralne, jeéli co$§ wokét niego krazy: Jowisza
z ruchu jego ksiezycow, uklady gwiazd podwoéjnych, czarna dziure w centrum Galaktyki z ruchu
pobliskich gwiazd. Dla gwiazd krazacych wokoét centrum galaktyki ten sam rachunek daje mase
zawarta wewnatrz orbity. W latach 70. XX w. Vera Rubin i inni zmierzyli, ze predkosci gwiazd i
gazu daleko od centrum galaktyk nie maleja, jak przewiduje prawo Newtona dla widocznej masy,
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lecz pozostaja prawie state. Albo w galaktykach jest duzo niewidocznej materii (ciemna materia),
albo prawo grawitacji wymaga zmiany na takich skalach. Dzi$ wiekszos¢ danych przemawia za
pierwsza mozliwo$cia, ale natura tej materii pozostaje nieznana.

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 40 min

1 Oblicz przyspieszenie ptywowe od Ksiezyca (M = 7,34 - 1022 kg, d = 384400 km) i od
- Storica (M = 1,99 - 10°° kg, d = 1 AU) na powierzchni Ziemi. Jaki jest ich stosunek?

2  Io krazy wokot Jowisza w odlegtosci 421 700 km z okresem 1,769 doby. Oblicz mase
= Jowisza.

3 Dwie gwiazdy uktadu podwojnego okrazajg wspo6lny srodek masy w odlegtosci 10 AU od
== siebie z okresem 10 lat. Jaka jest ich laczna masa w masach Stonca?

4  Stonice okraza centrum Galaktyki w odlegtosci ok. 8 kpc (1 pc = 3,09 - 10'® m) z

== predkoscia ok. 220 km/s. Oszacuj mase Galaktyki wewnatrz orbity Stonca. Gdyby
predkos¢ byla taka sama w odlegtosci 16 kpc, ile masy byloby wewnatrz tej wiekszej
orbity?

5 W poblizu Ksiezyca jego przyciaganie przewaza nad pltywowym dzialaniem Ziemi.

== (Oszacuj promien tego obszaru (sfery Hilla) z warunku, Ze przyspieszenie od Ksiezyca
G My /r* réwna sie réznicy przyspieszen od Ziemi w uktadzie obracajacym sie z
Ksiezycem: 2G Myzr /d? z réznicy przyciagania plus GMzr/d? od sity od$rodkowej, razem
3GMzr/d3.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA GRAWITACYJINA

. Oszacuj wynik (rzedy wielko$ci G, mas i odlegtosci bywaja zaskakujace).

. Tloczyn GM zamiast osobno G i M: dla Ziemi GM = gR? = 3,986 - 10** m? /s,

. Orbita kotowa: sila cigzenia = sita dosrodkowa; v = \/GM /r, T = 27+/73/GM.

. Orbita eliptyczna: energia daje potos (E = —GMm/2a), moment pedu taczy predkosci
w perycentrum i apocentrum (v,r, = v,7,), vis-viva daje predkos¢ w dowolnym

A W oON

punkcie.

5. Wazenie: GM = 4r%a®/T?.

6. Ptywy: r6znica pola na rozmiarze ciala, Ag ~ 2GMR/d>.

7. Sprawdzenie: jednostki, poréwnanie ze znanymi orbitami (stacja kosmiczna 92 min,
Ksiezyc 27 dni, rok).

Przyktad 5.1

Satelity GPS

Satelity GPS okrqzajq Ziemie dwa razy na dobe gwiazdowq. Na jakiej wysokosci krqzq i z jakq
predkoscig?

1 Oszacowanie: okres 12 h lezy miedzy stacja (1,5 h) a satelita geostacjonarnym (24 h),
wiec promien tez miedzy nimi.

2 T =43082s;r = (S2L)"° % 26560 km.

472

3 Wysokosé: 26 560 — 6371 ~ 20190 km; predkos$é /GM /r ~ 3,87 km/s.

[ Wynik: ok. 20 200 km nad Ziemia, 3,9 km/s. ]

Sprawdzenie: z trzeciego prawa rgps = raro/2%° = 42160/1,587 ~ 26 560 km v'.
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Przyktad 5.2
Wazenie Ziemi, krok po kroku

W wadze skrecert mata kula (0,73 kg) w odlegtosci 23 cm od duzej (158 kg) przesuwa sie, a ze
skrecenia drutu wyznaczono site 1,455 - 10~7 N. Wyznacz G, a z niego mase Ziemi.

_ Fr: _ 1455107700529 10-11
1 G= Mm — 158-0,73 ~ 6,67-10".

2 62
R 9,81-(6,371-10 ~ . 24
2 My= =280IT) ~597-10% k.

[ Wynik: G ~ 6,67 - 10-'' N - m?/kg?, M, ~ 6 - 1024 kg. ]

Sprawdzenie: $rednia gesto$¢ 5500 kg/m?, rozsadna dla skat i zelaza v.

Przyktad 5.3
Kiedy swiatto nie ucieknie

Oblicz, do jakiego promienia trzeba by scisnqc Storice i Ziemie, zeby predkosc ucieczki z
powierzchni zrownata sie z predkosciq swiatla.

1 1/2GM/R = c,wiec R = 2GM /c*.

2 Stonce: R ~ 2,95 km; Ziemia: R ~ 8,9 mm.

[ Wynik: Stonice o promieniu 3 km, Ziemia wielko$ci wisienki. ]

Sprawdzenie: rachunek newtonowski przypadkowo daje doktadnie promien
Schwarzschilda z ogdlnej teorii wzglednosci (sam rachunek newtonowski
przeprowadzil John Michell w 1783 r.). Interpretacja jest jednak inna: zgodny z
doswiadczeniem opis czarnych dziur daje dopiero teoria Einsteina v'.
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Przyktad 5.4
Orbita transferowa do geostacjonarne;j

Rakieta zostawia satelite na elipsie z perygeum 300 km i apogeum 35 786 km nad Ziemiq. Oblicz
potos, mimosrdd, predkosci w perygeum i apogeum oraz okres. Ile trzeba dodac w apogeum, Zeby
orbita stata sie kotowa?

1 rp=6671km,r, = 42157 km;a = 24414 km, e =
LT 0,727.

Ta+Tp

perygeum

2 Vis-viva: v, ~ 10,16 km/s, v, ~ 1,61 km/s; okres
2my/a3/GM =~ 10,5 h.

3 Predko$¢ kotowa na wysokosci GEO: 3,07 km/s; w

N
GEO (przerywana)

apogeum trzeba doda¢ ~ 1,47 km/s. ’ P
Orbita transferowa: perygeum 300

km, apogeum na wysokosci orbity
geostacjonarnej

Wynik: a ~ 24400 km, e ~ 0,73, v, ~ 10,2 km/s, v, ~ 1,6 km/s, T' ~ 10,5 h; manewr w
apogeum ok. 1,5 km/s.

Sprawdzenie: moment pedu: v,r, = 10,16 - 6671 ~ 67 800, v,r, = 1,61 - 42157 ~
67 800 km?/s v.
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Przyktad 5.5
Dwa wybrzuszenia

Oblicz réznice przyspieszenia od Ksiezyca miedzy Srodkiem Ziemi a punktami po blizszej i dalszej
stronie. Porownaj z g.

1 Wérodku Ziemi: GMy /d? ~ 3,32 - 107° m/s2.

2  Blizsza strona: (f—féﬁ - G—é\ffﬁ ~ 1,13 -1075; dalsza: G—ng - (g—i‘é@% ~1,07-10°5.

3 Przyblizenie 2GMgR/d? ~ 1,10 - 10~° to ich $rednia; w stosunku do g: ok. 1,1 - 10~7.

Wynik: po obu stronach Ziemi efekt jest prawie taki sam (rézni sie o 5%), skierowany
od srodka Ziemi: dwa wybrzuszenia.

Sprawdzenie: powierzchnia oceanu uklada sie wzdluz powierzchni statego
potencjatu: odchylenie rzedu Ag/g ~ 10~" na drodze rzedu R daje ok. 0,5m v.
Lokalnie ptywy sa duzo wieksze (do kilkunastu metréw) z powodu rezonanséw w
zatokach.

Przyktad 5.6
Czy Galileusz mogt zwazy¢ Jowisza?

Ganimedes krqzy wokét Jowisza w odlegtosci 1 070 400 km z okresem 7,155 doby. Oblicz mase
Jowisza i porownaj z wynikiem z ruchu Io (zadanie 5.2).

_oan¥® _ 4rt(1,070410°)° 27
1 M= G = sgaoremzoy ~ 1,90 - 107 kg.

2 To0:1,90 - 10°" kg. Zgodno$é do trzech cyfr.

[ Wynik: 1,90 - 10" kg z obu ksiezycow. j

Sprawdzenie: 72 /a® dla Io i Ganimedesa jest taki sam (trzecie prawo dla uktadu
Jowisza) v. Galileusz znatl okresy ksiezycow od 1610 r., a ich odlegtosci od Jowisza
mierzyt katowo. Do stosunku mas M;/Ms = (a/a;)3(T;/T)? nie potrzeba ani G, ani
odleglosci w metrach, tylko stosunkow odleglosci znanych z geometrii Kopernika.
Brakowalo mu prawa ciazenia: ten rachunek wykonat dopiero Newton w Principiach.
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7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

X

»W kosmosie nie ma grawitacji.”

Na wysokosci stacji kosmicznej jest 89% ziemskiej. Niewazko$¢ to swobodny spadek, a
nie brak przyciagania.

x ,Zeby dogoni¢ statek na tej samej orbicie, trzeba przyspieszy¢.”

Przyspieszenie podnosi orbite i wydluza okres, wiec statek zostaje w tyle. Trzeba
zwolnié, zej$¢ nizej, okrazy¢ szybciej i wrocié (zadanie feynmanowskie 6).

x ,Grawitacja Ksiezyca podnosi wode tylko po jego stronie.”

Wybrzuszenia sa dwa, bo liczy sie réznica przyciagania, a nie samo przyciaganie.

x  ,Ciezsze planety krazg szybciej.”

Masa planety sie skraca (dopodki jest duzo mniejsza od masy Stonica). Okres zalezy tylko
od pélosi.

x W srodku Ziemi grawitacja jest najwieksza.”

W $rodku jest zerowa: masa przyciaga ze wszystkich stron jednakowo.

x ,Czarna dziura wciaga wszystko jak odkurzacz.”

Z daleka przyciaga doktadnie tak, jak gwiazda o tej samej masie. Gdyby Stonice stalo sie
czarng dziura, orbita Ziemi by sie nie zmienita.

8 Zadania feynmanowskie

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA FEYNMANOWSKIE 8 zadan - ok. 2 godziny

1 Armata Newtona i tunel. Z jaka predkoscia trzeba wystrzeli¢ kule poziomo tuz nad
= powierzchnig Ziemi (bez powietrza), zeby okrazata Ziemie? Porownaj okres tego lotu z
czasem drgan kuli w tunelu przez srodek Ziemi (zadanie 3.3). Dlaczego sa rowne?
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2 Spadajaca winda. Jestes w windzie, ktérej lina pekla. Czy mozesz w jakikolwiek sposéb
=== stwierdzi¢, ze spadasz, a nie unosisz sie w kosmosie daleko od wszystkiego? A gdyby
winda byta bardzo duza?

3 Ksiezyc spada o milimetr. O ile Ksiezyc odchyla sie od lotu po prostej w ciagu jednej
«=» sekundy? Poréwnaj z jabtkiem spadajacym przez sekunde z drzewa.

4  Skok z planetoidy. Na Ziemi podskakujesz z predkoscia ok. 3 m/s. Jak mata musi by¢
=== kulista planetoida o gestosci 2000 kg/m?®, zeby$ mdgt z niej wyskoczy¢ w kosmos?

5 Grawitacja w kopalni. W prawdziwej Ziemi gesto$¢ ro$nie ku srodkowi. Czy w glebokiej
=== kopalni g jest mniejsze, czy wieksze niz na powierzchni?

6 Smieci wyrzucone do tytu. Astronauta wyrzuca worek ze stacji (orbita kotowa 400 km)
e do tytu z predkoscia 1 m/s wzgledem stacji. Gdzie bedzie worek po jednym okrazeniu: za
stacja czy przed nig?

7  Slonce jako czarna dziura. Gdyby Stonice w jednej chwili zapadto sie w czarng dziure o
=== tej samej masie, co staloby sie z orbitg Ziemi? Po jakim czasie zauwazyliby$Smy zmiane?

8 Dlaczego doba sie wydluza. Wybrzuszenia plywowe sa przez obrét Ziemi przesuniete
=== njeco przed linie Ziemia-Ksiezyc. Jaki jest skutek dla obrotu Ziemi i dla orbity Ksiezyca?
Wykorzystaj zasade zachowania momentu pedu z dziatu 4.

moopodstawowe meo Srednie maa feynmanowskie

L4 °
9 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Ilerazy stabsze jest przyciaganie Ziemi na odlegtosci dwdch jej promieni od
$rodka?

Cztery razy.

2  Czy okres satelity zalezy od jego masy?

Nie (dopoki jest duzo mniejsza od masy Ziemi).
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3 Dlaczego satelita na wyzszej orbicie porusza sie wolniej, cho¢ ma wieksza
energie?

Energia potencjalna ro$nie dwa razy szybciej niz maleje kinetyczna: E = —GMm/2r.

4  Comowi drugie prawo Keplera i z czego wynika?

Rowne pola w rownych czasach; z zachowania momentu pedu przy sile centralne;j.

5 Czym r6zni sie orbita o energii ujemnej od orbity o energii dodatniej?

Ujemna: elipsa (zwiazana); dodatnia: hiperbola (cialo odlatuje); zero: parabola.

6 Dlaczego Stonice wywoluje stabsze ptywy niz Ksiezyc?

Ptywy zaleza od M /d?: Stofice jest 27 mln razy masywniejsze, ale 390 razy dalej, a
390° ~ 59 min.

7  Jak zwazy¢ planete?

Zmierzy¢ okres i p6lo$ orbity jej ksiezyca: M = 4n2a®/(GT?).

8 Gdzie dziala najsilniej grawitacja wewnatrz jednorodnej kuli?

Na powierzchni; wewnatrz maleje liniowo do zera w §rodku.
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10 Karta wzorow i co dalej

4 N
PRAWO CIAZENIA I POLE ORBITY
M
F=G=1", G=6674 10" Nm?/kg’ kotowa: v = 1/ 0, B= 2
_ GM. ; So. _ 14 .3/.2 472
9= g Ziemia: GM = 3,986 - 10" m"/s T? = _G7Jr\4a3 (dwa ciata: G(M; + M>))
wewnatrz jednorodnej kuli: g(r) = gr/R o _GMm; . GM(g B l)
GMm 2GM 2a rooa
U=- 5 Uucieczki — - Ta — Tp
r R UpTp = VgTys € =
2GMR Ta T Tp
plywy: Ag = — d L
Il prawo: — = —
dt 2m
\ J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: rozdz. 7 (teoria grawitacji, catos¢), 13-4 (pole duzych ciat).

¢ Dla chetnych: 9-7 (orbita planety liczona krok po kroku), D. L. Goodstein, J. R. Goodstein,
Feynman’s Lost Lecture (geometryczny dowdd eliptycznosci orbit).

Nastepny dzial: Drgania, rezonans i uktady liniowe. Kula w tunelu przez Ziemie i ciezarek na
sprezynie spetniajq to samo rownanie. Okaze sie, Ze to samo rownanie, z ttumieniem i sitq
wymuszajacq, opisuje obwody elektryczne, mosty, atomy pochtaniajqce swiatto i zawieszenie
samochodu.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.T = a®? = 1,524'° ~ 1,88 roku.
2.0 ="76%%~ 17,9 AU; Q = 2a — q ~ 35,3 AU (za orbita Neptuna); e ~ 0,967.

3. Z drugiego prawa (zachowanie momentu pedu) w punktach, w ktérych predkos¢ jest prostopadta do
promienia: v,q = v,Q, wiec Q/q ~ 60 razy.

4.T? = 140,7, a® = 140,9; stosunek 0,999.

5. R6znica pol to ok. 4abe, a cate pole mab. Czas jest proporcjonalny do pola, wiec réznica pétroczy
wynosi ok. %T ~ 7,8 dnia. Rzeczywiscie: od 20 marca do 22 wrze$nia jest 186 dni, a od 22 wrzes$nia do
20 marca 179.

Zadania - cze$¢ 2

l.a = 4,_’;? ~ 2,723 - 1073 m/s?; g/3600 ~ 2,725 - 103, Stosunek odlegloéci: 60,3.

2.F =G-70%/12 ~ 3,3-10"7 N. Komar wazy 2 - 107%- 9,81 ~ 2 - 105 N, ok. 60 razy wiece;j.

3. M = gR?/G ~ 5,97 - 10** kg; p ~ 5500 kg/m?, dwa razy wiecej niz skaly powierzchniowe. Wnetrze
musi by¢ znacznie gestsze: Ziemia ma zelazne jadro (zgodnie z momentem bezwtadnosci z dziatu 4).

4. M = T2 ~ 1,99 10% kg, ok. 333 000 mas Ziemi.

5.F ~1,5-1077 N, ok. 2 - 10"® ciezaru matej kuli. Dlatego potrzebna byta waga skrecen, w ktérej nawet
tak mata sita daje mierzalny obrdt, oraz ostona przed pradami powietrza.

Zadania - czes¢ 3

1.¢ = g(%f ~ 8,7 m/s?, ok. 89% g. Astronauci i stacja spadaja razem z tym samym przyspieszeniem
(swobodny spadek), wiec wzgledem siebie nic nie wazg.

2. M(r) = M(r/R)3, wiec g(r) = GM:E/RS = %—1‘{[ %- Wykres: prosta od zera do g przy r = R, potem

g(R/r)?: g/4 przy 2R, g/9 przy 3R.

3. Sita —mg z/ R jest proporcjonalna do wychylenia. Okres 27,/ R/g ~ 84 min, przelot (p6t okresu) ok.
42 min. Kula przelatuje przez $rodek z predkoscia v/gR ~ 7,9 km/s.

4. gx ~ 1,62 m/s?, ok. 1/6 ziemskiego.

5. Ziemia: 11,2 km/s; Ksiezyc: 2,4 km/s. Gaz ucieka, gdy predko$¢ ucieczki jest mniej niz ok. 6 razy
wieksza od Sredniej kwadratowej predkos$ci czasteczek (szybsze czasteczki z ogona rozktadu uciekaja
przez miliardy lat). Dla Ksiezyca i azotu stosunek to 4,6, dla Ziemi i wodoru 5,8 (a w goracej gornej
atmosferze mniej): oba gazy z czasem uciekly. Dla Ziemi i azotu stosunek to 22.

Zadania - czesc 4
1.7 =6771km; v = /GM /r = 7,67 km/s; T = 27r /v ~ 92 min: ok. 16 okrazen na dobe.
2.7 = (%Tz)l/3 ~ 42160 km, wysoko$¢ ok. 35 790 km, predkos¢ 3,07 km/s.

472
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3. AE = 91 (L — 1) = 24,7 MJ/kg. Energia potencjalna ro$nie o dwa razy tyle, 49,4 MJ/kg, a kinetyczna

1

maleje o0 24,7 MJ/kg.

4. Ucieczka: v/2 - 29,8 ~ 42,1 km/s. Kometa ma energie bliska zera, a orbita jest prawie paraboliczna.
Przy dokladnie 42,0 km/s bylaby jeszcze zwigzana (a ~ 87 AU, aphelium ok. 170 AU), ale wynik jest
bardzo czuty: przy 42,1 km/s a ~ 490 AU. Komety z obtoku Oorta (tysiace AU) maja na orbicie Ziemi
predko$¢ prawie rdwna predkosci ucieczki.

5.a = 1,262 AU. v, = /GMs(2/r, — 1/a) ~ 32,7 km/s, wiec Av; ~ 2,9 km/s ponad predkoéé Ziemi. Czas:
%a?’/ 2 lat ~ 259 dni. Przy Marsie sonda ma 21,5 km/s, a Mars 24,1 km/s: bez kolejnego Av =~ 2,7 km/s
nie zostanie na jego orbicie. Wiecej w galezi Astronautyka.

Zadania - cze$¢ 5
1. Ksiezyc: 1,1 - 107% m/s? (ok. 10~ 7g); Storice: 5,1 - 10~ 7; stosunek Storice/Ksiezyc ~ 0,46.

2. M = % ~ 1,90 - 10%" kg, ok. 318 mas Ziemi i 1/1050 masy Stonca.

3.10%/10% = 10 mas Storica.

4. M = v’r/G ~ 1,8 - 104! kg ~ 9 - 10'° mas Storica. Przy stalej predkosci M  r: w 16 kpc dwa razy
wiecej, cho¢ gwiazd i gazu przybywa tam niewiele. To jeden z argumentow za ciemng materig.

5.r=d (%)1/3 ~ 61 500 km. Statki lecace na Ksiezyc wchodza w obszar jego przewagi grawitacyjnej
dopiero w ostatniej széstej czesci drogi.

Zadania feynmanowskie

1. 1.v=+/gR ~T7,9km/s; okres 2my/R/g ~ 84 min.
2. Tunel w jednorodnej Ziemi: ten sam okres. Ruch po okregu to ztozenie dwdch drgan harmonicznych w

prostopadtych kierunkach. Rzut kuli krazacej po orbicie na Srednice porusza sie tak, jak kula w tunelu:
sktadowa przyspieszenia wzdiuz $rednicy to g z/R.

3. To samo dotyczy tunelu wzdluz dowolnej cieciwy: kazdy prosty tunel przez jednorodna Ziemie przebywa
sie w ok. 42 min (,,pocigg grawitacyjny”).

2. 1. Wmalej windzie nie: wszystko spada z tym samym przyspieszeniem, wiec wzgledem windy nic sie nie
dzieje (zasada rownowaznosci Einsteina).

2. W bardzo duzej windzie tak: przedmioty po bokach zblizajg sie do siebie (sity sa skierowane do srodka
Ziemi), a gérne i dolne oddalaja (pole stabnie z wysokos$cia). To sity ptywowe: jedyny lokalny $lad
grawitacji, ktorego nie da sie usunaé zmiang uktadu odniesienia.

3. l.%at’za=2,72-10° m/s’: ok. 1,36 mm.
2. Jablko: £g - 12 ~ 4,9 m, ok. 3600 razy wiecej, czyli 602. Tak Newton sprawdzat prawo 1/72.
4. 1.v=Ry/3nGp, wiec R =3/4/8nGp ~ 2,8 km.

2. Planetoida o $rednicy ponizej ok. 6 km. Na takich ciatach (np. Ryugu, ok. 0,9 km, po ktérym japonskie
taziki MINERVA poruszaly sie skokami) trzeba uwazaé na kazdy ruch.

5. 1.Zblizenie do $rodka zwieksza g o ok. 2gh/R. Ubyla powloka zmniejsza je o 4wGp;h.

2. g rodnie, gdy ps < % p =~ 3700 kg/m?. Skorupa ma ok. 2700, wiec w kopalniach g lekko ro$nie (zmierzono to
w XIX w.). Male¢ zaczyna dopiero w jadrze.
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6. 1. Worek ma mniejsza predkos¢, wiec jego orbita ma mniejsza po6tos: o ok. 1,8 km.

2. Najpierw worek zostaje w tyle i opada (do ok. 3,5 km nizej), potem wyprzedza stacje. Mniejsza pétos to
kroétszy okres: o ok. 2,2 s. Worek wraca w punkt wyrzucenia wczesniej niz stacja, wiec jest przed nia, ok.
17 km.

3. Rzucony do tytu laduje z przodu. Tak samo statek, ktéry chce dogoni¢ stacje, musi najpierw zwolnic.

7. 1. Orbita by sie nie zmienita: na zewnatrz kulistego rozkladu masy pole zalezy tylko od masy (twierdzenie o
powtoce).

2. Zauwazyliby$my po ok. 8 min 20 s, bo tyle leci §wiatlo. Potem zrobitoby sie ciemno i zimno, ale
grawitacyjnie nic by sie nie stato.

8. 1.Ksiezyc przyciaga blizsze wybrzuszenie, wysuniete do przodu, i hamuje obro6t Ziemi: doba wydiuza sie o
ok. 2 ms na stulecie.

2. Wybrzuszenie przyciaga Ksiezyc do przodu i dodaje mu momentu pedu: Ksiezyc oddala sie o ok. 3,8 cm
rocznie (zmierzono to laserem odbijanym od luster pozostawionych przez misje Apollo).

3. Moment pedu uktadu Ziemia-Ksiezyc jest zachowany, a energia przechodzi w ciepto tarcia wody. Obrét
Ksiezyca zostal w ten sam spos6b dawno temu spowolniony, az okres obrotu zrownat sie z okresem
obiegu (synchronizacja ptywowa): dlatego zawsze widzimy te sama strone.

Fizyka - Dziat 5: Grawitacja i orbity - Zrodto: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1 (Addison-Wesley 1963; New
Millennium Edition 2011), rozdz. 7, 9-7, 13-4. Odnoéniki w formacie tom-rozdziat—podrozdziat. Wszystkie liczby policzone na nowo.
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