FIZYKA

DZIAt 4

Obrot: drugi
rodzaj ruchu

Srodek masy rzuconego mlotka leci po paraboli, a sam mlotek

wokot niego koziotkuje. Ruch kazdej bryly to ruch srodka masy

plus obrot. Ten dziat buduje dla obrotu ten sam zestaw narzedzi,

ktory znamy z ruchu postepowego: kat zamiast potozenia,

moment sity zamiast sity, moment bezwtadnos$ci zamiast masy i

moment pedu zamiast pedu. Na koncu czeka trzecia wielko$¢

zachowana i zyroskop, ktéry zamiast sie przewrocic, krazy.
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o Prolog: wyscig puszek

Na pochylonej desce stawiamy obok siebie trzy przedmioty o tym samym promieniu: pelna
puszke konserwy, pusta rurke (obrecz) i kulke. Puszczamy je jednoczesnie. Spadajace swobodnie
ciala przyspieszaja jednakowo (dziat 1 ,Ruch i jego przyczyny”), a klocek zsuwajacy sie bez tarcia
przyspieszalby z g sin a niezaleznie od masy. Tymczasem toczace sie ciala docieraja do mety w
ustalonej kolejnosci: najpierw kulka, potem pelna puszka, a obrecz na koncu. Wynik nie zalezy
ani od masy, ani od promienia, tylko od ksztattu.

Zasada zachowania energii z dzialu 2 ,,Energia” podpowiada wyjasnienie: energia potencjalna
zamienia sie w ruch postepowy i w obroét. Ciato, ktére musi ,optaci¢” wiecej obrotu, ma mniej na
ruch do przodu. Ile doktadnie, zalezy od tego, jak daleko od osi lezy jego masa. Zeby to policzy¢,
potrzebujemy pojecia momentu bezwladnosci.

Pytanie na start. Puszka z gestym pasztetem i puszka 2 zamrozong supq o
tej samej masie i wymiarach (w obu zawartosc obraca sie razem z puszkq)
staczajq sie z tej samej rowni. Czy przyjadq razem? A puszka z ptynnq
zupq? Wroc do tego po czesci 4 (i zadaniu feynmanowskim 2).

obrecz - walec - kula

1 Kat, predkosc¢ katowa, przyspieszenie katowe

Bryta sztywna to cialo, ktérego punkty zachowuja state wzajemne odlegtosci. Obrét wokot
ustalonej osi opisuje jedna liczba: kat 6, o jaki obrocita sie bryla, mierzony w radianach (lekcja 0.3
Trygonometria i funkcje hiperboliczne). Kazdy punkt w odleglosci r od osi zakresla tuk s = r#.

FLP I-18-2

e N
st DEFINICJA - RUCH OBROTOWY WOKOL STALEJ OSI
do . dw 9 v?
W= —=— = — V= wr ast = ET Qdogr — W' Tr = —.
dt’ dt’ o ’ o r

w (rad/s) to predkos$¢ katowa, ¢ (rad/s®) przyspieszenie katowe. Jeden obré6t na
sekunde to 27 rad/s.

o J

Wszystkie wzory ruchu jednostajnie zmiennego z dzialu 1 przenosza sie wprost: w = wy + €t, 0 =
wot + %at? Kat pelni role polozenia, w predkosci, a € przyspieszenia. Te analogie bedziemy
rozwijac przez caly dziatl.

Predkos¢ katowa ma tez kierunek: wektor @ lezy na osi obrotu, a jego zwrot wyznacza reguta
prawej dtoni (palce wzdtuz ruchu, kciuk wzdtuz ). Predkos¢ punktu to wtedy ¥ = & x 7 (iloczyn
wektorowy, lekcja 1.1 Wektory).
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e N
/\ PULAPKA - STOPNIE I OBROTY NA MINUTE

Wzory v = wr i a = w?r dzialaja tylko dla w w radianach na sekunde. Silnik krecacy
sie z predkoscia 3000 obr/min ma w = 3000 - 27r/60 ~ 314 rad/s, a nie 3000 ani 50. Te
sama pulapke spotkasz przy pochodnych funkcji trygonometrycznych.

/Z ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 30 min

1 Plyta winylowa obraca sie z predkoscia 33% obr/min. Oblicz w oraz predkos¢ i
<« przyspieszenie punktu odlegtego o 15 cm od Srodka.

2 Ziemia obraca sie raz na dobe gwiazdowa (86 164 s). Z jaka predkoscia porusza sie punkt
=« naréwniku, a z jakga w Warszawie (szeroko$¢ 52,2°)? Jakie jest przyspieszenie

dosrodkowe na réwniku?

3 Wirbéwka laboratoryjna obraca sie z predkoscia 10 000 obr/min. Ile ,,g” dziala na prébke
- 10 cm od osi?

4 Rower jedzie z predkoscia 10 m/s, a kolo o promieniu 0,35 m toczy sie bez poslizgu. Jaka
== jest predkos¢ katowa kota? Jak szybko poruszaja sie wzgledem drogi punkt styku z
ziemia i najwyzszy punkt obreczy?

5 Koto szlifierki obraca sie z predkoscia 600 obr/min i po wyltaczeniu zatrzymuje sie
= réwnomiernie w ciggu 10 s. Oblicz przyspieszenie katowe i liczbe obrotéw do
zatrzymania.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Moment sity i moment pedu

2.1 Dzwignia: co obraca ciato

Drzwi latwo otworzy¢, pchajac przy klamce, i bardzo trudno, pchajac przy zawiasach. O obrocie
decyduje nie sama sila, tylko sita razy ramie: odlegtos¢ osi od prostej, wzdluz ktérej dziata sita.
Feynman wyprowadza to z zasady prac przygotowanych (dziat 2): obracajac ciato o maty kat A#,
sita przylozona w odlegtosci r wykonuje prace F'| r Af. Wielko$¢ F', r gra w obrocie role sity.

FLP I-18-2
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e M
58 DEFINICJA - MOMENT SItY

7=7xF, |7| = rFsinp = F - (ramie).
Praca momentu sity przy obrocie o kat df: dW = 7 df. Jednostka: N-m (ale nie dzul,

cho¢ wymiar ten sam).
NS J

Bryla jest w rownowadze, gdy suma sit i suma momentéw sit (wzgledem dowolnego punktu) sa

zerowe. Drugi warunek to prawo dzwigni Archimedesa: Fir; = Fors.

2.2 Moment pedu

Dla punktu materialnego definiujemy moment pedu wzgledem wybranego punktu O. Pochodna
iloczynu wektorowego daje %(F X P) =10 X mv+r X F,a pierwszy sktadnik znika, bo wektor
pomnozony wektorowo przez siebie daje zero. FLP 1-18-3, I-20-1

4 A
8 PRAWO - MOMENT PEDU I MOMENT SItY

- dL
L=7xp — =T
rXp, dt T
Dla uktadu punktéw momenty sit wewnetrznych znosza sie parami (gdy sity
wzajemne dzialaja wzdluz prostej taczacej punkty), wiec %ﬂk = Tzewn- 10 Obrotowy
odpowiednik %% = F zdzialu 3 ,Ped, zderzenia i §rodek masy”.

- J

Moment pedu ma nawet cialo poruszajace sie po prostej, jesli prosta nie przechodzi przez O: L =
mu - d, gdzie d to odlegto$¢ O od toru. W ruchu bez sit L jest stale, bo stale sa v i d. To zalazek
drugiego prawa Keplera (czes¢ 5).

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 35 min

1 Kluczem o dlugosci 25 cm dokrecasz $rube, dziatajac sitg 200 N na koncu klucza. Jaki
= moment sily uzyskasz, ciggnac prostopadle do klucza, a jaki pod katem 60° do niego?

2  Dziecko o masie 30 kg siedzi na hustawce-wazce 1,5 m od osi. Gdzie musi usig$¢ rodzic o
= masie 75 kg, zeby hustawka byla w réwnowadze?

3 Jednorodna belka o dtugosci 4 m i masie 50 kg lezy na dwéch podporach na koncach. 1
== m od lewego konica stoi skrzynia 80 kg. Jakie sity dzialaja na belke w podporach?
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4 Poréwnaj moment pedu Ziemi w ruchu wokét Storica (v = 29,8 km/s, r = 1,496 - 10!! m) z
== momentem pedu jej obrotu wokot osi (I = 0,331 M R?, M = 5,97 - 10?4 kg, R = 6371 km).

5 Pokaz, ze jesli sila dzialajaca na punkt jest zawsze skierowana do ustalonego punktu O
== (sita centralna), to moment pedu wzgledem O jest staly. Jakie silty w przyrodzie sa
centralne?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

3 Moment bezwtadnosci

3.1 Energia i moment pedu bryty

Punkt bryly w odlegtosci r; od osi ma predkos¢ wr;. Energia kinetyczna obrotu i moment pedu
wzdluz osi to wiec sumy (catki), w ktédrych wystepuje ta sama wielko$¢: masa wazona kwadratem
odlegtosci od osi. FLP I-19-3, I-19-4

~ )
58 DEFINICJA - MOMENT BEZWtADNOSCI

1= myr?= /7’2 dm; By, =1ilw?,  L=Iw.

I graw obrocie role masy: Ej, = 3mv? <> 11w, p=mv ¢ L = Iw. Alew
odréznieniu od masy zalezy od wyboru osi.

o J

Uwaga: dla bryly niesymetrycznej wektor L nie musi by¢ réwnolegty do &. W ogélnosci L = 1@,
gdzie I to symetryczna macierz (tensor) momentu bezwtadnosci (lekcja 2.3 Wartosci i wektory
wlasne). Wzdtuz trzech prostopadtych osi gtéwnych L || ©. Niewywazone koto samochodu ,bije”,

bo jego L obraca sie razem z kolem, a to wymaga zmiennego momentu sily od tozysk.
FLP I-20-4

3.2 Momenty bezwtadnosci prostych bryt

Dla obreczy o masie M i promieniu R cata masa jest w odlegtosci R: I = M R?. Dla pelnego walca
(krazka) sumujemy pierscienie o promieniu r i masie dm = %2#7‘ dr:I = fOR r“R—J‘fr dr = %MR2.
Mniej masy daleko od osi, mniejszy moment bezwladnosci.
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Momenty bezwtadnosci (0$ przez srodek masy, chyba ze podano inaczej)

bryta 0$ I
obrecz, cienka rura o$ symetrii MR?
walec pelny, krazek o$ symetrii SMR?
kula petna $rednica 2 MR?
sfera (cienka powtoka) Srednica 2 MR?
pret o dtugosci L prostopadia, przez §rodek LML?
pret o dtugosci L prostopadta, przez koniec IML?
4 N

. TWIERDZENIE - STEINERA (O OSIACH ROWNOLEGLYCH)

I = Iy + Md?,

gdzie I, to moment bezwladnosci wzgledem réwnolegtej osi przez srodek masy, a d

to odleglo$¢ miedzy osiami. Przyklad: pret wzgledem konca: L ML? + M(§)2 =

IMmr?

3 .

NS J

Dowdd jest krétki: [(d + )2 dm = Md2 + 2d - [ gdm + [ p2dm, gdzie d i pto rzuty (na plaszczyzne
prostopadia do osi) potozenia Srodka masy wzgledem osi i potozenia dm wzgledem $rodka masy;
srodkowa catka jest zerowa z definicji sSrodka masy (dziat 3 ,,Ped, zderzenia i Srodek masy”).

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 40 min

1 Pret o dlugosci 1 m i masie 2 kg. Oblicz moment bezwladno$ci wzgledem osi przez
«  $rodek i przez koniec. Sprawdz twierdzeniem Steinera.

2  Wyprowadz catka moment bezwladnosci preta wzgledem osi przez jego koniec.

3 Koto zamachowe to stalowy krazek o masie 100 kg i promieniu 0,5 m, obracajacy sie z
= predkoscia 3000 obr/min. Ile energii magazynuje? Wyraz ja w KkWh.

4 Wyprowadz I = %M R? dla kuli, sktadajac ja z cienkich krazkéw prostopadtych do osi.
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5 Zmierzony moment bezwtadnosci Ziemi to 0,331 M R?. Co to m6éwi o jej budowie? Ile
== energii kinetycznej ma obro6t Ziemi?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

4 Dynamika bryty: obrét i toczenie

4.1 Druga zasada dla obrotu

Dla bryly obracajacej sie wokot statej osi L = Iw, wieczdL/dt = T:

4 )
3 PRAWO - DYNAMIKA OBROTU WOKOt STALEJ OSI

T =Ie.
Ruch bryly swobodnej: Srodek masy porusza sie zgodnie z Mag, = Frewn (dziat 3), a

obrét wokét sSrodka masy zgodnie z 7y = Isme (W ruchu plaskim), nawet gdy srodek
masy przyspiesza.

4.2 Toczenie bez poslizgu

Toczenie bez poslizgu wiaze oba ruchy: punkt styku chwilowo stoi, wiec vy, = wR1iag, = eR.
Energia kinetyczna toczacego sie ciala to suma ruchu postepowego srodka masy i obrotu wokét
niego:

Iém
By = $Mv? + Hoe® = JM0 (14 —25).
Oznaczmy k = Iim/(MR?): obrecz k = 1, walec §, kula 2. Na réwni o wysokosci h zasada
zachowania energii (tarcie przy toczeniu bez poslizgu nie wykonuje pracy, bo punkt styku stoi)
daje

4 a
58 WYNIK - TOCZENIE PO ROWNI

B 2gh _ gsina
Vitw YT
Masa i promien sie skracaja. Kolejno$¢ w wysScigu z prologu: kula (k = 0,4), walec (

0,5), obrecz (1).
- J
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SYMULACJA 1 Wyscig na réwni: kula, walec, obrecz i klocek zsuwajacy sie bez tarcia.
Ustaw kat nachylenia i uruchom wys$cig. Stupki pokazuja, jak energia kazdego ciala dzieli
sie na ruch postepowy i obrét. Zmiana kata zmienia czasy, ale nie kolejnos¢.

=

kula walec obrecz klocek

— kula — walec — obrecz — klocek (bez tarcia)

— stupek: ciemna cze$c¢ to ruch postepowy, jasna to obrét
kula: czas 1,29 s walec:czas 1,34 s obrecz:czas 1,54 s klocek: czas 1,09 s

kula: predkosc¢ nadole 3,10 m/s

Uruchom wyscig. Kolejnos¢: klocek bez tarcia, kula, walec, obrecz, niezaleznie od kata, masy i
promienia.

Stan na rysunku: a = 20°, t = 0,00 s; czasy zjazdu 2 m: kula 1,29 s, walec 1,34 s,
obrecz 1,54 s, klocek 1,09 s.

~ )
/\ PULAPKA - TARCIE, KTORE NIE HAMUJE

Toczenie po réwni wymaga tarcia: to ono daje moment sity, ktéry rozkreca kule. A
jednak nie zabiera energii, bo dziata w punkcie, ktéry chwilowo stoi (praca to sita
razy przesuniecie punktu przytozenia). Energie zabiera dopiero poslizg albo
odksztalcenie podtoza (opér toczenia).
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/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 45 min

1 Nakrazek o masie 2 kg i promieniu 10 cm, obracajacy sie bez tarcia na poziomej osi,
= mnawinieto linke z ciezarkiem 1 kg. Z jakim przyspieszeniem opada ciezarek i jaki jest
naciag linki?

2  Oblicz przyspieszenia obreczy, walca, kuli i klocka (bez tarcia) na réwni o nachyleniu
- 30°.

3 Jo-jo to krazek o promieniu 3 cm z osig o promieniu 0,5 cm, na ktérej nawinieto sznurek
=  (pomin mase osi). Z jakim przyspieszeniem opada jo-jo, gdy trzymamy koniec sznurka
nieruchomo? Jaki jest naciag sznurka w stosunku do ciezaru?

4  Kule bilardowa o promieniu R uderzamy kijem poziomo, na wysokosci h nad stotem. Na
== jakiej wysokosci trzeba uderzy¢, zeby kula od razu toczyla sie bez poslizgu (bez udziatu
tarcia o stol)?

5 Pret o dilugosci 1 m wisi na osi przechodzacej przez jego koniec i waha sie z mata
= amplituda (wahadlo fizyczne). Oblicz okres. Jak dlugie musiatoby by¢ wahadlo
matematyczne o tym samym okresie?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 - Ruch obrotowy i bryta sztywna 9/25



SYMULACJA 2 Wahadlo fizyczne: pret o dlugosci 1 m zawieszony w odlegtosci d od
srodka. Przesuwaj punkt zawieszenia i obserwuj okres. Przy zawieszeniu w srodku pret
sie nie waha, przy konicu waha sie wolniej niz wahadlo matematyczne o dtugosci L/2, a
najkrétszy okres wypada dlad = L/+/12.

Tis] :

4 -

3 :

2 e
s _——

1 eem T

o7 :

’ .
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
d[m]

— okres T(d) = = wahadto matematyczne o dtugosci d (dla poréwnania) — biezace d

okresT 1,638 s dtugos¢ zredukowana 0,667 m

moment bezwtadnosci (m =1 kg) 0,333 kg-:-m? minimum T przyd=L/v12 0,289 m, 1,524 s

Zawieszenie na koncu: pret waha sie jak wahadto matematyczne o dtugosci 2L/3, czyli wolniej niz
kulka na nici o dtugosci L/2 (przerywana krzywa).

Stan na rysunku: pret 1 m, o$ 0,50 m od $rodka; okres 1,638 s, diugos¢ zredukowana
0,667 m.

5 Zasada zachowania momentu pedu i zyroskop

5.1 Piruet

Jesli zewnetrzny moment sily jest zerowy, moment pedu uktadu jest staly, nawet gdy uktad
zmienia ksztalt. FLP I-18-4 Fyzwiarka krecaca sie z rozlozonymi rekami przyciaga je do ciala:
jej moment bezwladnosci maleje, wiec predkos¢ katowa rosnie tak, by Jw sie nie zmienito.
Feynman demonstrowat to na obrotowym stotku z ciezarkami w dtoniach.
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§8 PRAWO - ZASADA ZACHOWANIA MOMENTU PEDU

—

Tgewn = 0 = L = const; dla jednej osi: [1w; = Tows.

Energia obrotu E = g—; przy stalym L rosnie, gdy I maleje. Skad ta energia? Z pracy mies$ni. W
uktadzie inercjalnym: rece ciagna ciezarki do osi, a ciezarki przesuwaja sie w kierunku tej sity,
wiec sita wykonuje prace. W obracajacym sie ukladzie tyzwiarki méwimy, ze pokonuje ona ,,site
odsrodkowa”. Wyciagajac rece z powrotem, odzyskuje te prace. FLP I-19-4

SYMULACJA 3  Piruet z widoku z géry. byzwiarke modelujemy jako walec (tutéw) i dwa
ciezarki (rece) w odlegtosci r od osi. Przesuwaj r: moment pedu sie nie zmienia, predkos¢
katowa i energia kinetyczna rosna, gdy rece sie zblizaja. Odczyt podaje prace wykonang
przez rece.

o - ,

— tutéw (Io =1 kg:m?) — rece z ciezarkami (2 x 3 kg)
moment bezwtadnoscil 5,86 kg-m? predkos¢ katowa 1,00 obr/s

moment pedulL 36,8 kg-m?/s (staty) energia obrotu 115,7 J pracarak od startu 0,0 J

Rece roztozone: duzy moment bezwtadnosci, powolny obrot (1 obr/s). Przesun ciezarki do $rodka.

Stan na rysunku: r = 0,90 m; I = 5,86 kg-m?2, 1,00 obr/s, energia 115,7 J (na starcie
115,7 3).
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5.2 Drugie prawo Keplera

Planete przyciaga Stonce silg centralna, wiec jej moment pedu wzgledem Stonca jest staty
(zadanie 2.5). W czasie dt promien wodzacy zakresla trojkat o polu dA = %\F x ¥ dt|, wiec % =

# = const: promien wodzacy zakresla rowne pola w rownych czasach. Kepler odkryt to z
obserwacji w 1609 r.; Newton pokazal, Ze wynika z centralno$ci sity. Wiecej w dziale 5 ,,Grawitacja

iorbity”.

5.3 Zyroskop: dlaczego bak sie nie przewraca

Szybko wirujacy bak ma duzy moment pedu L wzdtuz swojej osi. Ciezar przylozony w srodku
masy, w odlegtosci d od punktu podparcia, daje moment sity 7 prostopadty do Li poziomy.
Zgodnie z dL = 7 dt wektor L zmienia sie w kierunku 7, czyli w bok, a nie w dét. O$§ baka zatacza

stozek, a jej koniec poziome koto: to precesja. FLP I-20-3

4 N
58 WYNIK - PREDKOSC PRECESJI (SZYBKI BAK)

mgd

-
2= L Iw’
Im szybciej bak wiruje, tym wolniej precesuje. Gdy zwalnia, precesja przyspiesza, 0$
zaczyna sie chwiaé, a w koncu bak sie przewraca.

- J
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SYMULACJA 4  Precesja zyroskopu w rzucie z gory. Wektor L (wzdluz osi) obraca sie
wokot pionu z predkoscia 2 = mgd/(Iw). Zmieniaj predkos¢ wirowania i odlegtosé
srodka masy od podparcia. Odczyt poréwnuje moment pedu wirowania z momentem

pedu samej precesji: wzor jest dobry, gdy ten drugi jest duzo mniejszy.

widok z gory; podparcie w srodku

- = tor konca osi

— moment pedu L (wzdtuz osi bagka) —— moment sity T=rx mg
L wirowania 9,05-10-3 kg-m?/s

Q (precesja) 4,34 rad/s okres precesji 1,45 s

L precesji / L wirowania 8,75-10-2
Szybki bak: T obraca wektor L w bok, nie w dot. Dwa razy szybsze wirowanie datoby dwa razy

wolniejszg precesije.
Stan na rysunku: krazek 100 g, promien 3 cm, d = 4,0 cm, 32 obr/s; Q = 4,34 rad/s,

okres precesji 1,45 s.
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A SKAD TO WIEMY?

Zasade zachowania momentu pedu sprawdzamy na kazdej skali: od piruetéw i
skokow do wody, przez stalo$¢ potozenia osi Ziemi w przestrzeni (w skali stuleci 0$
wskazuje prawie ten sam punkt nieba, dzi§ w poblizu Gwiazdy Polarnej, a powoli
zatacza stozek z okresem ok. 26 000 lat pod wplywem momentu sit Stonca i
Ksiezyca dziatajacych na sptaszczona Ziemie), po zyroskopy nawigacyjne i kota
reakcyjne satelitéw. W fizyce atomowej moment pedu jest skwantowany i
zachowany w kazdym procesie, a jego zasada zachowania wigze sie z izotropia
przestrzeni: prawa fizyki nie zaleza od kierunku.

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 40 min

1 Lyzwiarka z roztozonymi rekami ma moment bezwtadno$ci 3,0 kg-m? i obraca sie raz na
«  sekunde. Przyciaga rece i jej moment bezwtadnos$ci spada do 1,0 kg-m?. Jak szybko sie

obraca? Ile razy wzrosla energia kinetyczna?

2  Karuzela (krazek 200 kg, promien 2 m) obraca sie z predkoscig katowa 0,5 rad/s. Dziecko
== o masie 30 kg wskakuje na jej brzeg, biegnac wzdluz promienia (bez predkosci stycznej).
Jak zmieni sie predkos¢ katowa?

3 Gwiazda o promieniu 700 000 km obraca sie raz na 25 dni. Zapada sie w gwiazde
“=  neutronowgq o promieniu 10 km. Zakladajac, ze zachowuje moment pedu i ksztalt
rozkladu masy, oblicz nowy okres obrotu.

4 Mimosrdd orbity Ziemi wynosi 0,0167. Ile razy szybciej porusza sie Ziemia w
- peryhelium niz w aphelium?

5 Koto rowerowe (obrecz 2 kg, promien 0,35 m) wiruje z predko$cia 30 rad/s. Jego o$ jest
== podparta na jednym koncu, 0,2 m od srodka kota, i ustawiona poziomo. Oblicz predkos¢
i okres preces;ji.

moo podstawowe amo Srednie saa feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA DLA BRYt

1. Oszacuj wynik.

2. Rozdziel ruchy. Dla kazdej bryty zapisz ruch §rodka masy (Ma = > F)iobrét (Ie = > 1
) wzgledem osi przez sSrodek masy albo wzgledem nieruchomej osi.

3. Wybierz punkt odniesienia momentéw tak, by przechodzity przez niego nieznane sity,
ktérych nie potrzebujesz (zawias, punkt podparcia).

4. Wiezy: toczenie bez poslizgu a = € R; nierozciagliwa linka na bloczku a = ¢R;
réwnowaga: suma sit i momentéw zero.

5. Energia jest czesto najkrotsza droga: %M v+ %I w? plus energia potencjalna.

6. Moment pedu: gdy zewnetrzny moment sily jest zerowy albo dziata krétko (uderzenie),

Ilwl = IQWQ.

7. Sprawdzenie: przypadki graniczne (I — 0 daje wyniki dla punktu, I — oo
unieruchamia obrét) i jednostki.

Przyktad 4.1
Maszyna Atwooda z ciezkim bloczkiem

Na krqzku o masie 2 kg i promieniu 10 cm wisi linka z ciezarkami 3 kg i 2 kg. Linka nie slizga sie
po krqzku. Oblicz przyspieszenie i naciqgi po obu stronach.

1 Oszacowanie: bez bloczka g = 1™ g = 1,96 m/s?;
m1+mz

ciezki bloczek troche to zmniejszy.

2 Ciezarki: myg — T} = mya, Ty — myg = mya. Bloczek:
(Ty — T2)R={MR*- &, czyliTy — T = §Ma. N

3 Dodajac: (m1 — ma)g = (m1 +ma + %M)a, wieca = a 1 m,| +N,
28 ~ 1,64 m/s.

4 Ty =3(9,81 — 1,64) ~ 245N, Tp = 2(9,81 + 1,64) ~ e l a

22,9 N. l
ng

Maszyna Atwooda z bloczkiem o

masie M

[ Wynik: a ~ 1,64 m/s?; naciagi 24,5 N i 22,9 N. Sa rézne: ta réZnica obraca bloczek. }

Sprawdzenie: T — T, = 1,64 = % 21,64 v. Bloczek ,wazy” w bilansie jak masa

M /2 dotozona do ciezarkéw v.
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Przyktad 4.2
Wyscig z rowni
Kula, walec i obrecz staczajq sie bez poslizgu z wysokosci 2 m. Oblicz ich predkosci na dole i
poréwnaj z klockiem bez tarcia.

1 v=+/2gh/(1+k),2gh = 39,24 m?/s2.
2 Kula: 5,29 m/s; walec: 5,11 m/s; obrecz: 4,43 m/s; klocek: 6,26 m/s.

3 Udzial obrotu w energii: l%kz kula 29%, walec 33%, obrecz 50%.

Wynik: kula 5,29 m/s, walec 5,11 m/s, obrecz 4,43 m/s; obrecz polowe energii zuzywa
na obrét.

Sprawdzenie: obrecz: J Mv? - 2 = Mgh, wiecv = y/gh = 4,43 v.

Przyktad 4.3

Drabina pod $ciang

Jednorodna drabina (20 kg) opiera sie o gladkq sciane. Wspdiczynnik tarcia o podtoge to 0,4. Przy

jakim najmniejszym kqcie z podtogq drabina nie zeslizgnie sig, gdy stoi pusta, a przy jakim, gdy
czlowiek (80 kg) stoi na 80% jej dtugosci?

1  Sily: ciezary, reakcja Sciany N, (pozioma, $ciana

gladka), reakcja podtogi NV, i tarcie f. Rbwnowaga
sit: Ny = (m + M)g, f = N;.

2 Momenty wzgledem podstawy (znikaja N, i f):
N;Lsinf = mg% cosf + Mg -0,8L cosb.

. m/24+0,8M
3  Warunek f < uN, dajetg > _u(mLH\T

4 Pusta (M =0):tgf > i =1,25,6 > 51,3°. Z

. g o Drabina: ciezar, reakcja $ciany,
czlowiekiem: tg 6 > %‘66—4 =1,85,6 > 61,6°. ¢ : Y

reakcja i tarcie podtogi

Wynik: pusta drabina stoi powyzej 51°, z cztowiekiem wysoko na niej dopiero
powyzej 62°.

Sprawdzenie: im wyzej wejdzie czlowiek, tym wiekszy moment jego ciezaru i tym
bardziej stromo trzeba ustawi¢ drabine; dlatego zalecany kat to ok. 75° v.
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Przyktad 4.4
Pocisk w drzwiach

Pocisk o masie 10 g leci z predkosciq 400 m/s prostopadle do zamknietych drzwi (szerokosc¢ 1 m,
masa 15 kg) i wbija sie w nie 0,9 m od zawiasow. Z jakq predkoscia kqtowq otworzq sie drzwi? Ile
energii Zostanie w ruchu?

1 W czasie uderzenia zawias dziala sila, ale jej moment wzgledem osi zawiasu jest
zerowy: moment pedu wzgledem tej osi jest zachowany (ped nie jest!).

2 Przed: L =movr =0,01-400-0,9 = 3,6 kg - m?/s.
3 Po:l=1-15-1240,01-0,9° ~ 5008, w = L/I ~ 0,72 rad/s.

4  Energia: przed 800 ], po %Iw2 ~ 1,37

Wynik: w ~ 0,72 rad/s, drzwi otworza sie 0 90° w ok. 2 s; w ruchu zostaje 0,16%
energii.

Sprawdzenie: ped drzwi po uderzeniu (Mvg, = 15 - 0,36 = 5,4 kg-m/s) jest wiekszy
niz ped pocisku (4 kg-m/s): réznice dat poped sity zawiasu v. Dlatego tu liczy sie
moment pedu, a nie ped.

Przyktad 4.5
Autobus na kole zamachowym

W latach 50. XX w. w Szwajcarii i Belgii jezdzily zyrobusy: zamiast akumulatora miaty kolo
zamachowe rozpedzane na przystankach. Przyjmij: stalowy krqzek 1500 kg, srednica 1,6 m, 3000
obr/min. Ile energii magazynuje? Jak diugo wystarczy przy sredniej mocy 20 kW?

1 I=1MR?=1-1500-0,8% =480 kg - m2.

2 w~3ldrad/s, E = 51w’ ~ 23,7 MJ ~ 6,6 kWh.

3 Czas:23,7-106J/(2-10* W) ~ 1180 s ~ 20 min.

[ Wynik: ok. 6,6 kWh, czyli ok. 20 minut jazdy, kilka kilometréw miejskiej trasy. }

Sprawdzenie: obwod krazka porusza sie z predkoscia wR ~ 250 m/s; wieksze
predkosci groza rozerwaniem stali. Ograniczeniem kot zamachowych jest wiec
wytrzymato$¢ materiatu, a nie sama fizyka obrotu v.
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Przyktad 4.6
Bak

Bgk to krqzek o masie 100 g i promieniu 3 cm na noézce; srodek masy lezy na osi 4 cm od czubka.
Wiruje 20 razy na sekunde. Oblicz okres precesji.

1 I=1mR?=45-10"°kg m%w = 2720 ~ 126 rad/s; L ~ 5,65 - 10%.

2 T=mgd=0,1-9,81-0,04 ~ 0,039 N-m (dla osi odchylonej o kat § od pionu 7 =
mgdsin 0, a pozioma sktadowa L to Lsin 6; sinus sie skraca, wiec Q = mgd /(Iw) nie
zalezy od nachylenia).

3 Q=r7/L~6,9rad/s, okres 2r/Q ~ 0,9s.

[ Wynik: okres precesji ok. 0,9 s. }

Sprawdzenie: ) < w (6,9 wobec 126 rad/s), a moment pedu samej precesji (ok.
(md? 4+ tmR?)Q ~ 1,3 - 10~2) to ok. 20% momentu pedu wirowania. Przyblizenie
szybkiego baka jest wiec zgrubne, ale rozsadne v. Bak puszczony bez predkosci
precesji opada przy tym o kat rzedu 2 - 0,2 rad i drzy (nutacja). Przy dwa razy
wolniejszym wirowaniu ten stosunek ro$nie czterokrotnie i opis sie zalamuje.

7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczyc

X

,Moment bezwtadnosci to masa bryty.”

Zalezy od rozkladu masy wzgledem osi. Ten sam pret ma cztery razy wiekszy moment
bezwladnosci wzgledem konca niz wzgledem srodka.

x ,Ciezsze ciato stoczy sie szybciej.”

Masa i promien sie skracaja; liczy sie tylko ksztatt przez k = I /(M R?).

x ,Zyroskop opiera sie grawitacji.”

Grawitacja dziala normalnie: zmienia moment pedu, ale w kierunku momentu sity, czyli
w bok. Srodek masy baka pozostaje na tej samej wysoko$ci, bo podloze podpiera go silg
réwna ciezarowi.

x  ,Przy statym momencie pedu energia obrotu tez jest stata.”

E = L?/(2I): tyzwiarka przyciagajac rece zwieksza energie, wykonujac prace.
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x Kot spadajacy na grzbiet obraca sie, odpychajac sie od powietrza.”

Opdr powietrza nie ma tu znaczenia. Moment pedu kota jest zerowy przez caly lot, a
mimo to kot obraca sie, zmieniajac ksztalt (zadanie feynmanowskie 1).

x  ,Moment sity i energia to to samo, bo maja te sama jednostke.”

N-m momentu sity to iloczyn wektorowy, a dzul pracy to iloczyn skalarny; praca
momentu sity to 7A#.

8 Zadania feynmanowskie

Te zadania wymagaja wiecej mys$lenia niz liczenia.

/. ZADANIA FEYNMANOWSKIE 8 zadan - ok. 2 godziny

1 Kot spada na cztery tapy. Kot upuszczony grzbietem w dét laduje na tapach, cho¢ jego
=== moment pedu jest przez caly czas zerowy. Jak to mozliwe? Zaproponuj sekwencje
ruchéw dwoch potéwek ciata.

2 Jajko surowe czy gotowane? Jak rozpoznac jajko ugotowane na twardo, nie rozbijajac
== o0o? Zakre¢ oba jajka na stole, a potem na chwile zatrzymaj je palcem i pus¢. Co sie stanie
i dlaczego?

3 Bieg calej ludzkos$ci. Gdyby 8 miliardéw ludzi (§rednio 70 kg) staneto na réwniku i
== jednocze$nie pobieglo na wschéd z predkoscia 3 m/s, o ile zmienitaby sie ditugos$¢ doby?

4 Kula, ktora przestaje sie slizga¢. Kule bilardowa pchnieto tak, ze sunie z predkoscia v,
=== bez obrotu. Wspéiczynnik tarcia kinetycznego o sukno to u. Po jakim czasie zacznie sie
toczy¢ bez poslizgu i z jaka predkoscia?

5 Srodek uderzenia. Trzymasz pret (kij) za koniec, a pitka uderza w niego prostopadle. W
== ktorym miejscu uderzenie nie szarpie reki?

6 Linijka szybsza od grawitacji. Linijke o dlugosci L oparta jednym koncem na stole
== trzymamy poziomo, na drugim koncu ktadziemy monete i puszczamy ten koniec. Czy
moneta spada razem z linijka?
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7 Obroét satelity bez paliwa. Satelita (I = 1000 kg - m?) ma koto reakcyjne (I, = 0,5 kg - m?).
== Jak szybko musi sie kreci¢ kolo, zeby obréci¢ satelite o 90° w 10 minut? Co sie dzieje z
kotem po zakonczeniu manewru?

8 Dlaczego rower sie nie przewraca? Popularne wyjasnienie mowi, ze to efekt

e  7yroskopowy kot. Oszacuj moment pedu kota przy 5 m/s (obrecz 1,5 kg, promien 0,35 m)
i moment sity ciezaru rowerzysty z rowerem (90 kg) przy przechyle 5° (Srodek masy 1 m
nad ziemia). Jak szybko precesowalby rower? Czy to wyjasnienie wystarcza?

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

14 °
9 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Czy dwa kotla o tej samej masie i promieniu moga mieé r6zne momenty
bezwladnosci?

Tak: obrecz z lekkimi szprychami ma prawie M R?, pelny krazek £+ M R?.

2 Ktory punkt toczacego sie kola porusza sie najszybciej, a ktory stoi?

Najszybciej najwyzszy (2v), stoi punkt styku z droga.

3 Dlaczego klamka jest daleko od zawiasow?

Wieksze ramie daje wiekszy moment sity przy tej samej sile.
4  Lyzwiarka przyciaga rece. Co sie zmienia: moment pedu, predkos$¢ katowa,
energia?

Moment pedu staly, predkos¢ katowa i energia rosna.

5 Puszkaikulka o tej samej masie staczaja sie z rOwni. Ktora jest szybsza?

Kulka, bo ma mniejsze k = I /(M R?): mniej energii idzie w obrét.

6 Bakzwalnia. Co sie dzieje z precesja?

Przyspiesza, bo 2 = 7/(Iw).
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7 Dlaczego w zderzeniu z drzwiami na zawiasach ped nie jest zachowany, a
moment pedu tak?

Zawias dziala silg zewnetrzna, ale jej moment wzgledem osi zawiasu jest zerowy.

8 Dlaczego helikopter ma $miglo ogonowe?

Silnik dziala na wirnik momentem sity, a wirnik na kadtub momentem przeciwnym.
Wirnik stale oddaje moment pedu powietrzu, wiec silnik musi go stale napedza¢, a
kadtub bylby stale skrecany w przeciwng strone. Smigto ogonowe daje site boczna na
diugim ramieniu, ktérej moment to rownowazy (albo stosuje sie dwa przeciwbiezne

wirniki).
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10 Karta wzorow i co dalej

Stownik: ruch postepowy i obrotowy

ruch postepowy ruch obrotowy zwigzek
polozenie x kat 6 s=rb
predkosé v predkosé katowa w v =wr
przyspieszenie a przyspieszenie katowe ¢ ag = €r
masam moment bezwladnos$ci 1 I=[r*dm
sita F moment sity 7 F=FxF
ped p = mu moment pedu L = Jw L=7Fxp
F =dp/dt T =dL/dt T=1I¢
E, = %va Eopr = %Iw2 W= [rdf
4 N
BRYLY ZASADY
obrecz M R?; walec 3 M R?; kula 2 M R?; Toewn = 0 = L = const; Lijw; = Iowo
2 2
sfera MR E = L%/(2])
Ny 1arr2 o L2
pret: srodek 73 M L”, koniec 3 M L sita centralna: 4 = L (II prawo Keplera)
Steiner: I = gy, + Md? ) mgd
precesja: ) = —
. 2gh 1 Tw
toczenie:v = wR; v = , k= 5 I
1+k MR wahadlo fizyczne: T' = 2w/ —
mgd
N J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: rozdz. 18 (obrot w dwoch wymiarach), 19-3, 19-4 (moment bezwladnosci,
energia obrotu).

* Dla chetnych: rozdz. 20 (obrét w przestrzeni, zyroskop, moment pedu bryty).

Nastepny dzial: Grawitacja i orbity. Drugie prawo Keplera juz znamy: wynika z centralnosci sity.
Pierwsze i trzecie wymagajq wiedzy o tym, jak sita grawitacji zalezy od odlegtosci. Newton odgadi
to prawo z ruchu Ksiezyca i z praw Keplera, a Cavendish zmierzyl statq grawitacji w laboratorium.
Zobaczymy, dlaczego orbity sq elipsami i jak z nich wazyc planety.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.w =~ 3,49 rad/s; v = wr ~ 0,52 m/s; a = w’r ~ 1,83 m/sz, skierowane do $rodka.

2. w ~ 7,29 - 10~° rad/s. Réwnik: 465 m/s; Warszawa: 285 m/s. Przyspieszenie na réwniku 0,034 m/s?, ok.
0,35% g.

3. w ~ 1047 rad/s, a = w?r ~ 1,1 - 10° m/s? ~ 11 000g.

4.w =v/R = 28,6 rad/s. Predko$¢ punktu to predkos¢ osi plus @ x 7: na dole v — wR = 0 (punkt styku
chwilowo stoi), na gérze v + wR = 20 m/s. Dlatego szprychy u géry kota rozmywajq sie na zdjeciach, a
u dotu sg ostre.

5. wp ~ 62,8 rad/s, ¢ = —6,28 rad/s2. 0= %wgt ~ 314 rad, czyli 50 obrotow.
Zadania - cze$¢ 2

1. 50 N-m i 50 sin 60° ~ 43 N-m.

2.30-1,5 =752,z = 0,6 m po drugiej stronie osi.

3.Prawa: Rp-4=(50-2+80-1)g, Rp ~ 441 N. Lewa: 130g — Rp ~ 834 N.

4. Orbitalny: Mvr ~ 2,7 - 10%* kg - m?/s. Wirowy: Iw ~ 5,8 - 1033, Orbitalny jest ok. 4,6 miliona razy
wiekszy.

5. F || 7, wiec T = 7 x F=0idlL /dt = 0. Centralne sa grawitacja Stofica dzialajaca na planete i sita
kulombowska jadra dzialajaca na elektron (w obrazie klasycznym). Stad stalty moment pedu planet i,
w mechanice kwantowej, jego rola w atomie wodoru (dziat 19 ,,Atom wodoru i uktad okresowy”).

Zadania - czesc 3
1.3 -2-1~0,167kg-m?i} -2 ~ 0,667. Steiner: 0,167 + 2 - 0,5 = 0,667 .
M L oM M L 1
3.1=1-100-0,25=12,5kg - m?, w ~ 314 rad/s, E = {Iw® ~ 617 k] ~ 0,17 kWh.
4.1=[" Lpn(R? - 22)%dz = tpr- YRS = £pnR5.ZM = 4pnR% I = 2MR?.
5.Jednorodna kula miataby 0,4M R?. Mniejsza warto$¢ oznacza, ze masa jest skupiona blizej $rodka:
Ziemia ma geste zelazne jadro. E = $1w? ~ 2,110 J.
Zadania - czesc 4

1.T = 4ra = 1 Ma, wieca = e = §~49m/s T =m(g—a) ® 49N

2. gsin30°/(1 + k): obrecz 2,45, walec 3,27, kula 3,50, klocek 4,91 m/s?.

: . o 2
3. Tu toczenie odbywa sig po sznurku na promieniu 0sir: a = -, 2 L =1(%) =18.a=g/19~
18

0,52 m/s?; naciag 1smg ~ 0,95mg. Jo-jo spada powoli, bo prawie cala energia idzie w obrot.
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4.2MR?- % = Mv(h — R), wiec h — R = R, h = I R. Nizej: kula najpierw sie $lizga, a tarcie dopiero ja
rozkreca; wyzej: kula ,,podkrecona” do przodu.

5.7 =2m /-5 = 2my/ 5_2/% = 2m/ 3% ~ 1,64 s, jak wahadlo matematyczne o dtugosci L ~ 0,67 m.
Zadania - cze$¢ 5
1.wy = 3 obr/s. E = L?/(2I) przy statym L: trzy razy wiecej. Réznice data praca mieéni rak.

2.1 = % -200 - 4 = 400, I, = 400 + 30 - 4 = 520 kg - m?. wy = 400 - 0,5/520 ~ 0,38 rad/s.

3.1 x R?,wiecT oc R*: T = 25 - 86400 - (7‘11%5)2 ~ 4,4 -107*s, ok. 2300 obrotéw na sekunde. Przy takim
obrocie rownik poruszalby sie z predkoscig ok. potowy predkosci $wiatla i gwiazda by sie rozpadia; w
rzeczywistosci zapada sie tylko jadro masywnej gwiazdy, ktére traci tez moment pedu. Obserwowane

pulsary obracaja sie z okresami od milisekund do sekund.

4. W peryhelium i aphelium predko$¢ jest prostopadta do promienia, wiec v,r, = v,rq: 32 = & = < ~

1,034. Dlatego zimowe polrocze na pétkuli péinocnej jest o kilka dni krétsze od letniego.
5.1 = MR? =0,245kg - m?, L = Iw ~ 7,35; 7 = mgd ~ 3,92 N-m; Q = 7/L ~ 0,53 rad/s, okres ok. 12 s.
Zadania feynmanowskie

1. 1.Zerowy moment pedu nie zabrania zmiany orientacji, tylko wymaga, by czesci obracaty sie przeciwnie, z
predkosciami w stosunku odwrotnym do momentéw bezwladnosci.

2. Kot przyciaga przednie tapy (maly moment bezwtadnosci przodu) i wyciaga tylne (duzy moment tytu), a
potem skreca: przéd obraca sie o duzy kat, tyt o maty w przeciwna strone.
3. Potem odwrotnie: wyciaga przednie, przyciaga tylne i dokreca tyt. Bilans: oba konce obrécone o 180°, a
L = 0 przez caly czas. To ten sam mechanizm, ktérym astronauci obracaja sie w stanie niewazkosci.
2. 1. Ugotowane obraca sie jak bryla sztywna: tatwo sie rozkreca i po zatrzymaniu stoi.

2. Surowe ma ptynne wnetrze. Przy rozkrecaniu wnetrze nie od razu sie obraca, wiec jajko kreci sie
opornie. Po krétkim zatrzymaniu skorupki ptynne wnetrze dalej wiruje i jajko po puszczeniu znowu
zaczyna sie obracacd.

3. To odpowiedz na pytanie z prologu. Pasztet i zamrozona zupa to peilne walce (k ~ %), wiec przyjada
razem. Plynna zupa prawie sie nie obraca, wiec w obroét idzie tylko energia lekkiej blaszanej puszki: k jest
bliskie zera i puszka stacza sie prawie jak klocek bez tarcia, wyraznie szybciej.

3. 1.Ludzie zyskuja moment pedu AL = NmvR ~ 8-10°-70-3-6,37-10° ~ 1,1 - 10*; Ziemia traci tyle samo.
2.AT/T =AL/L,L~58-10%: AT ~ 86164 -1,8-1071 ~ 1,6 - 10~10 s. Doba wydtuzy sie 0 0,16
nanosekundy, a po zatrzymaniu sie biegaczy wroci do normy.

3. Dla poréwnania: przyplywy wywotane przez Ksiezyc wydtuzajg dobe o ok. 2 ms na stulecie, przenoszac
moment pedu na Ksiezyc, ktéry oddala sie o ok. 4 cm rocznie.
4. 1. Wzgledem punktu na suknie: MvyR = MvR + %MR2 - L, wiecv = 2.
2. Tarcie zwalnia srodek masy z op6znieniem ug: %vo =wvg — pgt, t = ?—ZV;.
3. Energia: tracona jest % energii poczatkowej, bez wzgledu na u. Duze u skraca tylko czas poslizgu.
5. 1.Poped J w odleglosci = od kotica daje srodkowi masy predkos$é J/M i obrétw = Jz' /Iy, gdziez' = = —
L/2.
2. Koniec (reka) stoi, gdy J/M = wL/2: 2’ = MI;% =L, czyliz = ZL.
3. To ten sam punkt, co dtugos¢ zredukowana wahadta fizycznego z zadania 4.5. To jeden z punktow, ktére
baseballisci nazywaja ,,sweet spot”.
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6. 1. Linijka obraca sie woké! podpartego kotica: LM L% = Mgk, e = 3.
2. Wolny koniec przyspieszazeL = g g, szybciej niz swobodny spadek. Moneta zostaje z tytu i na chwile
,Wisi” w powietrzu.
3. Punkty blizej niz %L od podparcia przyspieszaja wolniej niz g. Moneta potozona w %L spadnie na
poczatku dokladnie razem z linijka.
7. 1.Srednia predko$é katowa satelity: % ~ 2,6 - 103 rad/s. Catkowite L = 0, wiec kolo kreci sie przeciwnie,
2000 razy szybciej: srednio ok. 5,2 rad/s (50 obr/min), w szczycie ok. dwa razy wiecej.

2. Na koniec koto trzeba zatrzymac, a wtedy zatrzymuje sie tez satelita, juz w nowej orientacji. Paliwo nie
jest potrzebne.

3. Zewnetrzne momenty sit (ci$nienie $wiatta, pole magnetyczne) powoli rozkrecaja koto; co jakis czas
trzeba je ,,roztadowac” silnikami lub magnetorquerami.

8. 1l.w=5/0,35~ 14,3 rad/s, Ly, = 1,5 - 0,352 - 14,3 ~ 2,6, dwa kota ok. 5,3 kg-m?/s.

2.7=90-9,81-1-sin5° ~ 77 N-m. ,Precesja” ! = 7/L ~ 15 rad/s: absurdalnie szybko, czyli efekt
zyroskopowy jest za staby, by utrzymac rower.

3. Rower stabilizuje gléwnie sterowanie: przechylony rower skreca kierownice w strone przechytu
(geometria widelca i wyprzedzenie), kota ,wjezdzaja” pod §rodek masy. Doswiadczenia z rowerami z
przeciwbieznymi kotami potwierdzaja, ze zZyroskop nie jest konieczny.

Fizyka - Dziat 4: Ruch obrotowy i bryta sztywna - Zrodto: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-Wesley
1963; New Millennium Edition 2011), rozdz. 18-20. Odnosniki w formacie tom-rozdziat-podrozdziat. Wszystkie liczby policzone na nowo.
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