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Stany kwantowe,
uktady

dwustanowe i spin

Stan kwantowy to zbiér amplitud wzgledem stanéw bazowych,

czyli wektor o zespolonych sktadowych. Jego zmiane w czasie

opisuje macierz, hamiltonian, a dozwolone energie to jej

wartosci wlasne. Najprostszy przypadek, dwa stany bazowe,

wystarcza, by zrozumiec spin elektronu w filtrze Sterna-

Gerlacha, czasteczke amoniaku i maser, rezonans magnetyczny

w tomografie i polaryzacje fotonu, z ktérej zbudowano

kryptografie kwantowa.
CZAS ZADANIA
ok. 4,5 h teorii + 25 zadan w tresci
ok. 5h zadan +8
feynmanowskich,

z odpowiedziami

ZRODLO
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wyktady z fizyki, t.
ITI, rozdz. 5-12; t.
I1, rozdz. 35
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o Prolog: srebro rozdzielone na dwoje

W 1922 r. we Frankfurcie Otto Stern i Walther Gerlach przepuscili wigzke atomow srebra z pieca
przez niejednorodne pole magnetyczne. Atom srebra ma moment magnetyczny, wiec w polu,
ktérego warto$¢ zmienia sie w poprzek wigzki, dziata na niego sita zalezna od tego, jak ten
moment jest ustawiony. Klasycznie momenty sa ustawione dowolnie, wiec wigzka powinna sie
rozmy¢ w ciagla smuge. Na ptytce zobaczono dwie oddzielne plamki. Moment magnetyczny
atomu, mierzony wzdluz dowolnego kierunku, przyjmuje tylko dwie wartosci.

FLP II-35-2, III-5-1

Dzi$ wiemy, ze ten moment pochodzi od spinu jednego elektronu, wewnetrznego momentu pedu,
ktéry mierzony wzdtuz dowolnej osi wynosi +#/2 albo —h /2. Feynman robi z tego do§wiadczenia
narzedzie (w rozdz. 5 uzywa atoméw o spinie 1 z trzema wigzkami; tu bierzemy prostszy spin Y2 z
rozdz. 6): filtr, ktéry przepuszcza tylko atomy w jednym stanie. Ustawiajac takie filtry jeden za
drugim, pod réznymi katami, mozna zobaczy¢ w czystej postaci cala maszynerie mechaniki
kwantowe;j.

Pytanie na start. Filtr przepuszcza tylko atomy ze spinem ,,w gére”. Za nim stoi filtr ustawiony poziomo,
przepuszczajqcy tylko stan +x, a za nim znow filtr ,,gora-dot”. Ile atomow wyjdzie z ostatniego filtra ze
spinem ,,w dot”, skoro pierwszy filtr przepuscit same ,,w goére”’? Odpowiedz w czesci 1.

1 Stany bazowe i filtry Sterna-Gerlacha

Filtr Sterna-Gerlacha ustawiony wzdluz osi z (nazwijmy go T) dzieli atomy na dwie grupy: |+z) i
|—z). Kazdy atom wychodzi z filtra w jednym z tych dwéch stanéw, nazywanych stanami
bazowymi. Dowolny stan |¢) opisujg dwie amplitudy: C, = (+z[¢) i C_ = (—z|¢), z |C,|* +
|C_|* = 1. Stan to wiec wektor o dwéch zespolonych sktadowych. FLP III-5-4

~ )
58 ZASADY - STANY I BAZY
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Pierwszy wzor to reguta z dziatu 17 ,,Amplitudy prawdopodobienstwa”: przejscie z ¢
do x moze odby¢ sie przez kazdy stan bazowy, a amplitudy sie dodaje. Baza jest
pelna, gdy kazde przejscie da sie tak rozpisaé. Dla spinu V2 kazda o$ daje inna baze;
stan |+6) wzdluz osi odchylonej o kat 6 od z w ptaszczyznie xz ma amplitudy
(+2]+0) = cos £i (—z|+6) = sin&. (FLP III-5-6, III-6-6

- J

Odpowiedz na pytanie z prologu. Za pierwszym filtrem atomy sa w stanie |+z). Filtr poziomy (0o$

z, § = 90°) przepuszcza kazdy z nich z prawdopodobiefistwem cos? 45° = % i zostawia go w stanie

. . . 9 s . . . .92 o 1
|+x), ktéry ,nie pamieta”, Ze byt [+z). Ostatni filtr daje |—z) z prawdopodobiefistwem sin”45° = 5

. Ze wszystkich atomoéw, ktdére przeszty przez pierwszy filtr, jedna czwarta wychodzi z ostatniego
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ze spinem w doél. Ale gdy srodkowy filtr rozdzieli wigzke i z powrotem ja zlaczy, niczego nie
blokujac ani nie sprawdzajac, atomy wracaja do stanu |+z) i zaden nie wychodzi ,w dét”:
amplitudy obu droég interferuja. FLP ITI-5-3, III-5-5

SYMULACJA 1 Trzy filtry Sterna-Gerlacha dla spinu %2. Pierwszy (T) przepuszcza stan +.
Ustaw katy drugiego i trzeciego filtra oraz to, co robi drugi: blokuje jedna wigzke, taczy
obie z powrotem albo laczy je, ale z detektorem drogi. Stupki pokazuja, jaka czesé

poczatkowej wiagzki trafia do detektoréw.

T S u
N +12,5%
— —I1
piec
- -12,5%
pame ] }------- — I
Q° 90° 0°
— wiazka atoméw = = zablokowana — wynik na detektorach

po filtrze T (+) 50% po filtrze S 25, 0% detektor U+ 12,5% detektor U- 12,5%

Filtr S przepuszcza tylko stan +S. Za nim atom ,zapomina”, ze byt w stanie +T: prawdopodobienstwa
przejs¢ sie mnoza. Przy S pod katem 90° i U réwnolegtym do T potowa atomow, ktére przeszty przez
S, wychodzi z U w stanie -, cho¢ filtr T zostawit same +.

Stan na rysunku: filtr T (0°) przepuszcza +, filtr S pod katem 90° (przepuszcza +),
filtr U pod katem 0°; U+ 12,5%, U- 12,5% poczatkowej wigzki.

A DZIWNY KAT POLOWKOWY

W amplitudach spinu Y2 wystepuje 0 /2, wiec obrét o 360° zmienia znak amplitudy:
cos 180° = —1. Obrét o 360° przywraca wszystkie prawdopodobienstwa, ale jesli
obrécicé tylko jedng czes¢ stanu i poréwnac z druga, réznice widacé. Zmierzono to w
interferometrach neutronowych (Rauch i inni, 1975): dopiero obrét o 720°
przywraca neutron do stanu wyjsciowego. FLP III-6-3
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/. ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 30 min

1 Atom w stanie |+z) trafia na filtr ustawiony pod katem 60° do osi z. Z jakim
=« prawdopodobienstwem wyjdzie wiazka +?

2 Niespolaryzowana wigzka przechodzi przez filtr T (+), potem S pod katem 90°
- (przepuszcza +), potem U pod katem 0°. Jaka cze$¢ wigzki wychodzi z U jako +, a jaka
jako -?

3 Stan|y) maC, = 0,61 C_ = 0,8i. Sprawdz normalizacje. Jakie jest prawdopodobieistwo
e wyniku + w filtrze wzdhuz 2? Wskazéwka: |+z) ma amplitudy (1/+/2, 1/v/2).

4  Dlaczego Srodkowy filtr, ktéry rozdziela i taczy wiazki, nie zmienia stanu atomu, a ten
== sam filtr z detektorem drogi zmienia?

5 Pokaz, ze stany |+6) = (cos £, sin£)i|—6) = (—sin 4, cos £) sa ortogonalne i ze |+180°)

27 27 2
“ to|-2).

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Zmiana w czasie: hamiltonian

Atom w spoczynku w stanie o okreslonej energii £ ma amplitude, ktérej faza obraca sie w czasie:
e 'Et/h Prawdopodobienistwa sie nie zmieniaja, dlatego taki stan nazywa sie stacjonarnym. To ta
sama zaleznos¢, co dla fali o czestoéci w = E/h (dziat 17 ,,Amplitudy prawdopodobienstwa”).

FLP III-7-1

W ogdlnym przypadku amplitudy standéw bazowych zmieniaja sie w czasie, a tempo zmian kazdej
zalezy liniowo od wszystkich. Wspétczynniki tworza macierz, hamiltonian:
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/7~ 2
s PRAWO - ROWNANIE RUCHU AMPLITUD

d

ih dt = ;HUC]', Hj,‘ = Hij‘

Hamiltonian jest hermitowski, co zapewnia, ze suma prawdopodobienstw sie nie
zmienia. Stany stacjonarne to wektory wlasne macierzy H, a ich energie to wartos$ci
wtlasne (lekcja 2.3 Warto$ci i wektory wlasne). Kazdy stan jest superpozycja
(kombinacja liniowa) standéw stacjonarnych, z ktérych kazdy obraca faze z wtasng
czqstoécia{, FLP III-8-4, III-8-5

- J

To dokladnie ta sama matematyka, co dla drgan sprzezonych (dzial 6 ,,Drgania, rezonans i uklady
liniowe”): dwa wahadta potaczone sprezyna maja dwa mody o réznych czestosciach, a energia
przelewa sie z jednego wahadtla do drugiego z czestoscia dudnien. W mechanice kwantowej
czestosci modéw to energie podzielone przez h, a ,,przelewanie sie” dotyczy
prawdopodobienstwa.

S
/A\ PULAPKA - ,POMIAR DAJE WARTOSC WEASNA” )
Pomiar energii daje zawsze jedna z wartos$ci wiasnych H, a stan po pomiarze jest
odpowiednim wektorem wiasnym. Nie znaczy to, ze przed pomiarem uktad ,,mial”
te warto$é. Stan (|1) + |2))/+/2 zbudowany z dw6ch stanéw stacjonarnych o
réznych energiach nie ma okreslonej energii; ma za to dobrze okreslone amplitudy
obu wynikéw.

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 30 min

1 Pokaz, ze dla stanu stacjonarnego C(t) = C (o)e*iEt/ h

« ' zmienia, a dla sumy dwéch standw o energiach E; # E,; prawdopodobienstwa moga

prawdopodobienstwo sie nie

oscylowacd. Z jaka czestoscia?

2 Jaka czestotliwo$¢ ma obrét fazy amplitudy elektronu o energii 1 eV? A protonu w
« spoczynku (liczac energie mc?)?

E, -A
Znajdz wartosci i wektory wlasne macierzy H = ( 21 B )
- 0

4  Dlaczego hamiltonian musi by¢ hermitowski? Pokaz, ze z Hj; = H;; wynika
d
= z>.ulCi|*=0.
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5 Hamiltonian ma wartoéci wlasne F; i E,. Uklad startuje w stanie (|1) + |2))/+/2, gdzie
== |1),|2) to stany stacjonarne. Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze po czasie ¢ jest nadal w

tym samym stanie?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Uktad dwustanowy: czasteczka amoniaku

Czasteczka NH, to piramida: trzy atomy wodoru w pltaszczyznie i azot nad nia albo pod nig. Te
dwie konfiguracje to stany bazowe |1) i |2). Gdyby azot nie mégt przej$¢ przez ptaszczyzne
wodordéw, oba stany miatyby te samag energie Ej. Ale istnieje mata amplituda, ze azot

»przecieknie” na drugg strone (efekt tunelowy). Hamiltonian ma wiec wyrazy pozadiagonalne — A
FLP ITI-8-6

4 N
8 WYNIK - UKEAD DWUSTANOWY

E, —-A 1)+2 1|2
H= (_21 E0> D EBi=E-A )= Bi=E+4, =12

Czasteczka przygotowana w stanie |1) przechodzi do |2) z prawdopodobienistwem
sin®(At/h). W polu elektrycznym € stany |1) i |2) maja energie Ey + pu& (u: moment
dipolowy), a poziomy przechodza w Ey + / A? + p2E2. | FLP III-9-2

& J

Dla amoniaku 24 odpowiada czestotliwo$ci 23,87 GHz (dlugos¢ fali 1,26 cm). Czasteczki w stanie o

wyzszej energii mozna oddzieli¢ niejednorodnym polem elektrycznym, bo w polu ich energia
ros$nie, a czasteczek w stanie nizszym maleje: sity sa przeciwne. Wigzke samych ,,gérnych”
czasteczek wpuszcza sie do rezonatora dostrojonego do 23,87 GHz; tam emitujgq one w sposéb

wymuszony i wzmacniaja mikrofale. Tak zbudowano pierwszy maser (Townes, Gordon i Zeiger,

1954), poprzednika lasera. FLP III-9-3
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SYMULACJA 2 Uktad dwustanowy: z lewej poziomy energii w funkcji réznicy energii
standéw bazowych (np. w polu elektrycznym), z prawej prawdopodobienstwo znalezienia
czasteczki w stanie |2), gdy startuje w |1). Zmieniaj sprzezenie i pole. Energie sa w
jednostkach A, (poczatkowego A), czas w jednostkach A/ Ay.

energia (wzgledem E(I,) 1,0 PU2)

0,5
[
-4 -2 0] 2 4 2 4 6 8 10
A t (w jednostkach h/A,)
— poziomy energii E(I), E(II) = = energie standw |1), |2) bez sprzezenia — prawdopodobienstwo stanu |2)

rozszczepienie E(II) - E(I) 2,000 okres przeskokow Tth/Q 3,142 najwieksze P(|2)) 1,000

P(|2)) teraz 0,000

Bez pola stany |1) (azot nad ptaszczyzng wodordw) i [2) (pod nig) maja te samg energie, ale
sprzezenie A je miesza: stany stacjonarne to ich suma i réznica, rozszczepione o 2A. Czasteczka
przygotowana w |1) przeskakuje catkowicie do |2) i z powrotem.

Stan na rysunku: sprzezenie A = 1,00, A = 0,0 (jednostki Ae); poziomy +1,000; start w
[1), t = 0,00, P(|2)) = 0,000.

Ten sam schemat opisuje wigzanie chemiczne. W jonie H,* elektron moze by¢ przy protonie 1
albo przy protonie 2, a amplituda przeskoku A roénie, gdy protony sie zblizaja. Stan symetryczny
ma energie nizsza o A; razem z odpychaniem protonéw daje to minimum energii, czyli wigzanie
(energia wiazania 2,65 eV, odlegtosé protonéw 1,06 A). W benzenie dwa uktady wigzan
podwojnych (wzory Kekulégo) to dwa stany bazowe; prawdziwa czasteczka jest w ich
superpozycji, o energii nizszej o ok. 1,5 eV, a wszystkie wigzania C-C maja te sama dlugos¢é.

FLP III-10-1, III-10-4

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 35 min
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1 Czestotliwo$¢ przejscia amoniaku to 23,87 GHz. Ile wynosi A w eV? Po jakim czasie
= czasteczka przygotowana w stanie |1) bedzie na pewno w |2)?

2  Moment dipolowy amoniaku to ok. 4,9 - 1073 C-m. Przy jakim polu elektrycznym u€ =
== A? Czy latwo je uzyskac?

3 Pokaz, ze dla stabego pola En ~ Ey + A + u?£%/2A. Jak sita w niejednorodnym polu
== zalezy od stanu czasteczki?

4 Wyprowadz Py(t) = sin?(At/h) dla H z tej czeéci, startujac od C; = 1, Cy = 0.

5 Dlaczego w czasteczce amoniaku w stanie stacjonarnym moment dipolowy jest Srednio
«= zerowy, cho¢ w stanach bazowych wynosi £u? Jak to sie ma do tego, Ze woda ma trwaly
moment dipolowy?

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

4 Spin w polu magnhetycznym i rezonans

Elektron ma moment magnetyczny p ~ up = eh/2m, = 9,27 - 10~2* J/T, skierowany przeciwnie do
spinu. W polu B wzdtuz z stany |+z) i |—z) maja energie +up B (dla elektronu stan ze spinem
zgodnym z polem ma energie wyzsza, bo moment jest skierowany przeciwnie do spinu; dla
protonu odwrotnie): hamiltonian jest diagonalny, a stany bazowe sa stacjonarne. Spin skierowany
pod katem do pola to suma obu stanéw; ich fazy obracaja sie z réznymi czesto$ciami, wiec

kierunek spinu obraca sie wokoét pola: to precesja Larmora, z czestoscia wy = 2uB/h.
FLP III-7-5, III-10-7

~ )
68 WYNIK - SPIN % W POLU MAGNETYCZNYM

R 0 1 0 —i 1 0
H=—ji-B=—p(0,B; +0yBy + 0.B.), Uw:<1 o)"’y:<z‘ 0)’°'Z:<0 —1>

Tu pu ma znak: dla elektronu p ~ —up. Macierze Pauliego razem z macierza
jednostkowa wystarcza, by zapisa¢ hamiltonian kazdego uktadu dwustanowego.
Czestotliwosé precesji w polu 1 T: elektron 28,0 GHz/T, proton 42,58 MHz/T.

FLP TII-11-1

- J

Jesli do statego pola By dodac stabe pole B; wirujace wokoét z dokladnie z czestoscia wy, w
uktadzie wirujacym razem z nim spin widzi pole stale, prostopadle do z, i powoli obraca sie z ,,w
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gore” do ,,w dét” i z powrotem (oscylacje Rabiego). Poza rezonansem obrot jest niepeiny. To
rezonans magnetyczny: jadrowy (NMR, tomografia MRI) dla protonéw, elektronowy (ESR) dla
niesparowanych elektronow. Czestos$¢ rezonansu zalezy od pola, ktore czuje jadro, a to zalezy od
otaczajacych je elektronow; dlatego NMR rozpoznaje zwigzki chemiczne, a tomograf, dodajac
gradient pola, ustala, z ktérego miejsca ciata przychodzi sygnat. FLP II-35-3, II-35-6

SYMULACJA 3  Spin Y2 w polu By z dodatkowym wirujacym polem Bj: kierunek spinu na
sferze Blocha (w laboratorium, z precesja wokét z) i prawdopodobienistwo odwrdcenia
spinu w czasie. Zmien odstrojenie czestosci pola B; od czestosci Larmora. Precesja w
laboratorium jest pokazana bardzo spowolniona; w rzeczywistosci wy jest dziesiatki, a
nawet setki tysiecy razy wieksza od €2;.

1,0 | Plodwrécony)
BQ, r4

t-Q,

— kierunek spinu (sfera Blocha) == prawdopodobienstwo odwrécenia spinu == pole B, wzdtuz osi z

P(odwrdcony) teraz 0,854 najwieksze P 1,000 sktadowa z spinu -0, 707

Rezonans: pole B, wiruje z czestoscia precesji Larmora i w uktadzie wirujgcym dziata jak state pole
poprzeczne. Spin powoli przechodzi z ,,w gére” do ,,w dot” i z powrotem (oscylacje Rabiego), a w
laboratorium kresli przy tym spirale po sferze. Impuls o czasie th/2uB, (impuls ) odwraca spin
catkowicie.

Stan na rysunku: spin % w polu Be z wirujgacym polem Bi, odstrojenie (W - wo)/Q1 = 0,0,
t-Q1 = 2,36; prawdopodobienstwo odwrécenia 0,854 (najwieksze 1,000).

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 35 min
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1 Jaka jest czestotliwos¢ rezonansu protonow w tomografach 1,5 Ti 3 T? A elektronow w
= polu0,35T?

2 Jaka cze$¢ protondw w wodzie w polu 3 T i temperaturze 310 K jest ,nadmiarowo”
== ustawiona zgodnie z polem? Ile to protonéw w 1 cm® wody?

3 Magnetometr protonowy mierzy czestotliwos$¢ precesji protonéw w polu Ziemi (50 pT).
== Tle ona wynosi? Jakg dokltadnos¢ pola daje pomiar czestotliwosci z doktadnos$cig 0,01 Hz?

4  Wirujace pole By = 10 uT dziala na protony w rezonansie. Jak dtugi musi by¢ impuls,
= 7eby odwrdécié spiny (impuls m)?

5 Sprawdz, ze o2 = 02

=  mowi o pomiarze spinu wzdtuz dowolnej osi?

= az = lio,o, = io,. Jakie warto$ci wlasne ma kazda z nich i co to

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

5 Polaryzacja fotonu i kubity

Foton tez jest uktadem dwustanowym: stany bazowe to polaryzacja pozioma |z) i pionowa |y).
Foton spolaryzowany pod katem a to cos a |z) + sin a |y), a polaryzacja kolowa to (|z) & i|y))/v/2.
Polaryzator ustawiony pod katem j przepuszcza foton z amplituda cos(a — 3), czyli z
prawdopodobienstwem cos2(a — f); dla wiazki to prawo Malusa. Kat nie jest tu potéwkowy, bo
foton ma spin 1 (z dwoma stanami polaryzacji). FLP III-11-4

Ze skrzyzowanych polaryzatoréw (0° i 90°) nie wychodzi nic. Gdy wstawi¢ miedzy nie trzeci, pod
katem 45°, przechodzi 1/8 $§wiatta niespolaryzowanego. Polaryzator nie odsiewa wiec fotonow o z
gbry ustalonych wlasnosciach; kazdy pomiar przygotowuje nowy stan. Dowolny uktad
dwustanowy wykorzystywany do zapisu informacji to kubit. Pojedynczego nieznanego kubitu nie
da sie ani dokladnie zmierzy¢, ani skopiowad; na tym opiera sie kryptografia kwantowa (protokot
BB84, Bennett i Brassard, 1984): podstuchujacy, ktéry mierzy fotony, nieuchronnie zmienia czes¢
z nich i zdradza swoja obecnos¢.
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SYMULACJA 4  Fotony $wiatta niespolaryzowanego przechodzg przez dwa lub trzy
polaryzatory. Ustaw katy, wstaw lub usun srodkowy polaryzator i wysylaj fotony
pojedynczo: kazdy przechodzi albo nie, a czestos¢ przejs¢ zbliza sie do
prawdopodobienistwa. Kat 0° to na rysunku kierunek pionowy.

% @ . 122
0° 45° 90°

— natezenie wigzki — kierunek przepuszczania polaryzatora — fotony w detektorze
prawdopodobienstwo przejscia (teoria) 12, 50% wystane fotony 1 000

dotarto do detektora 122 (12,20%

Wstawienie trzeciego polaryzatora miedzy skrzyzowane sprawia, ze czes$¢ fotondw przechodzi.
Polaryzator nie ,,odsiewa” fotondw o gotowych wtasnoéciach: kazdy pomiar przygotowuje nowy stan,
a amplituda przejscia ze stanu pod katem a do stanu pod katem 8 to cos(a - B).

Stan na rysunku: polaryzatory pod katami 0°, 45°, 90°; prawdopodobienstwo przejscia
fotonu ze swiatta niespolaryzowanego 12,50%; wystano 1000, dotario 122.

+2z

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 30 min

1 Swiatlo niespolaryzowane przechodzi przez polaryzatory pod
= katami 0°, 30°i 90°. Jaka czes¢ przechodzi?

2  Miedzy skrzyzowane polaryzatory wstawiamy N — 1 polaryzatoréw, kazdy obrécony o
== 90° /N wzgledem poprzedniego. Jaka cze$¢ spolaryzowanej wiazki przejdzie dla N = 10?
Do czego dazy wynik dla N — co?
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3 Foton o polaryzacji kotowej trafia na polaryzator liniowy pod dowolnym katem. Z jakim
= prawdopodobienstwem przejdzie?

4 W protokole BB84 nadawca wysyla fotony spolaryzowane pod katem 0°, 90°, 45° albo

== 135°. Podstuchujacy mierzy kazdy foton w losowo wybranej bazie (0°/90° albo 45°/135°) i
wysyta dalej foton w stanie, ktory zmierzytl. Jaki odsetek btedéw wywota w bitach, w
ktérych nadawca i odbiorca uzyli tej samej bazy?

5 Dlaczego nie da sie zbudowac ,kopiarki” nieznanego stanu kwantowego, ktéra zamienia
e |2))|0) na [¢)|¢) dla kazdego |¢)? Wskazdéwka: liniowos¢.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA DLA UKLADOW KILKUSTANOWYCH
1. Wybierz baze: stany, ktore tatwo opisa¢ (konfiguracje, kierunki spinu, polaryzacje).

2. Zapisz hamiltonian: energie stanéw bazowych na przekatnej, amplitudy przeskokéw
poza nia; sprawdz hermitowskos¢.

3. Znajdz wartos$ci i wektory wlasne: to poziomy energii i stany stacjonarne.

4. Ewolucja: rozt6z stan poczatkowy na stany stacjonarne, kazdemu dopisz faze e *Ert/h,
z16z z powrotem.

5. Pomiar: prawdopodobienistwo to kwadrat modutu rzutu stanu na stan wyniku.

6. Sprawdzenie: suma prawdopodobienstw réwna 1; czestosci przejsé to réznice energii

przez h.

Przyktad 18.1
Ile rozsunety sie plamki Sterna-Gerlacha

Atomy srebra (masa 108 u) lecq z predkosciq 550 m/s przez magnes o dtugosci 3,5 cm z gradientem
pola 1000 T/m (10 T/cm). Moment magnetyczny ug. O ile odchylq sie wiqzki?

1 SitaF = ppdB/dz ~ 9,3 - 107! N; przyspieszenie F/m =~ 5,2 - 10* m/s’.

2  Czas przelotu L/v =~ 64 ps; odchylenie %at2 ~ 0,1 mm w kazda strone.

Wynik: ok. 0,2 mm miedzy plamkami, tyle co w oryginalnym doswiadczeniu. Maty
efekt, dlatego wigzke trzeba bylo starannie kolimowac.

Sprawdzenie: po wyjsciu z magnesu wiazki nadal sie rozbiegaja, wiec na odlegle;j
plytce rozsuniecie jest wieksze niz w samym magnesie v.
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Przyktad 18.2
Amoniak w polu elektrycznym

Amoniak: 2A = h - 23,87 GHz, . = 4,9 - 1073° C-m. O ile zmienia sie energia stanu IT w polu 100
kV/m? Porownaj z energiq kgT w temperaturze pokojowej.

1 A=~4,9-10%eV="7,9-10"%T; u€ =4,9-10"%J, czyli u€/A ~ 0,06: pole stabe.
2 AE~p2%/2A~15-102°T~ 10" eV.

3 kpT =~ 0,026 eV, ponad 10° razy wiecej.

Wynik: ok. 107 eV. Sita w niejednorodnym polu jest matla, ale dziata na czasteczki
lecace w wigzce w jednym kierunku i wystarcza, by je rozdzielié.

Sprawdzenie: separatory maserow mialy pola rzedu kilkudziesieciu kV/cm, a
czasteczki lecialy przez nie przez utamki milisekundy v'.

Przyktad 18.3
Tomograf rezonansu magnetycznego

Tomograf ma pole 3 T i gradient 40 mT/m. Jaka jest czestotliwosc rezonansu protonéw w srodku? O
ile zmienia si¢ na kazdy milimetr wzdtuz gradientu?

1 f,=42,58 MHz/T -3 T ~ 127,7 MHz.

2 Namilimetrze pole zmienia sie o 40 UT, czestotliwo$¢ o0 42,58 - 40 ~ 1700 Hz.

Wynik: 127,7 MHz i 1,7 kHz na milimetr. Analizujac widmo sygnatu (transformata
Fouriera), tomograf ustala, z ktorego miejsca pochodzi kazda sktadowa.

Sprawdzenie: rozdzielczo$¢ rzedu milimetra wymaga rozrézniania czestotliwo$ci z
doktadno$cig do kHz przy 128 MHz, ok. 10~° wzglednie: osiaggalne v'.

18 - Stany kwantowe, uktady dwustanowe i spin 14123



Przyktad 18.4
Zegar cezowy i definicja sekundy

Sekunda to 9 192 631 770 okresow promieniowania przejscia miedzy dwoma poziomami
nadsubtelnymi stanu podstawowego atomu cezu-133. Ile wynosi réznica energii? Dlaczego zegar
fontannowy, w ktérym atomy sq badane przez ok. 1 s, osiqga wzgledng doktadnosé ok. 10162

1 AE =hf ~3,8-107° eV (dtugos¢ fali 3,26 cm).

2 Czas obserwacji 1 s daje szeroko$¢ linii ok. 1 Hz, wzglednie 107, Srodek linii
wyznacza sie z dokladnoscia milionowych czesci jej szerokosci, usredniajac wiele
pomiardéw.

Wynik: 3,8 - 105 eV. Uktad dwustanowy o bardzo dobrze okreslonej r6znicy energii to

idealny wzorzec czestotliwosci.

Sprawdzenie: A f - At ~ 1 (dzial 6, zasada nieoznaczonosci z dziatu 17) v.

Przyktad 18.5
Obrot polaryzacji bez strat

Spolaryzowane swiatlo przechodzi przez 10 polaryzatoréw, kazdy obrécony o 9° wzgledem
poprzedniego, tqcznie o 90°. Jaka czes¢ przechodzi? Porownaj z jednym polaryzatorem obroconym
od razu o0 90°.

1 Kazdy krok: cos? 9° ~ 0,9755; dziesie¢ krokdéw: 0,97550 ~ 0,78.

2 Jeden polaryzator pod katem 90°: zero.

Wynik: 78%. Czeste pomiary ,prowadza” stan; gdy krokéw jest bardzo wiele,
przechodzi prawie wszystko.

Sprawdzenie: dla matych katéw cos?™ (m/2N) ~ 1 — w2/4N; dla N = 10: 0,75, blisko
doktadnego 0,78 v.
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Przyktad 18.6
Linia 21 cm

W atomie wodoru spiny elektronu i protonu mogq byc zgodne albo przeciwne; roznica energii
odpowiada czestotliwosci 1420,4 MHz. Ile wynosi ta energia i dtugosc fali? Stan zgodny zyje
srednio ok. 11 miliondw lat. Jak w ogdle mozna te linie obserwowac?

1 AE=hf=~59-10%eV,A\=c/f ~21,1cm.

2 W galaktyce jest ok. 10°-10%" atoméw wodoru miedzygwiazdowego; zderzenia
utrzymuja okoto 3/4 z nich w stanie zgodnym. Nawet przy ogromnym czasie zycia
sygnal jest silny.

Wynik: 21 cm. Z przesunie¢ dopplerowskich tej linii odtworzono ramiona spiralne
Drogi Mlecznej i krzywe rotacji galaktyk.

Sprawdzenie: hf /kp ~ 0,07 K, mniej niz temperatura gazu, wiec stan zgodny
(trzykrotnie zdegenerowany) jest obsadzony w 3/4 v. | FLP III-12-3

7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczyc

x ,Spin to elektron krecacy sie jak bak.”

Spin jest momentem pedu i ma moment magnetyczny, ale nie da sie go opisa¢ obrotem
kulki: elektron, ktéry wedtug doswiadczen jest mniejszy niz ok. 10~ m, musialby
wirowac z predkoscia powierzchni wieksza od predkosci swiatla, a pomiar zawsze daje
tylko +h/2.

x Filtr Sterna-Gerlacha tylko odczytuje kierunek spinu, ktéry atom juz miat.”

Atom za filtrem x nie pamieta, ze byl +z: kolejny filtr z daje oba wyniki. Pomiar
przygotowuje stan.

x ,Superpozycja to po prostu nasza niewiedza.”

Mieszanine i superpozycje odréznia do$wiadczenie: superpozycja (|+z) + |—z))/v/2 to
stan |+x), ktory filtr z przepuszcza zawsze, a mieszanina tylko w potowie przypadkow.
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x W stanie stacjonarnym nic sie nie dzieje.”

Fazy amplitud obracaja sie, tylko prawdopodobienstwa stoja. Gdy ztozy¢ dwa stany
stacjonarne, pojawiaja sie dudnienia, z ktérych mierzymy rdéznice energii.

x  Trzeci polaryzator nie moze zwiekszyc ilosci przepuszczanego swiatta.”

Miedzy skrzyzowanymi polaryzatorami zwieksza ja od zera do 1/8.

x  Kubit przechowuje nieskonczenie wiele informacji, bo amplitudy s3 ciggte.”

Z jednego pomiaru odczytujemy tylko jeden bit, a pomiar niszczy superpozycje. Moc
obliczent kwantowych bierze sie z interferencji amplitud wielu kubitéw, a nie z

»pojemnosci” jednego.

8 Zadania feynmanowskie

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA FEYNMANOWSKIE 8 zadan - ok. 2 godziny

1 Spin 1w filtrach. Atomy o spinie 1 maja trzy stany wzdluz kazdej osi: +, 0, —. Za filtrem T
<= przepuszczajacym + stoi filtr S obrécony o 90°. Amplitudy przej$é to 3 (1 + cos ), % sin 6

i %(1 — cos 0). Jakie sa prawdopodobienistwa trzech wynikow?

2 Neutron obrdécony o 360°. W interferometrze neutronowym wigzka jest dzielona na
== dwie, jedna przechodzi przez pole magnetyczne, ktére obraca spin o kat a, potem wiazki
sie tacza. Jak natezenie na wyjsciu zalezy od a? Co sie dzieje przy 360°?

3 Maser. Wyjasnij, dlaczego do dzialania masera trzeba oddzieli¢ czasteczki w stanie II od
e czasteczek w stanie I. Co by sie stato z wigzkq w rownowadze termicznej w

temperaturze pokojowej?

4  Benzen. Traktujac dwa wzory Kekulégo jako stany bazowe o energii Fy ze sprzezeniem
== A wyjasnij, dlaczego benzen jest trwalszy, niz wynikaloby z sumy energii jego wiazan, i
dlaczego wszystkie jego wiazania C-C maja te sama dlugos¢.
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5 Wiazanie chemiczne. W jonie H," amplituda przeskoku elektronu A(R) maleje z

== odlegloscig protonéw mniej wiecej wykltadniczo, a odpychanie protonéw rosnie przy
zblizaniu jak 1/R. Narysuj jako$ciowo energie stanu symetrycznego i
antysymetrycznego w funkcji R. Ktéry stan wiaze?

6 Zegar w polu magnetycznym. Dlaczego zegar cezowy wykorzystuje przejécie miedzy
== gstanami o rzucie calkowitego momentu pedu mr = 0, a nie np. mp = 1? Wskazéwka: jak
energie tych stanéw zaleza od stabego pola magnetycznego?

7 Kwantowy efekt Zenona. Atom startuje w stanie |1) i bez przeszkéd przeszediby do |2)
== po czasie T (P, = sin’(nt/2T)). Co sie stanie, jesli co T'/N sprawdzamy, w ktérym stanie
jest atom? Jaka jest szansa, ze po czasie T wciaz bedzie w |1)?

g8 Kubit fotonowy w swiatlowodzie. Kryptografia kwantowa na odlegtos¢ 100 km
== $wiattowodu, ktéry ttumi 0,2 dB/km. Jaka cze$¢ fotonéw dociera? Dlaczego nie mozna po
prostu wzmocnic¢ sygnatu jak w zwyklej telekomunikacji?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

L4 °
9 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Co pokazalo doswiadczenie Sterna-Gerlacha?

Ze rzut momentu magnetycznego (spinu) atomu na dowolng o$ przyjmuje tylko dwie
wartosci.

2 Jak opisac stan uktadu o dwéch stanach bazowych?

Dwiema zespolonymi amplitudami C;, Cs z |C1|? + |Ca|* = 1: wektorem.

3 Jakie amplitudy ma stan spinu %2 skierowany pod katem 6 do osi z w
plaszczyznie zz?

cos g dla +z1isin g dla —z.

4  Czym sa stany stacjonarne i dozwolone energie w jezyku hamiltonianu?

Wektorami i warto$ciami wlasnymi macierzy H.
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5 Jakie poziomy energii ma uklad dwustanowy z Hy; = Hyy = Eyi Hjg = —A?

E, F A, dlastanéw (|1) £ [2))/v/2.

6 Zjaka czestotliwos$cia wykonuje precesje spin protonu w polu 1 T?

42,58 MHz.

7 Co to jest rezonans magnetyczny?

Odwracanie spinéw przez stabe pole wirujace z czestoscig precesji Larmora; poza
rezonansem odwrocenie jest niepeine.

8 Dlaczego trzeci polaryzator miedzy skrzyzowanymi przepuszcza $wiatlo?

Kazdy polaryzator przygotowuje nowy stan; amplitudy przej$é cos45° i cos 45° daja
lacznie i Swiatta spolaryzowanego, % niespolaryzowanego.
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10 Karta wzorow i co dalej

-

~
STANY I EWOLUCIJA UKLADY DWUSTANOWE
(xl¥) = Xixla)(ily); SICIP =1; Ey F A; Py = sin’(At/h); w polu By +
(Wb = xl¥)” VA + e
ihC; = >, Hi;jCj; stan stacjonarny e Bt/ spinw polu: AE = 2uB, wy = 2uB/H;
E to wartoéci wlasne H proton 42,58 MHz/T, elektron 28,0 GHz/T
spin ¥2: (£2|+6) = cos £, sin &; obréto rezonans: P, = Q2 /(02 + §2); foton:
360° zmienia znak amplituda cos(a — 3)
J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: t. III, rozdz. 5 (spin 1 i filtry), 6 (spin ¥2), 8 (macierz hamiltonianu), 9 (maser

amoniakalny).

* Dla chetnych: t. ITI, rozdz. 7 (zaleznos$¢ amplitud od czasu), 101 11 (inne uklady
dwustanowe, macierze Pauliego, polaryzacja fotonu), 12 (struktura nadsubtelna wodoru).

N
Nastepny dzial: Atom wodoru i uktad okresowy. Zamiast dwdch standéw bazowych bedzie ich
nieskoriczenie wiele: kazdy punkt przestrzeni. Macierz hamiltonianu stanie si¢ operatorem
rozniczkowym, a réownanie ruchu amplitud réwnaniem Schrodingera; jego wartosci wlasne
poziomami energii wodoru, a ksztatty funkcji wtasnych orbitalami s, p, d, z ktérych zakaz
Pauliego zbuduje uktad okresowy.
J
20/23
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.cos?30° = 3/4.

2.4 -1.1=1jako +1ityle samo jako -.

3.0,36 + 0,64 = 1. (+|y) = (0,6 + 0,81)/v/2, | - |* = (0,36 + 0,64) /2 = 1/2.

4. Bez detektora obie drogi sa nierozr6znialne: amplitudy (—z|+z)(+z|+2) + (—z|—z)(—z|+2z) =
(—z|+2z) = 0. Z detektorem dodaje sie prawdopodobienstwa: 1 + 1.

0

2

odwréconej to spin ,w dot” wzdiuz z.

5.Tloczyn: — cos 4 sin & + sin g cos § = 0. Dla § = 180°: (0, 1), czyli |—z): spin ,w gore” wzdiuz osi
Zadania - czesc 2

1. e *Ft/"2 = 1. Dla sumy w wyrazach mieszanych pojawia sie e (E1~F2)t/h: oscylacje z czestoscia (E; —

E»)/h, jak dudnienia.

2. E/h ~2,4-10" Hz; 938 MeV /h ~ 2,3 - 10* Hz. Stala cze$¢ energii nie ma znaczenia: zmienia fazy
wszystkich amplitud jednakowo.

3.Ey— Adla(1,1)/v2i Ey + Adla(1,-1)/v/2.

4. |G = X(CrC; + C;Cy) = 5 30,.(Cr H;C; — C7 HyC;) = 0, bo po zamianie wskaznikow drugi

ij ]
sktadnik rowna sie pierwszemu.

5. Amplituda: 1 (e *#it/" 4 e~iP:/1) prawdopodobienstwo cos?[(Ey — Es)t/2h).
Zadania - czes¢ 3
1.2A=hf~9,9-105eV, A~ 49-105eV. At/h = 7/2:t = wh/2A = 1/(2f) ~ 21 ps.

2. = A/p ~ 1,6 MV/m, ok. potowy pola przebicia powietrza; w prézni da sie je uzyskaé. W stabszych
polach energia zalezy od pola kwadratowo: +u2E%/2A.

3. VA2 + 22 ~ A + 2% /2A. Sita —VE: dla stanu II —f;—;Vé’?, w strone stabszego pola; dla stanu I
przeciwnie. Tak dziala separator w maserze.

4. Rozldz na stany stacjonarne: |1) = (|I) + |II))/+/2. Po czasie t: Cy = %e*iEot/h(eiAt/ﬁ — giAl/R) =
e Fot/hsin( At /h).

5. W |I) i [IT) obie konfiguracje majg po 1/2 prawdopodobienistwa, a ich momenty sie znosza. Dopiero
pole silne w poréwnaniu z A/u ,wybiera” jedna konfiguracje. Czasteczka wody jest ptaska: jej
,odwrdécona” wersja to ta sama czasteczka obrécona o 180°, wiec nie ma dwoch réznych konfiguracji,
miedzy ktérymi zachodziloby tunelowanie. , Trwaly” moment wody (1,85 D), podobnie jak 1,47 D
amoniaku, to moment w ukladzie zwiazanym z czasteczka.

Zadania - czesc¢ 4

1. 63,9 MHz i 127,7 MHz (fale radiowe UKF). Elektrony: ok. 9,8 GHz (mikrofale, typowe spektrometry
ESR).
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2.

3.

4.

5.

AE/kpgT = hf/kpT ~ 2 -107°, nadwyzka ok. 10~° (10 ppm). W 1 cm® jest 6,7 - 10?? protonéw,
nadwyzka ok. 7 - 10'7: wystarczajaco, by zmierzy¢ sygnat.

f = 42,58 MHz/T - 50 pT ~ 2,13 kHz. 0,01/42,58 - 10° ~ 0,2 nT, czyli ok. 5 czeéci na milion pola Ziemi;
tak szuka sie podziemnych struktur i zatopionych wrakéw.

Czestotliwosé Rabiego fr = 42,58 MHz/T - 10 pT ~ 426 Hz; impuls n trwa polowe okresu: ok. 1,2 ms.

Bezposrednie mnozenie. Warto$ci wtasne +1 dla kazdej, wiec pomiar sktadowej spinu wzdiuz
dowolnej osi daje +//2, jak w doswiadczeniu Sterna-Gerlacha.

Zadania - czesc 5

1

. 3c0s?30° cos?60° = ;-2 .1 =3/32~9,4%.

2 4

. (cos?9°)1" ~ 0,78. Dla duzego N: (cos® 7 )V ~ (1 — TN a1 — ITir — 1; polaryzacje mozna obrécié¢ o

inNz
90° prawie bez strat, gdy kroki sg mate (to ten sam mechanizm co w kwantowym efekcie Zenona).

.| cos B + isin B|2/2 = 1/2, niezaleznie od kata.

. W potowie przypadkow podstuchujacy trafia w dobra baze i nic nie psuje. W drugiej potowie wysyta

foton w zlej bazie, a odbiorca dostaje bledny bit z prawdopodobienstwem 1/2. Razem 25% btedéw,
tatwych do wykrycia przez poréwnanie czesci bitow.

. Gdyby kopiowala |z) i |y), to z liniowosci dla (|z) + |y))/v/2 databy (|z)|z) + |y)|y))/V/2, a nie iloczyn

dwoch kopii (|z) + |y))(Jz) + |y))/2. Sprzecznosé (twierdzenie o zakazie klonowania, Wootters, Zurek,
Dieks, 1982).

Zadania feynmanowskie

1.

[y

.Dlaf =90":(1/2)* =1/4, (1/v/2)? = 1/2,(1/2)? = 1/4. Suma 1.
2. Inaczej niz dla spinu Y2, gdzie przy 90° wychodzi po 1/2: liczba stanéw i posta¢ amplitud zaleza od spinu.
FLP III-5-7

1. Obrécona cze$é dostaje czynnik cos(a/2) (oraz wyraz z odwréconym spinem). Natezenie interferencji
zmienia sie jak 1 + cos(a/2) (dla wyjscia, w ktérym obie wiazki sa zgodne).

2. Przy a = 360° amplituda zmienia znak, natezenie spada do minimum; pelny okres to 720°. Rauch i
wspolpracownicy (1975) zmierzyli okres ok. 704° + 38°.

1. Promieniowanie o czestotliwo$ci rezonansowej wymusza przej$cia w obie strony z tym samym

prawdopodobienstwem: IT - I (emisja)il - II (absorpcja). Wzmocnienie wymaga przewagi stanu II.

2. W réwnowadze termicznej 2A4/kpT ~ 0,004: stanu I jest o ok. 0,4% wiecej niz stanu II (nadwyzka to ok.
0,2% wszystkich czasteczek), wiec wiazka by pochlaniata. Separator elektryczny daje inwersje obsadzen.
FLP III-9-4

1. Stan podstawowy to (|1) + [2))/+v/2 o energii Ey — A: nizszej niz energia kazdego wzoru Kekulégo. Ta
senergia rezonansu” wynosi ok. 1,5 eV (ok. 36 kcal/mol).

2. W superpozycji kazde wigzanie jest w potowie przypadkéw pojedyncze, w potowie podwdjne: dtugosé
1,40 A, posrednia miedzy 1,54 Ai1,34 A, FLP III-10-4

1. EL(R) = Ey F A(R) + €2 /4wegR. Dla stanu symetrycznego (—A) przy $rednich R obnizenie energii
wygrywa z odpychaniem: jest minimum (1,06 A, 2,65 eV ponizej H + p).

2. Stan antysymetryczny ma energie wyzsza od rozdzielonych sktadnikéw przy kazdym R: nie wigze. To

cata idea orbitali wigzacych i antywigzacych. FLP III-10-1
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6. 1.Stany mp = 0 maja energie zalezna od pola dopiero w drugim rzedzie (kwadratowo), a mp # 0 liniowo,
jak spin w polu z czesci 4.
2. Przejscie 0 — 0 jest wiec najmniej czute na resztkowe pola magnetyczne, a zegar stosuje dodatkowo stabe
pole tylko po to, by oddzieli¢ to przejscie od innych.
7. 1.Pokazdym krétkim odcinku Pi = cos?(7/2N) ~ 1 — 72 /4N?, a pomiar ,zeruje” stan do |1).
2. Po N pomiarach P; ~ (1 — 72/4N?)N — 1 dla duzego N: czeste pomiary zamrazaja ewolucje. Itano i
wspolpracownicy (1990) pokazali to na jonach berylu.
8. 1. Tilumienie 20 dB: dociera 1% fotondéw.

2. Wzmacniacz musiatby skopiowaé nieznany stan polaryzacji, a tego zabrania twierdzenie o zakazie
klonowania. Na duze odlegtosci potrzebne sa przekazniki kwantowe albo tacza satelitarne (np. satelita
Micius, 2017).

Fizyka - Dziat 18: Stany kwantowe, uktady dwustanowe i spin - Zrédto: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 111

(Addison-Wesley 1965; New Millennium Edition 2011), rozdz. 5-12; t. II, rozdz. 35. Odnos$niki w formacie tom-rozdziat-podrozdziat. Wszystkie liczby
policzone na nowo.
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