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Amplitudy
prawdopodobienstwa

Swiatlo dociera do detektora w porcjach, a elektrony tworza

prazki interferencyjne. Ani obraz czastki, ani obraz fali nie

wystarcza. Mechanika kwantowa zastepuje tory reguta:

kazdemu sposobowi, w jaki cos moze sie zdarzy¢, odpowiada

liczba zespolona, amplituda; amplitudy nierozréznialnych drég

sie dodaje, a prawdopodobienstwo to kwadrat modutu sumy. Z

tej reguly wynikaja zasada nieoznaczonosci, rozmiar atomow i

réznica miedzy bozonami a fermionami.
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o Prolog: jedyna tajemnica

Feynman zaczyna trzeci tom od dos§wiadczenia, ktore, jak pisze, ,,jest niemozliwe, absolutnie
niemozliwe do wyjasnienia w jakikolwiek klasyczny sposo6b i zawiera w sobie sedno mechaniki
kwantowej”. Elektrony z dziala elektronowego leca na przestone z dwiema szczelinami, a za nia
na ekran, ktéry rejestruje pojedyncze trafienia. Kazdy elektron przychodzi w catosci, w jednym
punkcie, jak kulka. A jednak po tysiacach trafien ukladaja sie one w prazki, jak fala, ktéra
przeszla przez obie szczeliny naraz i zinterferowata sama ze sobg. FLP ITI-1-1

Feynman (1963) przedstawiatl je jako doswiadczenie myslowe, nie wiedzac, ze Jonsson (1961)
wykonat juz podobne doswiadczenie z elektronami na kilku szczelinach. Dzi$ robi sie to
rutynowo: Merli, Missiroli i Pozzi (1974) pokazali powstawanie prazkéw z pojedynczych
elektron6w, a Tonomura (1989) nakrecit film, na ktérym punkty pojedynczych elektronéw powoli
sktadaja sie w prazki. Ten dzial nie wyjasni, ,,jak to mozliwe”; Feynman twierdzil, ze nikt tego nie
wie. Pokaze za to, jak dokladnie przewidywac¢ wynik: za pomoca amplitud.

Pytanie na start. Elektron przechodzi przez jednq ze szczelin czy przez obie? Odpowiedz w czesci 2, choc
nie taka, jakiej sie spodziewasz.

1 Fotony i fale materii

Swiatto jest falg elektromagnetyczna (dziat 16 ,,Indukcja, réwnania Maxwella i fale
elektromagnetyczne”), a mimo to oddaje energie w porcjach. W zjawisku fotoelektrycznym
$wiatlo wybija elektrony z metalu; ich energia nie zalezy od natezenia $wiatla, tylko od
czestotliwos$ci, a ponizej pewnej czestotliwosci progowej nie ma ich wcale, choéby swiatto byto
bardzo silne. Einstein (1905) wyjasnit to, przyjmujac, ze §wiatto sktada sie z fotondéw o energii
proporcjonalnej do czestotliwos$ci; Millikan (1916) potwierdzit pomiarami réwnanie Einsteina,
cho¢ chciat je obali¢ i dlugo nie wierzyt w fotony.

e M
58 PRAWA - FOTONY I FALE MATERII

h h
E:hf:hw7 p:X:hka )‘deBroglie:;

h = 6,626 07015 - 10734 J-s (stata Plancka, warto$é doktadna z definicji od 2019 r.),
h = h/27. Wygodnie: hc ~ 1240 eV-nm, wiec foton zielonego swiatta (530 nm) ma ok.
2,3 eV. De Broglie (1924) zaproponowal, ze te same wzory obowigzuja dla elektronéw
i kazdej innej czastki. | FLP III-2-1
- J

Dlugos¢ fali elektronu przyspieszonego napieciem 100 V wynosi 0,12 nm, tyle co odstepy miedzy
atomami w krysztale. Davisson i Germer (1927) zobaczyli, ze elektrony odbite od krysztatu niklu
tworza maksima dyfrakcyjne dokladnie tam, gdzie przewiduje wzér de Broglie'a (przyktad 17.3).
Interferujg neutrony, atomy, a od 1999 r. nawet czasteczki fulerenu C,,, ztoZone z 60 atomow
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wegla (Arndt, Zeilinger). Pitka tenisowa ma dtugo$¢ fali rzedu 10~34 m, dlatego jej falowej natury
nie zobaczymy nigdy. FLP ITI-2-3

A SKAD TO WIEMY?

Fotony liczy sie dzi$ bezposrednio. Fotopowielacz albo detektor jednofotonowy
daje przy stabym swietle pojedyncze ,klikniecia”, wszystkie tej samej wielkosci;
ostabiajac Swiatlo, zmniejszamy ich czesto$é, a nie wielkos¢. Siatkdwka oka reaguje
na pojedyncze fotony, a cztowiek zauwaza btysk ztozony z kilku-kilkunastu
fotonow.

/Z ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 30 min

1 Jakaenergie (w eV) maja fotony $wiatla czerwonego (700 nm) i fioletowego (400 nm)?

2 Ile fotonéw na sekunde wysyta wskaznik laserowy o mocy 1 mW i dlugosci fali 650 nm?

3 Pracawyjscia cezu wynosi 2,1 €V. Jaka jest najdtuzsza fala, ktéra wybija z niego
=« elektrony? Jaka energie maja elektrony wybite swiattem 400 nm?

4  Jaka jest dlugo$c¢ fali de Broglie'a elektronu o energii 1 eV, neutronu termicznego (2200
- m/s) i pitki o masie 0,15 kg lecacej z predkoscig 40 m/s?

5 Pokaz, Ze dla nierelatywistycznego elektronu przyspieszonego napieciem V (w woltach)
= \~1,226/1/V nm.

moopodstawowe meo Srednie maa feynmanowskie

2  Doswiadczenie z dwiema szczelinami

Feynman poréwnuje trzy doswiadczenia z tym samym ukladem: przestona z dwiema

szczelinami, za nia ekran z detektorem. FLP III-1-2, III-1-3, III-1-4

¢ Kule z karabinu przychodzg porcjami. Prawdopodobienstwo trafienia przy obu otwartych
szczelinach to suma: Py = P, + P,. Nie ma interferencji.

* Fale na wodzie przychodza w sposodb ciagly, z dowolnym natezeniem. Natezenie to kwadrat
sumy amplitud: I;» = |hy + he|? = I + I + 2+/I1 I cos §. Jest interferencja.
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¢ Elektrony przychodza porcjami, jak kule, kazdy caly w jednym miejscu. Ale rozklad
prawdopodobienstwa ma prazki, jak dla fal: Py # P, + P;.

Stad odpowiedz na pytanie z prologu. Zdanie ,kazdy elektron przechodzi albo przez szczeline 1,
albo przez 2” prowadzi do Py = P; + P,, bo wtedy elektrony dziela sie na dwie grupy, a
prawdopodobienstwa dla roziacznych grup sie dodaja. Doswiadczenie temu przeczy. Nie wolno
wiec méwié, ze elektron przeszed! jedna ze szczelin, a my tylko nie wiemy ktéra. Mozna
natomiast sprawdzié, ktéredy przeszedl, np. oswietlajac szczeliny i patrzac, gdzie btysnie
rozproszony foton. Wtedy zawsze widzimy caly elektron przy jednej szczelinie, ale prazki znikaja:
rozklad staje sie suma P, + P,. FLP III-1-6

~
8 ZASADY - MECHANIKI KWANTOWEJ (FEYNMAN) A
(1) Prawdopodobienstwo zdarzenia to kwadrat modutu liczby zespolonej, amplitudy
prawdopodobienstwa: P = |p|2. (2) Gdy zdarzenie moze zaj$¢ na kilka sposobéw,
ktérych nie da sie odréznié, amplitudy sie dodaje: ¢ = 1 + @2, P = |p1 + ¢2|2. (3)
Gdy da sie sprawdzié, ktéry sposéb zaszedl (nawet jesli nikt nie patrzy na wynik),
dodaje sie prawdopodobienstwa: P = P; + P,. | FLP III-1-7
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Elektrony wystrzeliwane pojedynczo na dwie szczeliny. Na gérze punkty

SYMULACJA 1
trafien, na dole histogram i przewidywanie |p; + ¢, |%. Podgladaj czesé elektronéw przy

szczelinach albo zaston jedna szczeline i obserwuj, co dzieje sie z prazkami.
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— trafienia elektrondw = = rozktad teoretyczny = = P,+ P, (bez interferencji)

elektronéw na ekranie 1 500 widocznos$c¢ prazkow 1,00 podgladane 0%
Z tysiecy pojedynczych trafien wytaniajg sie prazki interferencyjne: tam, gdzie amplitudy obu drég

sie znosza, elektrony prawie nie trafiajg, cho¢ kazdy przeszedt ,,przez co$”. Rozktad to |@, + @53 a

nie [@4|* + |@2[%
Stan na rysunku: 1500 elektrondéw na ekranie, otwarte obie szczeliny, podgladanych 0%

elektrondw.

-~
/A PULAPKA - ,POMIAR POPYCHA ELEKTRON”

Feynman ttumaczy znikanie prazkéw odrzutem od fotonu: foton, ktéry pozwala
rozrézni¢ szczeliny, musi mie¢ dlugos¢ fali mniejszg niz odstep szczelin, a wtedy
jego ped rozmazuje prazki. To poprawny rachunek, ale nie cata prawda. Prazki
znikajg zawsze, gdy w jakimkolwiek ukladzie zostaje informacja o drodze, takze w
doswiadczeniach, w ktérych ,,podgladacz” praktycznie nie zmienia pedu czastki.
Rozstrzyga reguta (3): czy drogi sa rozrdznialne, a nie to, czy kto$ cos$ popchnat.
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/. ZADANIA - CZESC 2

W pewnym punkcie ekranu P; = P, = p. Jakie sg najwieksze i najmniejsze mozliwe P
dla elektron6éw? A dla kul?

2  Elektrony o energii 100 eV padaja na dwie szczeliny odlegle o 1 um. Jaki jest katowy

odstep prazkéw? Jak daleko trzeba ustawic¢ ekran, by prazki byly odlegte o 0,1 mm?

3  Gdy podgladamy przy szczelinach, ale tylko co drugi elektron jest , przylapany”, jaki
== bedzie kontrast prazkéw (réznica maksimum i minimum przez ich sume)?

Jaka jest najdiuzsza fala §wiatla, przy ktérej mozna jeszcze rozréznic szczeliny odlegte o

= d? Co sie dzieje z prazkami, gdy stopniowo wydluzamy fale swiatta uzywanego do

podgladania?

Dlaczego dla kul karabinowych nie widaé prazkéw, choé wedtug mechaniki kwantowej

= tez powinny by¢? Oszacuj odstep prazkow dla kuli o masie 1 g lecacej z predkoscia 100

m/s, szczelin odleglych o 1 cm i ekranu w odlegtosci 10 m.

5 zadan - ok. 30 min

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

3 Reguty rachunku amplitud

Amplitude tego, Ze czgstka wychodzaca ze stanu s trafi do stanu z, zapisujemy w notacji Diraca

jako (z|s) (czytaj od prawej: ,z s do z”). Feynman podaje trzy reguly, ktére wystarczaja do
wiekszo$ci rachunkéw:  FLP ITI-3-1

Ve
68 REGULY - tACZENIA AMPLITUD

alternatywy: (z|s) = (2|$)przes1 + (€|8)przes 2; kolejne etapy: (z|$)prez1 = (z|1)(1]s).

Amplitudy nierozréznialnych drog sie dodaje, amplitudy kolejnych etapéw jednej
drogi mnozy. Dla dwdch niezaleznych czastek amplituda zdarzenia ztozonego to

iloczyn amplitud. Prawdopodobienistwo to |(z|s)|?.

-

Amplitudy sa liczbami zespolonymi (lekcja 1.7 Liczby zespolone i fazory): maja dtugos¢ i faze.
Feynman w popularnej ksigzce QED rysuje je jako strzatki: dodawanie amplitud to dodawanie

strzatek, mnozenie to obracanie i skracanie. Dla czgstki swobodnej o pedzie pi energii E

amplituda przelotu z punktu do punktu ma faze (p - ¥ — Et)/h: im dluzsza droga w jednostkach
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diugosci fali, tym bardziej obrécona strzatka. To ta sama faza, co w fali o liczbie falowej k = p/h i
czestoSciw = E/h. FLP III-3-1

Ten obraz ttumaczy optyke geometryczna. Foton biegnacy od Zrddla przez lustro do detektora
moze odbi¢ sie w kazdym punkcie lustra. Wszystkie drogi sa nierozréznialne, wiec trzeba dodaé
ich strzatki. Tam, gdzie czas przelotu szybko zmienia sie z polozeniem punktu odbicia, kolejne
strzalki obracajg sie i wzajemnie znoszg; tam, gdzie czas jest stacjonarny (minimalny), strzalki sa
prawie zgodne i daja cala wypadkowa. Stad zasada Fermata i prawo odbicia (dziat 12 ,,Optyka:
zasada najmniejszego czasu, interferencja, dyfrakcja”). Usuwajac czes¢ lustra, mozna jednak
sprawié, ze strzalki z brzegow przestana sie znosi¢: to siatka dyfrakcyjna. FLP I-26-6
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SYMULACJA 2 Odbicie od lustra jako suma amplitud. Lustro podzielono na kawatki;
kazdy daje strzatke obrécong proporcjonalnie do czasu przelotu (wykres pod spodem). W
osobnym panelu strzatki dodane jedna za druga i wypadkowa. Poréwnaj cate lustro, sam
$rodek, sam skraj i skraj z wytrawionymi paskami.

Zrodto detektor

czas (dtugosé drogi)
10
8
6
-4 -2 [c] 2 4
miejsce odbicia
— drogi (od Zrédta przez lustro do detektora) = strzatki amplitud — strzatka wypadkowa

kwadrat strzatki wypadkowej 1519,5 wzgledem catego lustra 1,00

uzyte kawatki lustra 240 z 240

Kazdy kawatek lustra daje strzatke o kierunku zaleznym od czasu przelotu. Na brzegach czas zmienia
sie szybko i strzatki krecg sie w kotko, znoszac sie. W srodku, gdzie czas jest najkrotszy i prawie staty,
strzatki sg zgodne: tam ,,odbija sie” $wiatto, zgodnie z zasadg Fermata.

Stan na rysunku: 240 z 240 kawatkéw lustra, diugos¢ fali 0,30; kwadrat strzatki
wypadkowej 1519,5 (1,00 wartosci dla catego lustra).

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 35 min

1 Dwie amplitudy maja dtugosci 0,6 i 0,8. Jakie 2
= prawdopodobienstwo daje ich suma, gdy sa zgodne,
przeciwne i prostopadie?
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2 Plytka $wiattodzielaca przepuszcza foton z amplituda 1/4/2 i odbija z amplituda i/+/2.
== Jaka jest amplituda, ze foton przejdzie przez dwie takie ptytki ustawione kolejno (bez
odbicia)? A ze odbije sie od obu?

3 Atom moze wystac foton do detektora droga przez lustro A z amplituda a i droga przez
== lustro B z amplituda b. Gdy lustro B drga i jego polozenie sie zmienia, faza b zmienia sie
chaotycznie. Jakie Srednie prawdopodobienstwo zmierzymy?

4 Wyjasnij za pomoca strzatek, dlaczego swiatto odbija sie od lustra pod katem réwnym
== katowi padania.

5 Amplituda przelotu czastki swobodnej na odlegto$é r ma faze pr/k. Dla elektronu 100 eV
«=» o ile musi zmieni¢ sie dlugos¢ drogi, zeby strzatka obrécita sie o peiny obroét?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

4 Zasada nieoznaczonosci

Czastka o okre$lonym pedzie ma amplitude e’?*/": fale rozciagnieta na cala przestrzen, bez
okre$lonego potozenia. Zeby czastka byta zlokalizowana, trzeba zlozy¢ wiele takich fal o r6znych
pedach w paczke falowa. Funkcja falowa w potozeniu i rozktad amplitud pedu to para
transformat Fouriera (lekcja 4.3 Transformata Fouriera i delta Diraca): im wezsza paczka w z, tym
szerszy rozktad wp. FLP III-2-2

4 N
8 ZASADA - NIEOZNACZONOSCI HEISENBERGA

Az Ap, > g AEAL >

N | St

A to odchylenia standardowe; réwnos¢ osigga paczka gaussowska w chwili, gdy jest

najwezsza (np. dla t = 0 w symulacji 3). Druga nier6wno$¢ ma inny status (czas nie

jest obserwabla, tylko parametrem), ale ma prosty sens: stan zyjacy przez czas 7 ma

energie rozmyta o ok. /7 (dzial 6 ,Drgania, rezonans i uktady liniowe”: Aw - 7 ~ 1).
FLP III-1-8

o J

To nie jest ograniczenie przyrzadéw, tylko wiasnosé fal: dzwiek trwajacy milisekunde nie ma
okreslonej czestotliwosci, a elektron zamkniety w obszarze o rozmiarze a nie ma okreslonego
pedu. Feynman wyprowadza z tego rozmiar atomu. Elektron w odlegtosci ok. a od protonu ma
ped rzedu /a, wiec energie kinetyczna rzedu h?/2ma?; energia potencjalna to —e?/4nega. Gdy
elektron zbliza sie do jadra, potencjalna maleje, ale kinetyczna ro$nie szybciej. Minimum sumy
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wypada przy promieniu Bohra ag = 4wegh?/me? = 0,53 - 1071 m, a energia wynosi —13,6 eV
(przyktad 17.5). Zasada nieoznaczonos$ci wyjasnia wiec, dlaczego atom nie zapada sie tak, jak

przewiduje fizyka klasyczna (dziat 16 ,Indukcja, rownania Maxwella i fale elektromagnetyczne”).
FLP III-2-4

SYMULACJA 3 Paczka falowa gaussowska czastki swobodnej: czesé rzeczywista ¢ (z),
gesto$é prawdopodobienstwa |y |? i rozktad pedu. Zmien szeroko$é paczki i uruchom
ewolucje w czasie: waska paczka ma szeroki rozktad pedu i szybko sie rozmywa.

SR 1o le®I?

X p

— Re Y(x) — |PX)|?(gestos¢ prawdopodobienstwa) — [@(p)|? (rozktad pedu)

Ax 1,000 Ap 0,500  Ax-Ap 0,500 h  t 0,00

W chwili poczgtkowej paczka gaussowska ma najmniejszy mozliwy iloczyn Ax-Ap = h/2. Wezsza
paczka w potozeniu ma szerszy rozktad pedu: to ta sama matematyka co dla impulsu i jego widma
(transformata Fouriera).

Stan na rysunku: paczka gaussowska, Axe = 1,00, po = 3,0, t = 0,00 (h =m = 1); Ax =
1,000, Ap = 0,500.

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 35 min

1  Elektron jest zamkniety w obszarze o rozmiarze 0,1 nm. Jaka jest minimalna
«  nieokres$lono$¢ pedu i odpowiadajaca jej energia kinetyczna (w eV)?
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2  Pitka o masie 0,15 kg ma predkos¢ okreslona z doktadnoscia 1 mm/s. Jak doktadnie
= moze by¢ okres$lone jej polozenie?

3 Wyprowadz promieri Bohra: zminimalizuj E(a) = h*/2ma? — €2 /4nega.

4  Stan wzbudzony atomu sodu zyje ok. 16 ns. Jaka jest naturalna szeroko$¢ linii (w MHz) i
== jej wzgledna szeroko$¢ dla zottej linii 589 nm?

5 Paczka gaussowska o szerokosci Az, rozmywa sie tak, ze Az(t) =
= Axo+/1+ (ht/2mAx?)2. Po jakim czasie podwoi szeroko$é paczka elektronu o Azg = 0,1

nm? A paczka ziarnka pytu o masie 107 kg i Azy = 1 um?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

5 Czastki identyczne: bozony i fermiony

Dwie czastki zderzajg sie, a detektor pod katem 6 rejestruje jedna z nich. Jesli czastki sg rézne, np.
czastka aijadro tlenu, da sie sprawdzié, ktdra zlapaliSmy, wiec dodajemy prawdopodobienstwa:
|£(0)]? + |f(m — 0)|? (ztapana mogta by¢ a albo jadro tlenu, odrzucone w przeciwnym kierunku).
Jesli czastki sa identyczne, np. dwie czastki a, obu mozliwosci nie da sie odrézni¢ nawet w
zasadzie, wiec trzeba doda¢ amplitudy. FLP III-3-4

~ )
68 ZASADA - CZASTKI IDENTYCZNE

Pbozony = |f(0) + f(ﬂ' - 0)|2a Pfermiony = ’f(a) - f(ﬂ- - 0)|2

Przy zamianie dwéch identycznych czastek amplituda bozonéw (spin catkowity:
fotony, czastki a, mezony n) sie nie zmienia, a fermionow (spin potéwkowy:
elektrony, protony, neutrony) zmienia znak. Dla fermionéw o przeciwnych spinach,
ktére da sie w zasadzie odréznic¢ po spinie, interferencji nie ma (o ile oddziatywanie
nie zmienia spinéw). | FLP III-4-1

- J

Przy 0 = 90° obie amplitudy sg réwne. Dla bozonéw wychodzi |2f|?, dwa razy wiecej niz dla
czastek rozréznialnych (2| f|?); dla fermionéw o zgodnych spinach zero. Do$wiadczenia z
rozpraszaniem czastek a na helu i protonéw na wodorze potwierdzaja to w szczegdtach (wzor
Motta, 1930).

Skutki siegaja daleko. Bozony ,lubia” by¢ w tym samym stanie: prawdopodobienstwo, ze foton
zostanie wyemitowany do stanu, w ktérym jest juz n fotonow, jest n + 1 razy wieksze niz do
pustego. Na tym dziala laser (emisja wymuszona), nadciekto$é helu i kondensat Bosego-
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Einsteina. Dwa fermiony nie mogg by¢ w tym samym stanie, bo amplituda ¢ — ¢ = 0: to zakaz
Pauliego. Z niego wynika budowa powtlok elektronowych i uktad okresowy (dziat 19 ,,Atom
wodoru i uktad okresowy”), a takze to, Ze materia jest sztywna i nie zapada sie.

FLP III-4-4, III-4-7

SYMULACJA 4  Rozpraszanie dwoch identycznych czastek naladowanych (wzér Motta):
prawdopodobienstwo w danym kierunku podzielone przez wynik dla czastek
rozréznialnych. Przesuwaj kat i zmieniaj site oddzialywania.

prawdopodobienstwo / rozréznialne
2,0

40 60 80 100 120 140

8 [°]

— bozony (np. o+ a) — fermiony o zgodnych spinach = = fermiony niespolaryzowane (np. p + p)

- = czastki rozroznialne
bozony 2,000 fermiony, zgodne spiny 0,000 fermiony niespolaryzowane 0,500

rozroznialne 1

Przy 90° obie drogi (czastka A do detektora albo czastka B do detektora) majg rowne amplitudy. Dla
bozonow dodaja sie: prawdopodobienstwo jest dwa razy wieksze niz dla czastek rozréznialnych. Dla
fermionow o zgodnych spinach odejmuja sie: zero. Niespolaryzowane fermiony dajg potowe.

Stan na rysunku: wzor Motta, n = 1,0, 6 = 90°; wzgledem czastek rozréznialnych: bozony
2,000, fermiony o zgodnych spinach 0,000, niespolaryzowane 0,500.

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 35 min
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Ktore z czastek sa bozonami, a ktore fermionami: foton, elektron, proton, czastka o (2
protony + 2 neutrony), atom “He, atom *He?

Przy jakim kacie rozproszenia (w uktadzie Srodka masy) prawdopodobienstwo dla
dwdéch fermionéw o zgodnych spinach jest zawsze zerowe? Dlaczego?

Wiazka niespolaryzowanych protonéw rozprasza sie na protonach. Pokaz, ze przy 90°
prawdopodobienstwo wynosi potowe wyniku dla czgstek rozréznialnych.

Atom moze wystaé foton do pustego modu albo do modu, w ktérym jest juz 1000
fotonow. Ile razy wieksze jest prawdopodobienstwo w drugim przypadku? Do czego to

prowadzi w laserze?

Dwa identyczne bozony trafiaja z dwoch stron na ptytke swiattodzielaca 50/50 (efekt
Hong-Ou-Mandela). Pokaz, ze nigdy nie wychodza r6znymi wyj$ciami. Wskazdéwka:
amplituda przejscia 1/v/2, odbicia i/+/2.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

:= METODA DLA AMPLITUD

1. Wypisz drogi od stanu poczatkowego do konncowego; sprawdz, ktére sa rozrdznialne
(chocby w zasadzie).

2. Dla kazdej drogi pomnéz amplitudy kolejnych etapéw.

3. Nierozroéznialne drogi: dodaj amplitudy, potem wez kwadrat modutu. Rozréznialne:
dodaj prawdopodobienstwa.

4. Czastki identyczne: dodaj amplitude zamiany ze znakiem + (bozony) lub - (fermiony).
5. Oszacowania: p ~ h/Ax, E ~ h/7, A\ = h/p; hc ~ 1240 eV-nm.

6. Sprawdzenie: suma prawdopodobienstw wszystkich wynikéw to 1.

Przyktad 17.1
Ile fotonow daje swiatto?

Ile fotonéw na sekunde pada na metr kwadratowy nad atmosferq (1361 W/m? na powierzchni
Ziemi ok. 1000 W/m? srednia energia fotonu ok. 1,5 eV)? A ile na Zrenice oka (Srednica 3 mm) z
Zarowki 60 W odlegtej o 100 m, przyjmujqc, ze 3 W wypromieniowuje jako swiatto widzialne o
Sredniej energii fotonu 2 eV?

1 Storice: 1361/(1,5- 1,6 - 1071%) = 5,7 - 10?! fotondw/(m?*'s).

2 Zaréwka:3/(2-1,6-1071%) ~ 9 - 10'® fotonéw/s; na Zrenice o polu 7 - 106 m* w
odlegto$ci 100 m: 9 - 10* - 7- 1076 /(4m - 10*) ~ 5 - 108 fotonéwy/s.

Wynik: ogromne liczby. Ziarnisto$¢é swiatta widaé dopiero przy bardzo stabych
zrédlach i czutych detektorach.

Sprawdzenie: oko widzi btysk ztozony z ok. 10 foton6éw, wiec zaréwke dostrzegloby z
odlegtosci wielu kilometréw, gdyby nie tlo i rozpraszanie v.
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Przyktad 17.2
Zjawisko fotoelektryczne

Na cez (praca wyjscia 2,1 eV) pada swiatto o diugosci 400 nm. Jaka jest maksymalna energia
wybitych elektrondw i jakie napiecie je zatrzyma? Co sie zmieni, gdy natezenie Swiatla wzrosnie
dwukrotnie?

1 Energia fotonu he/A = 1240/400 ~ 3,1 eV; E, = 3,1 — 2,1 = 1,0 eV.

2 Napiecie hamujace 1,0 V. Przy dwa razy silniejszym $wietle: dwa razy wiecej
elektronéw, ale z ta sama energia.

Wynik: 1,0 €Vi 1,0 V. Energia elektronéw zalezy od czestotliwo$ci, a nie od natezenia,
czego nie da sie wyjasnic¢ fala klasyczna.

Sprawdzenie: nachylenie zalezno$ci napiecia hamujacego od czestotliwosci to h/e;
tak Millikan zmierzyt h v.

Przyktad 17.3
Doswiadczenie Davissona i Germera

Elektrony o energii 54 eV odbijajq sie od powierzchni krysztatu niklu, w ktorym odstep rzedow
atomow wynosi d = 0,215 nm. Wigzka pada prostopadle do powierzchni. Pod jakim kqtem do
normalnej (czyli do wigzki padajqcej, mierzonym wstecz) wystqpi maksimum pierwszego rzedu?

1 A=h/V2mE =~ 0,167 nm.

2  Atomy powierzchni dzialaja jak siatka dyfrakcyjna: dsinf = A, sin 6 ~ 0,776, 0 ~ 51°.

Wynik: ok. 51°; Davisson i Germer zmierzyli 50°. Elektrony uginaja sie jak fale o
dtugosci h/p.

Sprawdzenie: A < d, wiec maksimum pierwszego rzedu istnieje v.
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Przyktad 17.4
Mikroskop elektronowy

Mikroskop elektronowy przyspiesza elektrony napieciem 100 kV. Jaka jest ich dtugosc fali? Ile
wynosi blqd, jesli pomingc teorie wzglednosci?

1 Relatywistycznie: pc = \/E} + 2E;mc? = 1/1002 + 2 - 100 - 511 keV ~ 335 keV; A =
he/pc = 1240 €V-nm/335 keV ~ 3,7 pm.

2 Nierelatywistycznie A = h/v/2mE}), ~ 3,9 pm, btad ok. 5%.

Wynik: 3,7 pm, sto tysiecy razy mniej niz Swiatto widzialne. Rozdzielczo$¢ ogranicza
nie dlugo$¢ fali, tylko wady soczewek magnetycznych; najlepsze mikroskopy
rozrézniaja utamki angstreméw.

Sprawdzenie: Ej/mc® ~ 0,2, wiec poprawka rzedu kilku procent jest rozsagdna v'.

Przyktad 17.5
Rozmiar atomu wodoru z zasady nieoznaczonosci

Oszacuj rozmiar i energie atomu wodoru, przyjmujqc, ze elektron w odlegtosci a od protonu ma
ped h/a.

1 E(a) = h*/2ma® — €*/4mepa; minimum przy ag = 4neoh® /me* ~ 0,53 - 10" m.

2 E(ap) = —€*/(8mepag) ~ —13,6 eV.

Wynik: 0,53 A i -13,6 eV. Atom ma taki rozmiar, bo dalsze $ci$niecie elektronu
kosztowaloby wiecej energii kinetycznej, niz datoby energii potencjalne;j.

Sprawdzenie: z doswiadczenia energia jonizacji wodoru to 13,6 eV v (dokladna
zgodnos$¢ to po czesci przypadek oszacowania). | FLP III-2-4
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Przyktad 17.6
Dlaczego w jadrze nie ma elektrondéw

Kiedys sqdzono, ze jadro zawiera protony i elektrony. Oszacuj energig elektronu zamknietego w
obszarze 10~1* m i poréwnaj z energiami wiqzania w jqdrach (kilka MeV na nukleon) oraz z
energiq protonu w tym samym obszarze.

1 p=h/Az~1,05-10"2° kg-m/s, pc ~ 20 MeV: elektron jest ultrarelatywistyczny, E ~
pc ~ 20 MeV.

2 Proton: p?/2m ~ 0,2 MeV, malo w por6wnaniu z energig wigzania.

Wynik: elektronu nie da sie utrzymac w jadrze sitami elektrycznymi (ok. 1 MeV), a
ciezkie nukleony mieszcza sie tam bez trudu. Elektrony z rozpadu § powstaja w chwili
rozpadu, a nie siedza wczesniej w jadrze.

Sprawdzenie: energie elektronéw z rozpadu f to rzeczywiscie rzad MeV v.

7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczyc

X

»Elektron przechodzi przez jedna szczeline, tylko nie wiemy przez ktéra.”

Wtedy rozkiad bylby suma P, + P>, bez prazkéw. Doswiadczenie temu przeczy.

x ,Zasada nieoznaczonosci wynika z niedoskonatosci przyrzadow.”

Wynika z tego, ze stan opisuje fala: paczka nie moze by¢ jednoczes$nie waska w
potozeniu i w pedzie, tak jak krotki dzwiek nie ma okre$lonej wysokosci.

x ,Funkcja falowa to rozmazany elektron.”

Detektor zawsze rejestruje caly elektron w jednym miejscu. Kwadrat modutu funkgcji
falowej to gestos¢ prawdopodobienstwa, gdzie to nastapi.

x ,Mechanika kwantowa dotyczy tylko mikroswiata.”

Bez niej nie da sie wyjasni¢, dlaczego stét jest twardy, metal przewodzi, dioda $wieci, a
laser daje spdjna wiazke.
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X

8

»Foton to kulka swiatta lecaca po okreslonym torze.”

Miedzy zrédlem a detektorem nie ma toru: sg amplitudy dla wszystkich drég, ktore sie
sumuje.

»Interferencja to oddziatywanie miedzy elektronami.”

Prazki powstaja takze wtedy, gdy w aparaturze jest naraz tylko jeden elektron. Kazdy
interferuje sam ze soba.

Zadania feynmanowskie

Te zadania wymagaja wiecej mys$lenia niz liczenia.

/. ZADANIA FEYNMANOWSKIE 8 zadan - ok. 2 godziny

Jeden foton naraz. W 1909 r. G. I. Taylor fotografowal prazki dyfrakcyjne w bardzo
stabym $wietle, naswietlajac klisze przez miesiace. Przyjmij, Zze do aparatu docierato 10°
fotonéw na sekunde. Jaka byta srednia odlegtos¢ miedzy kolejnymi fotonami? Czy
prazki mogty powstac z ,,oddzialywania fotonow”?

Mikroskop Heisenberga. Elektron ogladamy w mikroskopie przy swietle o dtugosci A,
przez obiektyw o kacie aperturowym 6. Oszacuj nieokreslonos$¢ potozenia i pedu po
rozproszeniu jednego fotonu.

Interferometr Macha-Zehndera. Foton trafia na ptytke 50/50, potem dwie drogi o réwnej
dtugosci spotykaja sie na drugiej ptytce 50/50 przed dwoma detektorami. Amplituda
przejécia przez plytke to 1/+/2, odbicia i /+/2. Do ktérego detektora trafia foton? Co sie
stanie, gdy zaslonimy jedna droge?

Energia drgan zerowych. Oscylator harmoniczny o masie m i czestosci w ma energie
p?/2m + mw?x? /2. Korzystajac z Az Ap > h/2, znajdz najmniejsza mozliwa energie.
Dlaczego hel nie krzepnie pod ci$nieniem atmosferycznym nawet w zerze
bezwzglednym?

Rezonans A. Czastka A(1232) widziana jest jako maksimum w rozpraszaniu pionéw na
protonach o szerokos$ci ok. 117 MeV. Jaki jest jej czas zycia? Ile czasu potrzebuje $wiatlo,
by przelecie¢ przez proton ($rednica ok. 1,7 fm)?
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Dlaczego stot jest twardy? Atomy to gléwnie pusta przestrzen. Dlaczego reka nie
przenika przez st6t? Wyjasnij role zakazu Pauliego i zasady nieoznaczono$ci.

Co to znaczy ,nie da sie odr6zni¢”? Rozpraszamy czastki a na “He i mierzymy przy 90°.
Kto$ proponuje: ,pomalujmy” jedna z czastek, np. uzyjmy *He zamiast “He. Co sie
zmieni w wyniku i dlaczego?

Fulereny w interferometrze. W 1999 r. czasteczki Cg, (masa 720 u) o predkosci ok. 220
m/s daty prazki na siatce o okresie 100 nm. Jaka jest ich dlugos¢ fali i odstep katowy
prazkéw? Dlaczego cieple czasteczki traca interferencje, gdy temperatura ro$nie
powyzej ok. 3000 K?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

&)

Sprawdz sie

Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1

Jaka energie ma foton o czestotliwosci f i jaka dlugos¢ fali ma czastka o
pedzie p?

E =hf; A= h/p.

Kiedy dodaje sie amplitudy, a kiedy prawdopodobienstwa?

Amplitudy, gdy drogi sa nierozréznialne (nawet w zasadzie); prawdopodobienstwa, gdy
da sie sprawdzié, ktora zaszla.

Co sie dzieje z prazkami, gdy sprawdzamy, ktora szczelina przeszedl
elektron?

Znikaja; rozklad staje sie suma P; + Ps.

Jak taczy sie amplitudy kolejnych etapow jednej drogi?

Mnozy sie je: (z|s) = (z]1)(1]s).
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5 Co mowi zasada nieoznaczonosci i skad sie bierze?

Az Ap > h/2; z tego, ze funkcja falowa w potozeniu i rozktad amplitud pedu tworza
pare transformat Fouriera.

6 Dlaczego atom ma rozmiar ok. 0,5 A?

Sci$niecie elektronu zwieksza jego energie kinetyczna ~ h?/ma? szybciej, niz maleje
energia potencjalna; minimum przy promieniu Bohra.

7 Czym rdznia sie bozony od fermionéw?

Przy zamianie dwdch identycznych czastek amplituda bozonéw sie nie zmienia, a

fermiondéw zmienia znak.

8 Skad zakaz Pauliego?

Dla dwéch fermionéw w tym samym stanie amplituda z zamiana i bez niej sie
odejmuja: wynik zero.
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10 Karta wzorow i co dalej

4 N
KWANTY I FALE AMPLITUDY
E = hf = hw; p=h/\ = hk; hc ~ 1240 P = |p|* nierozréznialne: ¢; + @o;
eV-nm; h = 6,626 10734 J-s rozréznialne: P, + P,
fotoefekt: B, = hf — W; elektron: A ~ kolejne etapy: (z|s) = >, (x|i)(i]s);
1,226 /+/V nm (nierel.) czastka swobodna: faza (p - 7 — Et)/h
Az Ap > h/2; AEAt 2 h/2; ay = identyczne: f(6) £ f(m — 6) (+ bozony, -
4meoh? /me? fermiony); emisja do modu z n fotonami:
x(n+1)
N J

Do przeczytania u Feynmana
* Obowiazkowo: t. III, rozdz. 1 (zachowanie kwantowe), 2 (fale i czastki), 3 (amplitudy
prawdopodobienstwa).

* Dla chetnych: t. ITI, rozdz. 4 (czastki identyczne); R. P. Feynman, QED: osobliwa teoria swiatta
i materii (strzatki w wersji popularne;j).

Nastepny dziat: Stany kwantowe, uktady dwustanowe i spin. Amplitudy tworzq wektory w
przestrzeni stanow, a ich zmiane w czasie opisuje macierz, hamiltonian. Najprostszy przypadek,
uktad z dwoma stanami, wyjasnia czqsteczke amoniaku, maser, spin elektronu w polu
magnetycznym i rezonans magnetyczny.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.E = he/A: 1,77 eVi 3,10 eV.
2. PA\/hc ~ 3,3 - 10" fotonéw na sekunde.
3. Amax = he/W =~ 590 nm (z61te). Dla 400 nm: 3,1 — 2,1 = 1,0 V.

4. Elektron: h/v2mE ~ 1,23 nm. Neutron: h/mv ~ 0,18 nm (dlatego neutrony termiczne nadaja sie do
badania krysztaléw). Pilka: ~ 1,1 - 10734 m.

5.\ = h/v/2meV; podstawienie stalych daje 1,226 - 10~ m/+/V.
Zadania - czes$¢ 2
1. Elektrony: od 0 (amplitudy przeciwne) do 4p (zgodne). Kule: zawsze 2p.
2.\ ~ 0,123 nm, odstep katowy A\/d ~ 1,2 - 10~* rad. Ekran w odlegtosci ok. 0,8 m.

3. Polowa elektronéw daje P; + P», potowa |p; + |2

3 cos 4: kontrast 0,5.

. Przy P, = P, rozklad jest proporcjonalny do 1 +

4. Rozdzielczo$¢ jest rzedu A, wiec potrzeba A < d. Gdy A roénie powyzej d, coraz czesciej nie wiadomo,
przy ktdrej szczelinie blysnelo, a odrzut fotonu (h/\) jest coraz mniejszy: prazki stopniowo wracaja.
FLP IIT-1-6

5.\ = h/mv ~ 6,6 - 1073% m, odstep prazkéw AL/d ~ 7 - 10~ m. Kazdy detektor usrednia po ogromnej
liczbie prazkéw i widzi gltadkie P, + P,. FLP III-1-6

Zadania - czesc 3

1. Zgodne: 1,4> = 1,96; przeciwne: 0,2? = 0,04; prostopadte: 0,36 + 0,64 = 1. (Warto$ci ponad 1
oznaczaja, ze to nie sa amplitudy catego zdarzenia, tylko jego sktadniki w jakims$ punkcie.)

2. Etapy sie mnozy: (1/v/2)? = 1/2; (i/v/2)? = —1/2. Prawdopodobieristwa po 1/4.

3.|a 4+ b]? = |a|?> + |b|> + 2Re(ab); czlon interferencyjny usrednia sie do zera: |a|?> + |b|?. Tak traci sie
koherencje bez ,patrzenia”.

4. Faza strzalki jest proporcjonalna do dtugosci drogi; diugo$¢ drogi jest stacjonarna (minimalna) dla
punktu, w ktérym katy sa réwne. W jego otoczeniu strzalki sa prawie zgodne, a dalej obracaja sie
coraz szybciej i znosza.

5. Faza zmienia sie o 27, gdy Ar = h/p = A =~ 0,12 nm.
Zadania - czesc 4

1. Ap > h/2Azx ~ 5,3 - 1072° kg'm/s; Ap?/2m =~ 1 eV. Typowe energie elektronéw w atomach s tego
rzedu.

2. Az > h/(2mAv) ~ 3,5 - 103! m, nieskoniczenie lepiej, niz da sie zmierzy¢.
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3.dE/da = —h?/ma® + €2 /4mega® = 0 daje ag = 4megh? /me?; podstawienie: E = —me? /[2(4meg)?h?] ~
—13,6 eV. To, ze wynik jest doktadny, jest po czesci szcze$liwym trafem: oszacowanie gwarantuje
tylko rzad wielkoSci.

4. Af ~1/(2n7) ~ 10 MHz; f = ¢/ ~ 5,1 - 10'* Hz, wzglednie ok. 2 - 1078,

5. Gdy hit/2mAz? = v/3: t = 2¢/3mAx}/h. Elektron: ok. 3 - 1076 s. Ziarnko: ok. 3 - 107 s, mniej wiecej
rok.

Zadania - cze$c 5

1. Bozony: foton, o, “He (parzysta liczba fermion6w). Fermiony: elektron, proton, *He (nieparzysta
liczba: 2 protony, 1 neutron, 2 elektrony). Dlatego *He staje sie nadciekty w 2,2 K, a *He dopiero w
milikelwinach.

2. Przy 90°: f(0) = f(w — 60), wiec f — f = 0.

3. W 1/4 przypadkéw para ma stan singletowy (amplituda przestrzenna symetryczna: |2f|*> = 4|f|%), w
3/4 tripletowy (antysymetryczna: 0). Srednio | f|?, a rozréznialne daja 2| f|>.

4.n + 1 = 1001 razy. Fotony ,,ciagna” kolejne do tego samego stanu: powstaje silna, spdjna wigzka w
jednym modzie. FLP III-4-4

5. Rézne wyjscia osiaga sie na dwa nierozroéznialne sposoby: oba przechodzg (% L= %) albo oba sie

S V2 o
odbijaja (ﬁ . ﬁ = —1). Dla bozonéw amplitudy sie dodaje: + — § = 0. Fotony zawsze wychodza

razem.

Zadania feynmanowskie

1. 1.0dlegto$é ¢/10° ~ 300 m, a aparat miat dtugoéé rzedu metra: niemal zawsze byt w nim co najwyzej jeden
foton.

2. Prazki byly takie same jak w silnym Swietle. Kazdy foton interferuje sam ze soba; amplitudy dotycza
jednej czastki.
2. 1.Rozdzielczo$¢ mikroskopu: Az =~ A/ sin6.
2. Foton wpada do obiektywu pod nieznanym katem w zakresie £6, wiec poprzeczny ped przekazany
elektronowi jest nieznany o Ap ~ (h/A)sin 6. Iloczyn ~ h, niezaleznie od Aif. FLP ITII-1-8
3. 1.Do detektora A (wyjscie rownolegte do wigzki wejsciowej) prowadza: przejscie-odbicie i odbicie-
przejscie, kazda z amplituda ¢/2: suma ¢, prawdopodobieristwo 1. Do drugiego: przej$cie-przejscie (1/2) i
odbicie-odbicie (—1/2): suma 0.

2. Po zaslonieciu jednej drogi zostaje po jednej amplitudzie do kazdego detektora: po 1/4, a w potowie
przypadkow foton jest pochloniety przez zastone. Zastoniecie drogi sprawia, ze foton czasem trafia do
detektora, do ktérego wczesniej nie trafial nigdy.

4. 1.E > h?/(8mAz?) + mw?Az?/2; minimum przy Az? = h/2mw daje E = Lhw, dokladnie wynik mechaniki
kwantowej (ta sama metoda co dla atomu). FLP III-2-4

2. Atomy helu sa lekkie, a sity miedzy nimi stabe: energia drgan zerowych jest wieksza niz gteboko$¢ dotka
potencjatu w krysztale, wiec hel zostaje ciecza.

5. 1.7~ h/T = 6581022 MeV-s/117 MeV ~ 5,6 - 10 *s.

2. Swiatto przelatuje przez proton w ok. 6 - 1024 s: czastka A zyje mniej wiecej tyle, ile $wiatlo potrzebuje na
przelot przez proton. Takich czastek nie widac jako sladéw w detektorze, tylko jako maksima w
prawdopodobienstwie rozpraszania.
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6. 1.Zblizenie dwéch atoméw wymagatoby upchniecia ich elektronéw w mniejszym obszarze. Zakaz Pauliego
nie pozwala im zaja¢ tych samych standw, wiec musza przej$¢ do standéw o kroétszej diugosci fali, czyli
wiekszym pedzie.

2. Zasada nieoznaczonosci kaze za to zaplacié energia kinetyczna ~ h?/ma?, ktéra szybko roénie przy
Sciskaniu. To ta energia (skutek zakazu Pauliego i zasady nieoznaczonosci), a nie odpychanie elektryczne
(ktore jest ekranowane), daje twardos$¢ materii. Dyson i Lenard (1967) udowodnili, ze dzieki zakazowi
Pauliego energia wiazania ros$nie tylko proporcjonalnie do liczby czastek, wiec materia jest stabilna;

Dyson pokazat tez, ze natadowane bozony takiej stabilno$ci nie maja. FLP III-4-7

7. 1.4Hei®He réznia sie masa, wiec da sie sprawdzié¢, ktéra czastka trafita do detektora (choéby mierzac jej
energie). Drogi sa rozrdznialne: prawdopodobienistwa sie dodaje i znika podwojenie przy 90°.
2. Wystarczy, ze rozrdznienie jest mozliwe w zasadzie; nie trzeba go wykonywac. Jadro “He z kolei nie ma
zadnej cechy, ktora odrézniataby egzemplarze.

8. 1.\ = h/mv ~ 2,5 pm, odstep katowy A/d ~ 25 prad: przy detektorze odlegtym o 1,25 m to ok. 31 pm.

2. Goraca czgsteczka emituje fotony podczerwone; gdy jest ich duzo i maja krotka fale, kazdy niesie
informacje o drodze (reguta 3), wiec interferencja zanika (dekoherencja). Tak to zmierzono w 2004 r. dla
czasteczek C,,.
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