MATURA - POZIOM ROZSZERZONY 9.4

Wektory

W arkuszach rozszerzonych 2024-2026 wektory nigdy nie byty
osobnym zadaniem. Pojawialy sie wewnatrz zadan z okregiem
albo tréjkatem, za 4-5 punktoéw, jako zapis ,,punkt dzieli odcinek
w danym stosunku”. W kluczach jest za to osobny punkt za
poprawne przetozenie warunku wektorowego na wspotrzedne.
To krétka lekcja: wspodlrzedne i dlugos$¢ wektora, dziatania,
podzial odcinka i pole rownolegtoboku.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 25 min 6 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 40 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 3 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym,; IX.R3

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI

©  Przesuniecie zapisane liczbami
1 Wspdtrzedne, dtugosc, dziatania
2 Podziat odcinka

3 Rownolegtosc i pole

4 Trening rachunkowy

5 Namaturze

6 Najczestsze btedy

7 Sprawdz sie

8  Karta wzoréw i co dalej
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o Przesuniecie zapisane liczbami

Wektor E moéwi, o ile trzeba przesunac¢ punkt A, zeby trafi¢ w B: 0o 2z — 4 W poziomieio yg —
y4 W pionie. Dwa wektory sa réwne, gdy opisuja to samo przesuniecie, niezaleznie od tego, gdzie
sie zaczynaja. Dzieki temu warunek ,,ABC D jest réwnolegltobokiem” to po prostu E = ﬁ, a
zdanie ,M lezy na odcinku AB dwa razy blizej B niz A” to AM = 2AB.

1 Wspotrzedne, dtugosc, dziatania

~ )
58 WZORY (W BROSZURZE CKE)

E = [:EB — T4y, YpB — yA]a |ﬁ| = \/ U% +u%a
U+ U = [ur + v1, ug + v2, au = [aui, aus.

—
Koniec wektora: B = A + AB, czyli do wspélrzednych A dodaje sie wspoélrzedne
wektora.
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SYMULACJA 1 Wektory 4 i ¥ zaczepione w poczatku uktadu. Zmieniaj ich wspétrzedne i
wspoélczynnik ¢: rysunek pokazuje sume 4 + 9 (przekatng réwnolegtoboku), wektor ¢4 i
pole ré6wnolegloboku rozpietego na u i v.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
—_— UiV U4V =—t-u
u+v [5, 4] tu [6,0; 1,5] lul, Iv|] 4,123; 3,162 UV, — Upvy 11

pole rownolegtoboku 11

Suma u + v to przekatna rownolegtoboku rozpietego na u i v. Jego pole to |uv, — Uyvy| = 11. Znak
wyznacznika méwi tylko, czy v lezy po lewej (+), czy po prawej () stronie u.

Stan na rysunku: u = [4, 1], v = [1, 3], t = 1,5, pole rownolegtoboku 11.
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Przyktad 1.1

Wektor i jego dtugos¢

Danesq A = (1,—2) i B = (4,2). Oblicz wspdtrzedne i dtugosc wektora AB.

1 AB=[4-1,2+2 =[3,4].

—
2 |AB| =9+ 16.

[ Wynik: [3, 4], dtugosc¢ 5.

Przyktad 1.2

Czwarty wierzchotek rownolegtoboku

Punkty A = (—1,1), B = (3,2), C = (5, 6) sq kolejnymi wierzchotkami rownolegtoboku ABCD.

Wyznacz D.

1 AD = BC = [2,4].

2 D=A+][2,4].

[ Wynik: D = (1, 5). Kontrola: §rodki przekatnych AC i BD to oba (2, %) v.

/. ZADANIA - CZESC 1

1 Oblicz diugos¢ wektora [—5, 12].

2 u=[2,—1],9 =[-3,4]. Oblicz 2u — v.

3 A=(21), AB = [4,3]. Wyznacz B.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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2 Podziat odcinka

~ )
68 PUNKT DZIELACY ODCINEK

« AM=1t.4B «— M—=A+ t(B — A) (wspoélrzedna po wspoirzednej). Dlat € [0, 1]
punkt lezy na odcinku.

* |AM|:|MB| =k :1(punktnaodcinku) <= t= £, czyli M = L4tkE

* Srodek cigzkosci trojkata: 4-5+C.

Zapis typu AM = —2BM rozwiazuje sie jak réwnanie: M — A = —2(M — B), wiec
3M =A+2B.
o J

Przyktad 2.1

Stosunek z warunku wektorowego

A=(1,-4),B=(7,2), AM — —2BM. Wyznacz M i stosunek |AM| : |MB).

. A+2B 1+14 —4+4
1 M-A=-2M+2B,czyliM = -S :(—E ) 3+ )

2 M=A+ %(B — A): punkt lezy na odcinku, dwa razy dalej od A niz od B.

[ Wynik: M = (5,0), |[AM|: |MB|=2:1. ]

/. ZADANIA - CZESC 2 1 zadanie - ok. 2 min

1 Punkt M dzieli odcinek o koricach A = (0,0) i B = (10, 5) w stosunku |[AM|: |MB| = 3:
=  2.Wyznacz M.

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze
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3 Rownolegtosc i pole

Ve
58 WYZNACZNIK PARY WEKTOROW

Dla u = [ug,u2] 17 = [v1,v2] liczba d(u, ¥) = ujv2 — ugvy mowi dwie rzeczy:

* d=0 <= wektory sg rownolegte (to ten sam warunek co A; B, — A2 B; = 0dla
prostych w lekcji 9.1 Prosta na plaszczyznie);
* |d| to pole réwnolegtoboku rozpietego na @i v, a %|d| pole tréjkata.

W broszurze CKE jest wersja dla tréjkata o wierzchotkach A, B, C: P =

|

—
(zB — z4)(yc — ya) — (yB — ya)(zc — z4)|, czyli wlasnie }|d(AB, AC)|. Jest tam tez

wzo6r na Srodek ciezkosci trojkata.

Przyktad 3.1
Pole z wektorow

Oblicz pole rownolegtoboku rozpietego na wektorach @ = [4,1]i7 = [2, 3].

1 d=4-3—-1-2=10.

[ Wynik: pole 10. j

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 3 min

1 Dlajakiego m wektory [m, 2] i [3, 6] sa réwnolegle?

2 Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach (0, 0), (4,1), (1, 3).

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

4 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 15 przykladow i zadan, z odpowiedziamiiw

wersji do druku.

POZIOM A - DZIAEANIA
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http://127.0.0.1:38903/pl/matura/9-1/

/ ZESTAWY A

1  Oblicz.

a) ABi|AB|dla A — (2,5), b)3u-—20dlad=[1,2],
B=(-1,1) v =[3,-5]

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - PUNKTY

/. ZESTAWY B

1 Wyznacz punkt.

a)B,gdy A=(1,1)1i b) M na AB,
AB = [2,7] |AM| : |[MB| =1:3,
A =(0,0), B=(8,4)

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze

POZIOM C - ROWNOLEGLOSC I POLE

/. ZESTAWY C

1 Oblicz.
™ a)m, dlaktérego b) pole tréjkata (1, 1), (5,2),
[2,3] | [m, 9] (2,4)

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe  awo Srednie saa trudniejsze

Petny trening (15 przyktadow i zadan) >
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5 Na maturze

W puli CKE z lat 2024-2026 sa trzy zadania z wektorami, kazde za 4-5 punktow i zawsze razem z
okregiem albo tréjkatem: punkt dzielacy odcinek w danym stosunku, réwnolegtobok z danych
wektoréw. Osobny punkt w kluczu przyznaje sie za zapis wspélrzednych punktu przez
wspolrzedne koncéw odcinka (np. zp = %a: 4+ %a: B). Odwrocenie stosunku (np. 4 : 1 zamiast 1 : 4
) ograniczalo wynik. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 3 zadania - 11 pkt - ok. 30 min

1 (0-4 pkt) Réwnolegtobok ABCD ma wierzchotek A = (—2,—1), a AB — [6,2]1 AD =
" [1,4]. Wyznacz wspdirzedne wierzchotkéw C'i D, pole réwnolegtoboku i diugosé¢
przekatnej AC.

2 (0-4 pkt) Dane sa punkty A = (—1,3) i B = (5, —3). Punkt M spelnia warunek AM =

%B Okrag o $rodku M jest styczny do prostej y = = + 6. Wyznacz rOwnanie tego
okregu.

3 (0-3 pkt) Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych wektory 4 = [m — 1,319 =
e [2,m + 4] sa réwnolegte.

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

6 Najczestsze btedy

x ,,E = [z4 — zB, ya —yB].”

Od konica odejmuje sie poczatek: [z — x4, yp — y4]. Odwrdcenie daje wektor przeciwny.

X H 1Hn
n|AM| . ‘MB| = 2 . ].,WlQCM: A+ iAB-

Stosunek 2 : 1 oznacza, ze |AM| to 2 odcinka: M = A + %?

X ,Czwarty wierzchotek réwnolegtoboku ABCD: D = B + AC.
Dla kolejnych wierzchotkéw AD — BC, czyli D = A+ C — B.
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x ,Pole rownolegtoboku to u;vs — usv;.”

Warto$¢ bezwzgledna tej liczby. Znak zalezy tylko od kolejnosci wektordw.

7 Sprawdz sie

Odpowiedz w myslach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e ™
1 Wektorod (3,7) do (1,2)?

[—2, —5].

2 Czy wektory [2,—6] i [—1, 3] sa rownolegte?

Tak: 2 -3 — (—6)(—1) = 0 (drugi to —3 pierwszego).

. J
- D
3 Srodek ciezkosci tréojkata (0, 0), (3,0), (0,6)?
(1,2).
. J
- D
4 Tlewynosi [td|dlat = —3i |d| = 2?
6.
AN J
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s Karta wzorow i co dalej

~ N
DZIALANIA PODZIAL I POLE
AB=B A, |i| = Vi@ 1 & AM = tAB: M = A+ (B — A)
réwnoleglobok: E = ﬁ k:l: M= M;f%
pole: |U11)2 — UQ1)1|
\ J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sg wspolrzedne wektora, jego diugosé,
dodawanie wektoréw, mnozenie przez liczbe i przesuniecie o wektor. Sa tez wzér na pole tréjkata
przez wspotrzedne wierzchotkow i wspotrzedne $rodka ciezkos$ci tréjkata. Wzoru na punkt
dzielacy odcinek w danym stosunku nie ma.

Dalej: stereometria (lekcja 10.1 Proste, plaszczyzny i kqty w przestrzeni).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. /25 + 144 = 13.
2.[4+3, —2—4] = [7,—6].
3.B = (6,-2).
Zadania - czesc 2
1L.t=3: M=$%.(10,5) = (6,3).
Zadania - czesc 3
1.6m—-6=0, m=1.
2.34-3-1-1] =3,
Zestawy A
1.a)[~3,—-4],5 b)[-3,16]
Zestawy B
1.a) (3,8) b)(2,1)
Zestawy C
1.a)6 b) 1—21
Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Wierzchotki. D = A+ AD — (~1,3); AC — AB + AD — [1,6], C = (5,5).
2.Pole. [6-4—2-1] =22.
3. Przekatna. |AC| = /49 + 36 = 1/85.
1 pktza D. 2 pkt za C. 3 pkt za pole 22 (dowolng poprawna metoda). 4 pkt za v/85.

2. 1.PunktM.M =A+2[6,-6]=(-1+4, 3—4)=(3,-1).
2. Promien. prostaz —y + 6 =0: 7 = Jst/l-—;b‘t =& =5v2.
3. Réwnanie. (z — 3)? + (y + 1)? = 50.
1 pkt za zapis z)y = x4 + 3(zp — z4) (i analogicznie yy). 2 pkt za M = (3, —1). 3pktzar = 5v/2. 4 pkt

za rOwnanie.

3. 1. Warunek. (m — 1)(m +4) —3-2=0.
2. Réwnanie. m? + 3m — 10 = 0.
3. Wynik. m = 2 albom = —5.
1 pkt za warunek rownoleglosci. 2 pkt za rownanie kwadratowe. 3 pkt za oba rozwigzania.
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