MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 9.3

Prosta i okrag, dwa
okregi, styczna i
prosta prostopadta

Na poziomie rozszerzonym geometria analityczna to wylacznie
zadania otwarte za 3-6 punktow, czesto z dopiskiem ,,Rozwaz
wszystkie przypadki”. W maju 2025 zadanie z dwoma okregami
rozwigzato 23% zdajacych, w maju 2026 zadanie z trojkatem i
okregiem 33%. Uklady rownan z prosta i okregiem byty w lekcji
4.2 Uklady rownan z réwnaniem kwadratowym. Tu dochodza
narzedzia, ktére skracaja rachunek: odlegto$¢ punktu od prostej,
styczna prostopadla do promienia, symetralna jako zbior
punktow rowno odlegltych i potozenie dwéch okregdw.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 40 min 4 zadania w podstawa
czytania + ok. 60 tresci, probka programowa,
min zadan treningu zakres
rachunkowego, 4 r0Zszerzony:
zadania w stylu IX.R1, IX.R2,
maturalnym; IX.R4

pelny trening na
osobnej stronie
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o Odlegtosc zamiast uktadu

Czy prosta przecina okrag, mozna sprawdzi¢ ukladem réwnan i wyréznikiem. Szybciej jest
poréwnac odlegtosé d srodka okregu od prostej z promieniem r: d < r to dwa punkty wspoélne,

d = r to styczno$¢, d > r to brak punktéw wspélnych. Tak samo dla dwdch okregéw: poréwnuje
sie odleglos$¢ srodkéw z suma i réznica promieni. Zamiast rozwigzywac rownanie kwadratowe z
parametrem, dostaje sie jedno rownanie z wartos$cia bezwzgledna.

1 Odlegtos¢ punktu od prostej

S ~
3 WzZOR (W BROSZURZE CKE)
|Amg+By0+C’\
d(P, Az + By+C =0) = , P = (zy,1,).
( Yy ) T+ B2 (0, %)

* Prosta jest styczna do okregu o §rodku S i promieniu r <= d(S, prosta) = r.
* Cieciwa wycieta z okregu przez prosta w odlegltosci d < r od $rodka ma dlugosé
2v/r? — d2.

* Przed uzyciem wzoru prosta trzeba zapisa¢ w postaci ogolne;j.

Przyktad 1.1
Odlegtosc
Oblicz odlegtos¢ punktu P = (3, —1) od prostej 4z — 3y +5 = 0.

_43-3-(=1)+5] _ 20
1 d= V16+9 5

[ Wynik: d = 4. j
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Przyktad 1.2

Styczna z parametrem

Dla jakich m prostay = x + m jest styczna do okregu (z — 1)% + (y — 2)% = 82
1 Posta¢ ogélna: x — y +m = 0; §rodek S = (1,2), r = 2v/2.

2 % = 2v/2, czyli |jm — 1| = 4.

[ Wynik: m = 5 albo m = —3 (dwie styczne rownolegle). ]

Przyktad 1.3
Dtugosc cieciwy

Oblicz dlugos¢ cieciwy, ktdrq prosta 3z + 4y — 15 = 0 wycina z okregu x> + y* = 25.
1 d==3

2  Polowa cieciwy: /25 — 9 = 4.

[ Wynik: 8. ]

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 6 min

1 Oblicz odlegtos$¢ poczatku uktadu od prostej 5 + 12y — 26 = 0.

2 Dlajakich k prostay = kz jest styczna do okregu (z — 5)% + 3 = 9?

moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze
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2 Stycznaisymetralna

~ )
58 DWA FAKTY, KTORE ZASTEPUJA RACHUNEK

e Styczna w punkcie A okregu jest prostopadia do promienia S A. Wektor 5’7 = [p, 4|
daje od razu postaé ogdlna stycznej: p(z — z4) + q(y — ya) = 0.

e Symetralna odcinka AB to zbiér punktéw rowno odlegtych od A i B: prosta
prostopadta do AB przez jego $rodek. Srodek okregu przez A i B lezy na symetralnej
AB; wierzchotek tréjkata réwnoramiennego o podstawie AB tez.

Przyktad 2.1
Styczna w punkcie

Wyznacz réwnanie stycznej do okregu (z — 2)* + (y + 1)* = 25 w punkcie A = (5, 3).
1 Sprawdzenie: 9 + 16 = 25, wiec A lezy na okregu.

2 SA = [3,4]: styczna 3(z — 5) + 4(y — 3) = 0.

[ Wynik: 3z + 4y — 27 = 0. j

Przyktad 2.2
Punkt rowno odlegty

Na prostej y = x znajdz punkt C réwno odlegty od A = (1,2) i B = (5, —6).

1 Srodek AB: (3,—2); aap = 3 = —2, wiec symetralnamaa = 1: y = 3z — 1.
2 Przecieciezy =z:z = %x - %, x=—T.
[ Wynik: C = (—7,—7). Kontrola: |AC|? =64 + 81 =145 =144+ 1 = |[BC|]? v. ]
/. ZADANIA - CZESC 2 1 zadanie - ok. 2 min

1 Wyznacz réwnanie stycznej do okregu z2 + y? = 10 w punkcie (1, 3).
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

3 Dwa okregi

e I
63 POLOZENIE (ODLEGLOSC SRODKOW d , PROMIENIE 7, > 7y )

* d > ry + ry: rozlaczne zewnetrznie; d = ry + ry: styczne zewnetrznie;
* 11 —ry < d < r;+ re przecinaja sie w dwoch punktach;
* d=r; —ry > 0:styczne wewnetrznie; d < r; — ra: jeden wewnatrz drugiego.

Gdy okregi sie przecinaja, odjecie ich rownan daje prosta przez oba punkty wspolne
(lekcja 4.2 Uklady rownan z réwnaniem kwadratowym).

-

SYMULACJA 1 Zmieniaj promienie i odlegto$¢ srodkéw. Odczyt pokazuje, ktory z pieciu
przypadkéw zachodzi, i poréwnuje d z r; + 1y oraz r| — ry. Zwro¢ uwage na dwie

stycznosci: zewnetrzna i wewnetrzna.

d5,0 ri+r, 6,0 [ri=r2] 2,0 potozenie przecinaja sie punkty wspdlne 2

— okraggl — okrag2 — punkty wspodlne

Poréwnajd = 5,0 z suma 6,0 i roznicg 2,0 promieni. Okregi przecinajg sie doktadnie wtedy, gdy |r, —

ro] <d<ry+r,.

Stan na rysunku: r1 = 4,0, r2 = 2,0, d = 5,0; przecinaja sie.
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/ ZADANIA - CZESC 3 1 zadanie - ok. 2 min
1 Okredl polozenie okregdéw z® + y* = 4i (z — 3)? + (y —4)? = 9.

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

4 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 15 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - ODLEG+OSCI

/. ZESTAWY A
1 Oblicz odlegtosc.

a) (1,2)od 3z —4y +10 =0 b) miedzy prostymi
y=2x+1liy=2x+6

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - POLOZENIE

/. ZESTAWY B

1  Okresl polozenie.

a)y=z+4iz?+¢y>=38 b)z? +y? =161
(z-1?+y*=1
... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - STYCZNE I SYMETRALNE

/. ZESTAWY C
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1 Wyznacz.

a) styczna do z? + y? = 25
w punkcie (3,4)

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

Petny trening (15 przyktadow i zadan) >

5 Na maturze

W arkuszach rozszerzonych 2024-2026 ta lekcja daje jedno duze zadanie otwarte w sesji. Schemat
oceniania przyznaje punkty za kolejne obiekty: wspotczynnik kierunkowy, symetralna albo
prosta wspélna dwoch okregdw, réwnanie z jedna niewiadoma, wynik. State uwagi z kluczy:
odwrécony stosunek podziatu odcinka albo btednie wybrany punkt ogranicza wynik; zalozenie
prostopadtosci bez uzasadnienia daje co najwyzej 2 punkty; punkt podany bez sprawdzenia
rachunkiem nie dostaje punktéw. Jesli tre§¢ moéowi ,rozwaz wszystkie przypadki”, trzeba podacé
wszystkie rozwigzania. Ponizsze zadania sg nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 14 pkt - ok. 45 min

1 (0-4 pkt) Srodek okregu lezy na prostej y = 2z, okrag jest styczny do osi Oz i przechodzi
«=»  przez punkt A = (3,2). Wyznacz réwnanie tego okregu. Rozwaz wszystkie przypadKki.

2 (0-4 pkt) Dane sa punkty A = (—2,1)i B = (4,5). Punkt C lezy na prostejz +y — 1 = 0,
== atréjkat ABC jest rGwnoramienny o podstawie AB. Oblicz wspétrzedne C' i pole
trojkata ABC.

3 (0-3 pkt) Wyznacz réwnania stycznych do okregu (z — 2)? + (y — 1)? = 5 réwnolegtych
e«=  do prostej y = 2z.

4  (0-3 pkt) Oblicz dtugo$é cieciwy, ktéra prosta z — y + 1 = 0 wycina z okregu (z — 3)% +
- (y—2)2=10.

moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze
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Najczestsze btedy

»Odlegtos¢ od prostej y = 2z + 1: wstawiam A =2, B =1.”
Najpierw posta¢ ogélna: 2z —y+1=0,czyliA=2,B=—-1,C = 1.

»Styczne do okregu rownolegte do danej prostej: jest jedna.”

Zawsze dwie, symetryczne wzgledem $rodka okregu. Réwnanie z wartoscia
bezwzgledna daje oba wyniki.

»Okregi o d < r; + ry sie przecinaja.”

Tylko gdy dodatkowo d > r; — r2. Inaczej jeden okrag lezy wewnatrz drugiego albo sa
styczne wewnetrznie.

»Znalaztem jeden okrag, koniec zadania.”

Réwnanie kwadratowe z parametrem zwykle ma dwa rozwigzania. Jesli oba spetniaja
warunki zadania, trzeba podac oba.

Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

~ N
1 Prosta jest w odleglosci 3 od srodka okregu o promieniu 5. Jak dluga jest
cieciwa?
2v/25 -9 =8.
G J
- A
2 Gdzie lezy $rodek okregu przechodzacego przez Ai B?
Na symetralnej odcinka AB.
G J
- A
3 Okregi o promieniach 71 3, odleglo$¢ $rodkow 4. Polozenie?
d = 7 — 3: styczne wewnetrznie.
G J
- A
4 Stycznado z? + y* = 25 w punkcie (-3, 4)?
—3x + 4y = 25.
G J
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s Karta wzorow i co dalej

4 N
PROSTA I OKRAG DWA OKREGI
d = Az iuid] dvsry+r2iry — 1o
styczna: d = r; cieciwa 24/7? — d? symetralna: punkty réwno odlegle od A i
B
styczna w A: 54 jest jej wektorem
normalnym odjecie rownan: prosta przez punkty
wspoélne
o J
W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” jest wzér na odlegto$¢ punktu od prostej,
réwnanie okregu w obu postaciach i warunki prostopadtosci prostych. Warunkéw potozenia
dwoch okregéw ani wzoru na dlugosé cieciwy w tej postaci tam nie ma.
Dalej: wektory (lekcja 9.4 Wektory).
9/11
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 8 =2.

b3

oy =0 B 2 _ g2 _ 43
2. kx y—O.\/m—S, 25k° = 9k° +9, k= +3.

Zadania - czesc 2

1.54 =[1,3]: (¢ —1)+3(y—3) =0, czyliz + 3y = 10.
Zadania - czes¢ 3

1.d = 5 = 2 4 3: styczne zewnetrznie.
Zestawy A

1.a)1 b)+/5
Zestawy B

1. a) styczne (d = 24/2 = r) b) jeden wewnatrz drugiego (1 < 3)
Zestawy C

1.2) 3z + 4y = 25
Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Srodekipromien. S = (a,2a); styczno$é z Oz: r = |2al.
2. Warunek. |SA| = r: (3 —a)? + (2 — 2a)? = 4a’.
3.Réwnanie. a®> — 14a + 13 = 0: a = lalboa = 13.
4. Wynik. (z — 1)> + (y — 2)> = 4 albo (z — 13)? + (y — 26)* = 676.
1pktza S = (a,2a)ir = |2a|. 2 pkt za rOwnanie z niewiadoma a. 3 pkt za a € {1, 13}. 4 pkt za oba

rOwnania.

2. 1.Symetralna AB. §rodek M = (1,3),a4p = § = 3, Wiecy = —3z +

[\l M=)

2.PunktC.zz+y=1z—-3z+3=1,2=7 C=(7,-6).
3.Pole. |[AB| = V52 = 213, |MC| = /36 + 81 = 3V13, P = } - 2v/13-3v/13 = 39.

1 pkt za §rodek AB i wspéiczynnik symetralnej. 2 pkt za rownanie symetralnej. 3 pkt za C. 4 pkt za
pole 39.

3. 1.Szukane proste. y = 2z + m, czyli 2z —y + m = 0.
2. Styczno$é. 1471%[ =+/5, |m+3| =5.
3. Wynik. y = 2z 4 2 alboy = 2z — 8.

1 pkt za posta¢ y = 2z + m. 2 pkt za rbwnanie |m + 3| = 5. 3 pkt za obie styczne.

4. 1.0dlegloéé érodka. d = %L = /2.

2. Polowa cieciwy. /10 — 2 = 2+/2.
3. Wynik. 4v/2.
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1 pkt za d = /2. 2 pkt za tréjkat prostokatny z r, d i potowa cieciwy. 3 pkt za 41/2. Droga przez uktad
rownan tez jest akceptowana.

Matura z matematyki - Lekcja 9.3: Prosta i okrag, dwa okregi, styczna i prosta prostopadta - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z
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