MATURA - POZIOM PODSTAWOWY @ 9.2

Odlegtosc¢, rownanie
okregu i symetrie

To jeden z najczestszych tematow zadan zamknietych w arkuszu
podstawowym: w maju 2025 i 2026 trzy zadania z tej lekcji miaty
poziom wykonania 61-70%. Punkty traci sie gtéwnie na
znakach. W réwnaniu (z — 2)? + (y + 4)* = 20 $rodek to (2, —4),
a promien to 1/20, nie 20. Ta lekcja éwiczy doktadnie te odczyty,
a do tego odleglos¢, sSrodek odcinka i wspéirzedne obrazéw w

symetriach.
CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 30 min 9 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 40 prébka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 5 zakres
zadan w stylu podstawowy:
maturalnym; IX.3, IX.4, IX.5

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI

0  Twierdzenie Pitagorasa w uktadzie wspotrzednych
1 Odlegtos¢ i srodek odcinka

2 Rdéwnanie okregu

3 Symetrie

4 Trening rachunkowy

5 Namaturze

6 Najczestsze btedy

7 Sprawdz sie

8  Karta wzoréw i co dalej
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o Twierdzenie Pitagorasa w uktadzie wspotrzednych

Odcinek miedzy punktami A i B jest przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego, ktorego
przyprostokatne maja diugosci |[zp — 4| i |y — yal|- Stad wzdr na odlegtosc. Okrag o Srodku S i
promieniu r to zbiér punktéw odleglych od S dokladnie o r; jego rownanie to po prostu ten wzor
podniesiony do kwadratu. Symetrie zmieniaja znaki wspoétrzednych, wiec obraz okregu ma ten
sam promien i Srodek w odbitym punkcie.

1 Odlegtosc i srodek odcinka

~ )
58 WZORY (W BROSZURZE CKE)

|AB| = v/(z5 — z4)® + (y5 — ya)?, S= (mA+wB yA+yB>.

2 7 2

Gdy znany jest Srodek S i jeden koniec A, drugi koniec to B = (225 — x4, 2ys — y4).
o J

Przyktad 1.1
Dtugosc i srodek
Oblicz dtugosc odcinka o koricach A = (—1,2), B = (5, —6) i wspétrzedne jego srodka.

1 |AB| = /62 + (—8)2 = 4/100.

2 S (5 50),

[ Wynik: |[AB| =10, S = (2,-2). J

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 5 min

1 Oblicz odlegto$¢ punktéw (2,3) 1 (5,7).

Punkty A = (1,1) i B = (4, —3) sa kolejnymi wierzchotkami kwadratu. Oblicz obwdd i

N

= dlugosé przekatnej kwadratu.

3 Punkt C = (z,4) lezy w odlegtosci 5 od punktu A = (1,0). Oblicz x.
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

2 Rownanie okregu

4 )
3 POSTAC KANONICZNA (W BROSZURZE CKE)

(x —a)®>+ (y — b)* = r? §rodek S = (a,b), promiei r > 0.

* W nawiasach sg minusy: (z + 3)? oznaczaa = —3.

* Po prawej stoi r%: dla r? = 20 promien to 2+/5.

* Okrag przecina o$ Oz, gdy |b| < r; jest do niej styczny, gdy |b| = r; nie ma z nia
punktéw wspdlnych, gdy |b| > r. Dla osi Oy poréwnuje sie |a| z r.
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SYMULACJA 1  Ustaw Srodek (a, b) i promien okregu. Odczyt pokazuje rownanie w
postaci kanonicznej i liczbe punktéw wspolnych z kazda osia. Przetacznik symetrii rysuje
obraz okregu wzgledem osi Oz, osi Oy albo poczatku ukladu: promien sie nie zmienia,
zmieniaja sie znaki wspotrzednych $rodka.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

— okragg — obraz wsymetrii = punkty wspolne z osiami
rownanie (x - 2)2 + (y + 3)2 = 9 $rodek, promien (2, -3); r = 3
punkty wspolnezOx 1 (stycznos$é¢) (|b] = 3, r = 3,00)

punkty wspdlnez Oy 2 (l]al = 2)

W nawiasach stojg liczby przeciwne do wspotrzednych $rodka, a po prawej stronie r?, nie r. Okrag
przecina o$ Ox, gdy |b| <r,i0$ Oy, gdy |a] <.

Stan na rysunku: okrag (x - 2)2 + (y + 3)2 = 9.

9.2 - Odlegtos¢, réwnanie okregu i symetrie 4]12



Przyktad 2.1
Srodek i punkt okregu

Wyznacz rownanie okregu o srodku S = (2, —1) przechodzqcego przez punkt P = (5, 3).

1 r=|SP|=+32+42=5.

[ Wynik: (z — 2)? + (y + 1)* = 25. J

Przyktad 2.2
Postac rozwinieta (poziom rozszerzony)
Wyznacz srodek i promieri okregu z* + y* — 6z + 4y — 3 = 0.
1 Uzupehienie do kwadratéw: 2 — 6z = (z — 3)2 — 9, 3> +4y = (y +2)* — 4.

2 (z—-3)24+(y+2)?2=3+9+4=16.

Wynik: S = (3, —2), » = 4. Na poziomie podstawowym réwnanie okregu jest
podawane w postaci kanoniczne;j.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 6 min

1 Odcinek o koricach A = (—1,4) i B = (5, —4) jest $Srednica okregu. Wyznacz rownanie
- okregu.

2 Ile punktéw wspdlnych z kazda z osi ma okrag (z + 3)* + (y — 1)> = 92

3 Czy punkt (0,1) lezy na okregu (z + 3)* + (y — 1) = 9?

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze
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3 Symetrie

~ N
§8 OBRAZ PUNKTU (z,5) (W BROSZURZE CKE)

* wzgledem osi Oz: (z, —y);

* wzgledem osi Oy: (—z,y);

* wzgledem poczatku uktadu O: (—z, —y);

* wzgledem punktu K = (p,q): (2p — z, 2q — y) (K jest srodkiem odcinka miedzy
punktem a obrazem).

Obraz okregu to okrag o tym samym promieniu i Srodku w obrazie §rodka. Obraz
prostej: w jej réwnaniu zamienia sie y na —y (symetria wzgledem Ox) albo z na —z
(wzgledem Oy).

- J

Przyktad 3.1
Obraz okregu
Wyznacz réwnanie obrazu okregu (z — 1) + (y + 4)? = 5 w symetrii wzgledem osi Oy.

1 Srodek (1, —4) przechodzi na (—1, —4); promien bez zmian.

[ Wynik: (z + 1)* + (y +4)* = 5. }

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 4 min

1 Podaj obraz punktu P = (3, —5) w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspdtrzednych.

2 Podaj obraz punktu P = (3, —5) w symetrii wzgledem punktu K = (1,2).

3 Wyznacz rownanie obrazu prostej y = 2z + 3 w symetrii wzgledem osi Oz.

moo podstawowe mwo Srednie saa trudniejsze
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4 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 18 przykitadow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - ODCINKI

/. ZESTAWY A

1  Oblicz.

a) |AB| dla (0,0)i(6,8) b) A =(2,-1),$rodek AB
to (5,3); B

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - OKREGI

/. ZESTAWY B

1 Podaj $rodek i promien albo réwnanie okregu.

a) (z—3)2+ (y+5)2=16  b)srednicaod (0,0) do
(6,8)

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - SYMETRIE

/Z ZESTAWY C

1 Podaj obraz.

a) (—4,7) wzgledem Oz b) okrag
(z+1)*+(y—-2)°=3
wzgledem O

... pozostate przyktady na stronie treningu
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

Petny trening (18 przyktadow i zadan) >

5

Na maturze

W arkuszach podstawowych 2024-2026 ta lekcja daje kilka zadan zamknietych w kazdej sesji:

réwnanie okregu z danych ($rodek i punkt, $rednica), obraz okregu w symetrii, potozenie okregu

wzgledem osi, obwod kwadratu z dwéch wierzchotkéw. Dystraktory w odpowiedziach to prawie

zawsze r zamiast r? i zamienione znaki. W informatorze i prébnych arkuszach jest tez zadanie

otwarte za 4 punkty, ktére taczy kwadrat, symetrie i okrag. Ponizsze zadania sg nasze, w stylu

arkusza.
/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 8 pkt - ok. 20 min
1 (0-1 pkt) Okrag o srodku S = (—2, 3) przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych.

Rownanie tego okregu to

13
V13

A (z+2)°+ (y—3) =13 B. (z —2)*+ (y +3)?
C.(z+2)+(y—3)?2=+13 D. (z —2)? + (y + 3)*

(0-1 pkt) Obrazem okregu (z — 4)2 + (y + 1)? = 7 w symetrii wzgledem osi Oz jest okrag

A (z+4)2+ (y+1)= B.(z—4)24+(y—12=7
C.(z+4)2+(y—-12=7 D. (z—4)+ (y+1)2 =149

(0-1 pkt) Dany jest okrag (z + 2)* + (y — 3)* = 4. Ocen prawdziwo$é zdan.

1. Okrag nie ma punktéw wspélnych z osiag Oz. P F
2. Okrag jest styczny doosi Oy. P F

(0-1 pkt) Uzupelnij zdanie. Punkty A = (—2,—1) i C = (4,7) sa przeciwlegtymi
wierzchotkami kwadratu. Bok tego kwadratu ma diugos¢ ______.

(0-4 pkt) Punkty A = (1, —2) i C = (7, 6) sa przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu
ABCD. Kwadrat A'B'C'D' jest obrazem kwadratu ABC D w symetrii wzgledem osi Oz.
Wyznacz réwnanie okregu wpisanego w kwadrat A'B'C'D’.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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6 Najczestsze btedy

X

»(z+3)%+ (y — 1) = 9 ma érodek (3, —1).”

Srodek ma wspélrzedne przeciwne do liczb w nawiasach: (—3,1).

X

»Promien okregu (z — 2) + % = 20 to 20.”
Po prawej jest 72: 7 = /20 = 24/5.

x ,Symetria wzgledem osi Oz zmienia znak x.”

Zmienia znak y: punkt odbija sie w pionie, przez o$ Oz. Odlegto$¢ od osi Oz to |y|.

X

,»Obraz okregu w symetrii ma inny promien.”

Symetria zachowuje odleglosci: promien jest ten sam, przesuwa sie tylko srodek.

7 Sprawdz sie

Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- D
1 Jaki jest $rodek i promien okregu z? + (y + 5)? = 3?
(0,—5)1i/3.
- J
- D

2  Obraz punktu (—2, 6) wzgledem osi Oy?
(2,6).

3 Okrag o $rodku (4, —3) jest styczny do osi Oz. Ile wynosi promien?

3.

4 Odlegtos¢ punktu (6, 8) od poczatku ukladu?
10.
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s Karta wzorow i co dalej

e N
ODCINEK I OKRAG SYMETRIE
|AB| = \/Az? + Ay?; érodek: $rednie Oz: (z,—y); Oy: (—=z,y); O: (—z,—y)
(z —a)®+ (y — b)* = 2 wzgledem K: (2p — z,2q — y)
0$ Oz: poréownaj |b| zr; 0§ Oy: |a| zr okrag: odbijasz $rodek, r bez zmian )
-

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sa wzory na dlugos¢ odcinka i sSrodek odcinka,
réwnanie okregu w postaci kanonicznej (i rozwinietej) oraz wspotrzedne obrazéw w symetriach

wzgledem osi, poczatku ukladu i dowolnego punktu.

Dalej: prosta i okrqg, dwa okregi, styczne (lekcja 9.3 Prosta i okraqg, dwa okregi, styczna i prosta
prostopadta, poziom rozszerzony) albo stereometria (lekcja 10.1 Proste, ptaszczyzny i katy w
preestrzent).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.4/9+16 = 5.
2. Bok |[AB| = /9 F 16 = 5: obwéd 20, przekatna 5+/2.
3.(x—1)?+16 =25, (z—1)>=9:2=4alboz = —2.
Zadania - czesc 2

1. Srodek (2,0), promien [AB| = 1-10 = 5: (z —2)* 4+ y* = 25.

2.8 =(-3,1),7 =3.05 Oz: |b| =1 < 3, dwa punkty. O$ Oy: |a| = 3 = r, jeden punkt (stycznos¢).

3. Tak: 9 + 0 = 9 (to wlasnie punkt stycznosci z osig Oy).
Zadania - czes¢ 3
1. (-3,5).
2.(2-1-3,2-2+5)=(-1,9).
3.—y=2zx+3,czyliy = -2z — 3.
Zestawy A
1.a) 10 b) (8,7)
Zestawy B
1.a) (3,-5),r=4 b)(z -3+ (y—4)? =25
Zestawy C
1.a) (—=4,-7) b)(z— 12+ (y+2)* =3
Zadania w stylu maturalnym
LA =|SO2=4+09.
2. B. Srodek (4, 1) — (4,1).
3. PP. r = 2; odlegto$é srodka od Oz to 3 > 2,0d Oy to 2 = r.
4.54/2: przekatna |AC| = 10, bok %.

5. 1.Srodek kwadratu. $rodek AC: S = (4,2).

2. Bok. |[AC| = /36 + 64 = 10, bok 51/2, promien okregu wpisanego r = #, r? = 275

3. Obraz. S’ = (4, —2); promien sie nie zmienia.
4. Réwnanie. (z — 4)? + (y +2)? = £.
1 pktza S albo |AC|. 2 pkt za Sir. 3 pkt za S’ i r. 4 pkt za réwnanie.
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