MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 8.6

Czworokaty wpisane

| opisane, twierdzenie
odwrotne do
twierdzenia Talesa

Na poziomie rozszerzonym czworokat wpisany w okrag albo
opisany na okregu pojawia sie praktycznie w kazdej sesji 2024-
2026, za 4-6 punktéw. W maju 2026 zadanie o czworokacie
jednoczes$nie wpisanym i opisanym rozwigzato 50% zdajacych,
co czyni je jednym z latwiejszych w arkuszu. Wystarcza dwa
odruchy: przeciwlegte katy sumuja sie do 180°, przeciwlegte
boki maja rowne sumy. Potem twierdzenie cosinusow dla
wspolnej przekatnej zapisane w dwéch tréjkatach.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 35 min 7 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 60 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 4 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym,; VIIIL.R1, VIII.R2

pelny trening na
osobnej stronie
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o Dwa warunki

Na kazdym tréjkacie da sie opisaé okrag i w kazdy trojkat da sie okrag wpisac. Z czworokatami tak
nie jest. Okrag da sie opisac tylko wtedy, gdy przeciwlegte katy dopelniaja sie do 180° (bo sa
wpisane i oparte na tukach, ktére razem daja caly okrag). Okrag da sie wpisaé tylko wtedy, gdy
sumy przeciwleglych bokéw sa réwne (bo odcinki styczne z kazdego wierzcholka sa réwne). Oba
warunki sg w broszurze CKE. Zadanie polega na zamianie ich na réwnania.

1 Czworokat wpisany w okrag

~ )
58 WARUNEK I JEGO KONSEKWENCJE

* Na czworokacie ABCD mozna opisaé okrag <= a+v =+ § = 180°.
* Wtedy cosy = — cosaisin+y = sin a. Przekatna BD z dwoch trojkatow:

|IBD|? = a*> 4+ d* — 2ad cos a = b* + ¢* 4 2bccos a,

gdziea = |AB|,d = |AD|, b = |BC|, ¢ = |CD|. Jedno réwnanie, jedna niewiadoma

COS .
|BD|
sina *

* Kat prosty i $rednica: jesli ZABC = 90°, to B lezy na okregu o $rednicy AC. W
czworokacie wpisanym z katem prostym przy B przekatna AC jest $rednica, a kat

* Pole: P = (ad + bc) sin a; promieni z twierdzenia sinusoéw: 2R =

przy D tez jest prosty.
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SYMULACJA 1  Cztery punkty na okregu wyznaczaja czworokat wpisany. Przesuwaj je i
obserwuj sumy przeciwleglych katéw (zawsze 180°) oraz sumy przeciwlegtych bokéow.
Gdy te drugie sie zréwnaja, czworokat jest takze opisany na okregu.

— okrag opisany — czworokagt ABCD — katyAiC
LA+ /£LC 75° + 105° = 180° /B+ /D 110° + 70° = 180° |AB| +|CD| 2,946 R

|BC| + |DA| 2,577 R okrag wpisany nie istnieje

Katy przeciwlegte sumujg sie zawsze do 180°, bo sg katami wpisanymi opartymi na dwoch tukach,
ktére razem tworza caty okrag. Sumy przeciwlegtych bokow na ogot sie roznia.

Stan na rysunku: katy A, B, C, D: 75°, 110°, 105°, 70°; |AB| + |CD| = 2,95R, |BC| +
|DA| = 2,58R.
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Przyktad 1.1
Kat z cosinusow dla wspolnej przekatnej

Czworokqt ABC D jest wpisany w okrag, |AB| = |AD| =17, |BC| = 3, |CD| = 5. Oblicz Z/BAD,
|BD)| i pole czworokqta.

1 ZBCD = 180° — a, wiec cos ZBCD = —cosa.

2 |BD]?=49+49 —98cosa =9 + 25 + 30 cos a, czyli 64 = 128 cos a, cosa = %, o = 60°
3 |BD]>=98—49 =49, [BD|=T.

4 P=1(7-7+3-5)sin60° =164

[ Wynik: /BAD = 60°, |BD| =17, P = 16+/3. ]
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Przyktad 1.2
Kat prosty, czyli srednica

Czworokqt ABC D jest wpisany w okrqg, ZABC = 90°, |AB| = 6, |[BC| = 8, |AD| = |CD|.
Oblicz promient okregu, | AD| i pole czworokqta.

D
<

@
B

1 Kat prosty przy B: AC jest $rednica, |AC| = 10, R = 5.

2 ZADC =180° —90° = 90°i |AD| = |CD|: tr6jkat prostokatny rOwnoramienny,
|AD| = % = 5v2.

3 P=3-6-8+13-(5v2)"=24+25.

[ Wynik: R =5, |AD| = 5v/2, P = 49. ]

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 5 min

1 Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, ZA = 75°, /B = 110°. Oblicz ZC'i ZD.

2 Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, ZABC = 90°, |AB| = 5, | BC| = 12. Oblicz
= promien okregu.

3 Katy czworokata ABC D maja kolejno miary 80°, 100°, 110°, 70°. Czy da sie na nim
= opisac okrag?

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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2 Czworokat opisany na okregu

e I
s WARUNEK I POLE

* W czworokat wypukly ABC D mozna wpisaé okrag <= |AB|+ |CD| = |BC|+
|AD|.

* Pole czworokata opisanego: P = p - r, gdzie p to polowa obwodu (tak samo jak w
tréjkacie).

* W trapezie opisanym wysoko$¢ jest Srednicg okregu: h = 2r, a suma podstaw jest
réwna sumie ramion.

Przyktad 2.1
Trapez opisany

Trapez rownoramienny o podstawach 8 i 2 jest opisany na okregu. Oblicz ramig, promient okregu i
pole trapezu.

A

1 842 =2c,wiecramiec = 5.
2 Rzutramienia: 82 = 3, wysoko$¢ h = /25 — 9 = 4, czylir = 2.

3 P=2%2.4=20.Kontrola:p-r =10-2 =20 v.

[ Wynik: ramie 5, » =2, P = 20. ]

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 8 min

1 W czworokat ABCD wpisano okrag, |AB| = 7, |BC| = 5, |CD| = 4. Oblicz | DA|.

2 Trapez prostokatny jest opisany na okregu o promieniu 3, a jego dtuzsze ramie ma
«=  dlugos$é 10. Oblicz dtugos$ci podstaw i pole.
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3 Romb o boku 5 jest opisany na okregu o promieniu 2. Oblicz pole rombu.

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

3

Oba warunki naraz

‘= CZWOROKAT WPISANY I OPISANY

1. Z kata danego przy A: kat przy C to 180° — a.

2. Przekatna BD ztréjkata ABD (dane dwa boki i kat) i z tréjkata BC' D (dwa nieznane
boki z, y i kat 180° — ).

3. Warunek opisania: |[AB| + y = |AD| + = wiaze niewiadome. Razem uktad dwoéch
réwnan, zwykle kwadratowy.

4. Pole suma pol tréjkatow ABD i BCD.

Wedtug zasad oceniania CKE z maja 2026 kazdy z trzech warunkéw (twierdzenie o

czworokacie opisanym, twierdzenie cosinuséw dla przekatnej, kat przy C) byl wart osobny
punkt. Pelne zadanie tego typu jest w sekcji maturalne;j.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

4
~ )
58 ROWNOLEGLOSC Z PROPORCJII (W BROSZURZE CKE)
Ramiona kata o wierzchotku O przecinaja proste ABi CD (A4, C na jednym ramieniu, B, D
na drugim). Jezeli !gg: I‘g?l to AB || CD.
Twierdzenie stuzy do wykazania réwnolegtosci, gdy znamy tylko dlugosci. Potem
mozna juz korzystac z podobienstwa tréjkatow OAB i OC D (lekcja 8.4 Twierdzenie
Talesa i podobienstwo), a wiec i z rownosci katéw. Uwaga: poréwnuje sie odcinki
liczone od wierzchotka O; réwnos¢ }%} Jgg\ daje to samo.
- J
8/15
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Przyktad 4.1
Czy odcinek jest rownolegty do boku

Na bokach AC i BC trdjkgta ABC lezq punkty D i E, przy cgym |CD| = 4, |DA| = 6, |CE| = 6,

|[EB| = 9. Wykaz, ze DE || AB, i oblicz 7.

1 ICD| _ 4 2 [CE| _ _ 2
CA|l — 10 — 52 |CB| — 5

Gle

2 Ilorazy sa rdwne, wiec z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa DE || AB.

se . .9
3 Trdjkaty CDE i CAB sa podobne w skali .

) DE
[ Wynik: DE || AB, ﬁ =2, }

/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 3 min

1 Nabokach AC i BC tréjkata ABC leza punkty Di E: |CD|=3,|DA| =5, |CE| =4,
« |EB|=6.Czy DE || AB?

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 15 przyktadow i zadan, z odpowiedziamii w

wersji do druku.

POZIOM A - KATY

/. ZESTAWY A

1 Czworokat ABCD (katy podane kolejno). Odpowiedz.

a) wpisany, LA = 70°;, £C b) katy 70°, 90°, 100°, 100°:
czy da sie opisa¢ okrag?

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - BOKI I PROMIEN OKREGU WPISANEGO
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/. ZESTAWY B

1  Oblicz.
- a) opisany, |AB| = 5,
|BC| =6, |[CD| =8; |[DA|

... pozostate przyktady na stronie treningu
moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

POZIOM C - KAT PROSTY I SREDNICA

/. ZESTAWY C

1  Oblicz.

a) wpisany, ZABC = 90°,
|AC| = 10, |AB| = 6; |BC|

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

Petny trening (15 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W arkuszach rozszerzonych 2024-2026 to zadania otwarte za 4-6 punktéow i dowody za 3-5
punktéw. Schemat oceniania przyznaje punkty za kolejne zaleznosci: warunek wpisania lub
opisania, twierdzenie cosinuséw dla przekatnej, réwnanie z jedna niewiadoma, wynik. Uwaga z
czerwca 2026: gdy z danych wynikaja dwa czworokaty (réznigce sie kolejnoscia bokow),
rozpatrzenie jednego bez komentarza o drugim ogranicza wynik. Ponizsze zadania sa nasze, w
stylu arkusza.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 17 pkt - ok. 50 min

1 (0-6 pkt) Czworokat ABCD jest wpisany w okrag i opisany na okregu. |AB| =6, |AD| =
e 4 /BAD = 60°. Oblicz dtugosci bokéw BC'i C'D oraz pole czworokata.
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2 (0-4 pkt) Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, AB | BC, |AB| =5, |BC|=12,a
=== pole czworokata jest rowne 60. Oblicz obwdd czworokata.

3 (0-4 pkt) Trapez réwnoramienny o podstawach 18 i 8 jest opisany na okregu. Oblicz
== promien tego okregu i pole trapezu.

4 (0-3 pkt) Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Proste AB i DC przecinaja sie w
=== punkcie P, przy czym B lezy miedzy Ai P, a C miedzy D i P. Wykaz, ze tréjkaty PBC'i
PDA sa podobne.

D
A
C
B
p
oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze
7 Najczestsze btedy
x ,c0s8(180° — a) = cosa.”
cos(180° — a) = — cos a. Ten znak zmienia wszystko w rownaniu na przekatna; w 2026

roku byl gtéwnym zZrédlem biedow.

x W czworokacie wpisanym sasiednie katy sumuja sie do 180°.”

Przeciwlegle. Sasiednie sumuja sie do 180° w rownolegloboku i przy ramionach trapezu.
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x ,Czworokat opisany:a +b=c+ d.”
Sumy bokéw przeciwlegltych: |[AB| + |CD| = |BC| + |DA].

x ,Kazdy trapez mozna wpisac¢ w okrag.”

Tylko réwnoramienny: w trapezie katy przy ramieniu sumuja sie do 180°, wiec warunek
katow przeciwleglych wymusza réwne katy przy podstawie.

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- A
1 Czynakazdym prostokacie da sie opisa¢ okrag?

Tak: przeciwlegte katy proste sumuja sie do 180°.

2 Czy w kazdy romb da sie wpisa¢ okrag?

Tak: wszystkie boki sa rowne, wiec sumy przeciwlegtych bokow tez.

3 W trapez opisany na okregu o promieniu 5: jaka jest wysoko$¢?

10.

4  Czworokat wpisany ma kat prosty przy B. Co wiadomo o przekatnej AC?

Jest srednica okregu.
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9 Karta wzorow i co dalej

4 N
WPISANY OPISANY
a+v=p0+6=180° a + ¢ = b+ d (przeciwlegle)
a®> 4+ d?> — 2adcosa = b? + ¢* + 2bccos a P =p-r;trapez: h = 2r
kat prosty = przekatna jest $rednica

o /
W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sg oba warunki (okrag opisany na

czworokacie, okrag wpisany w czworokat), twierdzenie cosinuséw i twierdzenie sinuséw. Wzoru

P = p - r dla czworokata ani zwigzku cos(180° — o) = — cos a W tej postaci w czesci o
czworokatach nie ma; drugi wynika ze wzorow redukcyjnych.

Dalej: geometria analityczna, prosta na ptaszczyznie (lekcja 9.1 Prosta na ptaszczyznie).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. ZC =105°, £D = 70°.
2. AC jest $rednica: |[AC| = 13, R = L.
3.Nie: ZA+ ZC = 80° + 110° = 190° # 180°.
Zadania - czesc 2
1.7+4="5+|DA|, |DA| = 6.

2. 1.Krotsze ramie to wysokos$é: h = 6; suma podstaw 6 + 10 = 16.
2. R6znica podstaw: 4/100 — 36 = 8, wiec podstawy 121 4.
3.P=Y.6=48

3. Wysoko$¢ rombu to $rednica: 4; P =5-4 =20 (albop-r =10-2).

Zadania - czesc 4
1. % =3, % = 1+ = %.Ilorazy sa rézne. Gdyby DE || AB, z twierdzenia Talesa ilorazy bytyby

réwne, wiec odcinki nie sg réwnolegte.

Zestawy A

1.a) 110° b) nie
Zestawy B

1.a)7
Zestawy C

1.a)8
Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Katprzy C. ZBCD = 120° (czworokat wpisany).
2. Przekatnaz ABD. |[BD|> =36 +16 —2-6-4- % = 28.
3. Warunek opisania. |AB| + |CD| = |AD| + |BC|:zz = |BC|,y = |CD| mamy z = y + 2.
4. Przekatnaz BCD. 28 = 2? + y* — 2zycos 120° = 2% + % + zy.
5. Réwnanie. (y +2)2 + 1> +y(y +2) =28, czyli3y? + 6y —24 =0, y* + 2y — 8 =0:y =2 (boy > 0), 2 = 4.
6.Pole.1.6.4- L +1.4.2.8 =6\/3+2/3=38/3.

1 pkt za kazdy z trzech warunkéw: ZC = 120°, |BD|* = 28, |AB| + |CD| = |AD| + |BC|. 4 pkt za
réwnanie z jedna niewiadoma. 5 pkt za | BC| = 4, |CD| = 2. 6 pkt za pole 8+/3.

2. 1.Srednica. ZABC = 90°, wiec AC jest $rednica: |AC| = 13,a ZADC = 90°.
2. Tréjkat ACD. Pycp =60 —30 = 30:zc = |CD|,d = |AD|: cd = 60, ¢ + d* = 169.
3.Suma. (¢ +d)? = 169 + 120 = 289, ¢+ d = 17 (boki to 51 12 w jednej z dwdch kolejnosci).
4.0bwod. 5 + 12 + 17 = 34 w obu przypadkach.
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1 pkt za |AC| = 13 i kat prosty przy D. 2 pkt za uktad cd = 60, c® + d? = 169. 3 pktza c + d = 17. 4 pkt
za obwdd 34 z uwagg o obu potozeniach.

3. 1.Ramie. 18 + 8 = 2¢, ¢ = 13.
2. Wysokos¢. rzut ramienia -2 =5, h = /169 — 25 = 12.
3. Promien.r = £ = 6.
4. Pole. £ - 12 = 156.
1 pkt za ramie 13. 2 pkt za h = 12. 3 pkt za r = 6. 4 pkt za pole 156.

4. 1.Katprzy B. ZPBC = 180° — ZABC (katy przylegte).
2. Czworokat wpisany. ZABC + ZADC = 180°, wiec ZPBC = ZADC = ZPDA.
3. Wspdlny kat. kat przy P jest wspolny dla obu trdjkatoéw.
4. Teza. cecha kat-kat-kat: APBC ~ APDA.
1 pktza /PBC = 180° — ZABC. 2 pktza /PBC = /PDA z uzasadnieniem. 3 pkt za peiny dowdd.

Matura z matematyki - Lekcja 8.6: Czworokaty wpisane i opisane, twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa - Na podstawie: Informator o egzaminie
maturalnym z matematyki, poziom rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdanie
CKE z sesji 2026. Zadania sa autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt8_6.py), rysunki z tools/rysunki/r8_6.py.
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