MATURA - POZIOM PODSTAWOWY ' 8.5

Trygonometria w

figurach i dowody

geometryczne

Od 2026 roku arkusz podstawowy stale zawiera jeden dowod

geometryczny za 2 punkty. W maju 2026 rozwigzato go 27%

zdajacych, czyli byto to jedno z dwoch najtrudniejszych zadan

arkusza. Wedtug sprawozdania CKE zdajacy najczesciej

przyjmowali teze za zatozenie albo dopisywali do rysunku fakty,

ktorych nie uzasadnili. Ta lekcja taczy dwie rzeczy: rachunek

dlugosci i pol z funkcjami trygonometrycznymi oraz pisanie

dowodu, w ktorym kazda ré6wnos¢ ma podang przyczyne.

CZAS ZADANIA
ok. 40 min 6 zadan w tresci,
czytania + ok. 50 prébka treningu
min zadan rachunkowego, 5
zadan w stylu
maturalnym,;

pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
podstawowy:
VIIIL.11, VIII.12

W TEJ LEKCJI

O  Liczy¢iuzasadniaé

1 Dtugosci i pola z funkcjami trygonometrycznymi
2 Jak napisa¢ dowdd

3 Dowody przez pola

4 Trening rachunkowy

5 Namaturze

6 Najczestsze btedy

7 Sprawdz sie

8  Karta wzoréw i co dalej

8.5 - Trygonometria w figurach i dowody geometryczne

1/14



o Liczy¢iuzasadniaé

W zadaniu obliczeniowym wystarczy poprawny wynik i zapis obliczen. W dowodzie wynikiem
jest sam tok rozumowania: egzaminator sprawdza, czy z zatozen wynika teza i czy kazdy krok ma
podstawe (twierdzenie, definicje albo wczesniejszy krok). Rysunek pomaga znalez¢ pomyst, ale
nie jest argumentem: to, ze kat ,wyglada na prosty”, niczego nie dowodzi. Klucze CKE sg tu
surowe: sprawdzenie tezy na konkretnych liczbach albo przyjecie szczegélnego przypadku (kat
prosty, tréjkat rownoboczny) daje 0 punktéw.

1 Dtugosci i pola z funkcjami trygonometrycznymi

4 N
s NARZEDZIA

* W trdjkacie prostokatnym: przyprostokatna = przeciwprostokatna - sin kata
naprzeciw = przeciwprostokatna - cos kata przylegtego; tg to stosunek
przyprostokatnych.

* Wysokos$¢ opuszczona na bok a z wierzchotka przy boku b: h = bsin+y, stad P =
sabsiny (wzor dziala takze dla kata rozwartego).

* W trapezie i rownolegtoboku: wysokos$¢ z ramienia i kata przy podstawie, h = csina,
rzut ramienia na podstawe ccos a.
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SYMULACJA 1  Tréjkat o bokach a i bz katem v miedzy nimi. Wysoko$¢ opuszczona na
bok a ma dtugo$c¢ bsiny. Zmien kat powyzej 90°: spodek wysokosci wychodzi poza bok,

ale wzér P = 1absin~y dalej dziata, bo sin(180° — ) = sin .

Cc F a B

— trojkgt = wysoko$¢ h=b-siny — przedtuzenie boku a
siny 0,866 h=b-siny 4,330 P =%:-a-h 15,155 P =%-a-b-siny 15,155

sin(180° -vy) 0,866

Kat v jest ostry: wysokos$¢ z A spada na bok a. Trojkat ACF jest prostokatny, wiec h = b-siny.

Stan na rysunku: a = 7,0, b =5,0, y = 60°, h = 4,33, P = 15,16.
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Przyktad 1.1
Trapez z katem

Trapez rownoramienny ABC D ma ramie 10, krétszq podstawe 4, a cosinus kqta ostrego przy
dtuzszej podstawie jest rowny % Oblicz wysokos¢, dtuzszq podstawe, pole i dtugosc przekqtnej.

EH¢r--==-=-==--=--

1 sina=4/1— £ = 2. Rzutramienia: |[AE| =10- £ = 6, wysoko$¢ h = 10- 3 = 8.
2 Dluzsza podstawa: 6 + 4 + 6 = 16; pole 16%‘ -8 = 80.

3 Przekatna BD:rzutna ABto 16 — 6 = 10, wiec |BD| = 4/100 + 64 = 1/164.

[ Wynik: h = 8, |[AB| =16, P =80, |BD| = 2+/41. }

/. ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 8 min

1 Romb ma bok 6 i kat ostry 60°. Oblicz dtugosci jego przekatnych.

2 Wtrdjkacie ABC: |AB| =8, |AC| =5, ZBAC = 120°. Oblicz pole.

3 Roéwnoleglobok ma boki 4 i 6 oraz pole 12. Oblicz jego kat ostry.

4  Trapez prostokatny ma wysokos$¢ 6, a tangens kata ostrego wynosi %. Oblicz dtugos¢
== ramienia nieprostopadlego do podstaw.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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2 Jak napisa¢ dowod

‘= SZKIELET DOWODU

1. Oznaczenia. Nazwij katy i odcinki, o ktérych bedziesz pisaé¢ (o« = LBAC, h = odlegtosé
punktu C od prostej AB). Bez tego zapis %ah jest dla egzaminatora pusty.

2. Fakty z uzasadnieniem. Kazda réwnos$¢ dostaje powdd w nawiasie: ,(tréjkat
réwnoramienny)”, ,,(katy wpisane oparte na tym samym tuku)”, ,,(wspélna wysokosc)”.

3. Teza na koncu. Ostatnia linijka to doktadnie teza, wyprowadzona z poprzednich. Teza
nie moze pojawié sie wczesniej jako argument.

Klucz CKE za 2 punkty zwykle daje 1 punkt za pierwszy kluczowy fakt z uzasadnieniem (na
przyklad rownosé katéw albo wspolng wysoko$é) i 2 punkty za doprowadzenie
rozumowania do tezy.

Przyktad 2.1
Dowod przez katy
Punkt D lezy na boku AB tréjkqta ABC i |AD| = |DB| = |DC|. Wykaz, ze kqt AC B jest prosty.

1 Oznaczmy a = Z/BAC, 3 = ZABC.

2 |AD| = |DC|, wiec tréjkat ADC jest rbwnoramienny i ZACD = Z/DAC = a.
3 |DB| = |DC|, wiec tréjkat DBC jest réwnoramienny i /DCB = ZDBC = .
4  Suma katow tréjkata ABC: a + 8+ (a + B) = 180°, czyli a + S = 90°.

5 JLACB=/ACD+ ZDCB =a+ 3 =90°.

Teza: kat AC B jest prosty. (To jest twierdzenie odwrotne do twierdzenia o kacie
opartym na $rednicy: C lezy na okregu o Srodku D i $rednicy AB.)
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3 Dowody przez pola

e I
5 DWA FAKTY O POLACH

¢ Troéjkaty o wspdlnej wysokosci maja pola w stosunku podstaw. W szczego6lnosci
Srodkowa dzieli tréjkat na dwa trdjkaty o rownych polach.

* Trojkaty o wspolnej podstawie i wierzchotkach na prostej rownolegtej do tej
podstawy maja réwne pola.

Zamiast ,wysoko$ci z rysunku” trzeba napisaé, czym ona jest: ,,odlegtos¢ punktu C
od prostej AB, wspolna dla obu tréjkatéw, bo D lezy na AB”.

o J

Przyktad 3.1
Srodkowa dzieli pole na pét

D jest srodkiem boku BC trojkqta ABC. Wykaz, ze trojkqty ABD i ADC majq rowne pola.

1 Niech h oznacza odlegto$¢ punktu A od prostej BC. Punkty B, D, C leza na tej
prostej, wiec h jest wysokos$cig obu tréjkatow ABD i ADC.

2 Pupp = 3|BD|-h, Papc = 3|DC|-h,a|BD| = |DC|.

[ Teza: Psgp = Papc. }

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 12 min

1 Wréwnolegtoboku ABC D punkt F jest Srodkiem boku C D. Wykaz, ze pole trojkata
«  ABF jest rowne polowie pola réwnolegtoboku.
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2  Troéjkat ABC jest rownoramienny, |AC| = |BC|. Punkt D lezy na podstawie AB, E'i F to
== rzuty prostokatne D na proste AC i BC. Wykaz, ze suma |DE| + |DF| nie zalezy od
polozenia D i jest réwna wysokosci tréjkata opuszczonej z wierzchotka A na bok BC.

C

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

4 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 16 przykladow i zadan, z odpowiedziamiiw
wersji do druku.

POZIOM A - DEUGOSCI

/. ZESTAWY A
1 Oblicz.
a) tréjkat prostokatny,
przeciwprostokatna 12, kat
30°: przyprostokatne

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

POZIOM B - POLA

/. ZESTAWY B
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1  Oblicz.

a) tréjkat: boki 714, kat b) tréjkat o bokach 4i 6 ma
miedzy nimi 30° pole 12: kat miedzy nimi

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

POZIOM C - UZASADNIENIA

/. ZESTAWY C

1 Podaj uzasadnienie, ktére trzeba dopisa¢ w dowodzie.

a) |OA| = |OB|, gdzie O to b) /CAB = ZACDw
srodek okregu, a A, Bleza  trapezie ABCD (AB | CD)
na okregu

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (16 przyktadow i zadan) -

5 Na maturze

W puli CKE z lat 2024-2026 ta lekcja ma najwiecej dowodéw: na poziomie podstawowym za 2-3
punkty (stosunki pdl, rownosci katéw, trapez z dwusieczna), na rozszerzonym za 2-5 punktéw. Do
tego zadania obliczeniowe z trapezem lub tréjkatem, w ktorych trzeba potaczy¢ funkcje
trygonometryczna z twierdzeniem Pitagorasa. Stale uwagi z kluczy: zapis %ah bez okredlenia,
czym jest h, daje 0 punktow; okreslenie h bez uzasadnienia, Ze jest wspdlne, daje 1 punkt;
przyjecie kata prostego albo konkretnych dtugosci daje 0 punktéw. Ponizsze zadania sa nasze, w
stylu arkusza.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 11 pkt - ok. 35 min
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1 (0-2 pkt) W trapezie ABCD o podstawach AB i C'D przekatne przecinaja sie w punkcie
«  F.Wykaz, ze tréjkaty AED i BCE maja rowne pola.

D C

(0-3 pkt) Trapez roOwnoramienny ma ramie dltugosci 15 i krotsza podstawe diugosci 6.

2
Cosinus kata ostrego przy dluzszej podstawie jest rowny g. Oblicz pole trapezu.

D 6 C

15

e -----
[

(0-1 pkt) Dwa boki tréjkata majq diugosci 6 i 10, a kat miedzy nimi ma miare 150°. Pole
= tego tréjkata jest rowne

A. 15 B. 15/3 C. 30 D. 303

(0-2 pkt) W tréjkacie ABC punkt D jest srodkiem boku BC, a punkt E $srodkiem
odcinka AD. Wykaz, ze pole trojkata ABE jest réwne ;11 pola tréjkata ABC.

C

5 (0-3 pkt) W réwnolegtoboku ABCD: |AB| =8, |AD| =5, ZBAD = 60°. Oblicz pole
== rownolegltoboku i dtugos¢ dluzszej przekatne;j.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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6 Najczestsze btedy

X

»Z rysunku widac, ze te odcinki sg rowne.”

Rysunek nie jest argumentem. ROwnos¢ trzeba wywies¢ z zalozen: przystawanie, trojkat

réwnoramienny, twierdzenie o odcinkach stycznych.

x  ,Przyjmijmy, ze kat C jest prosty.”

Jesli teza ma zachodzi¢ dla kazdego tréjkata, przyjecie szczegélnego przypadku daje w
kluczach CKE 0 punktéw za cate zadanie.

X ”P1: ah, P2_ 1bh;WiQC%:%_”

1 1
2 T2

Trzeba napisaé, czym jest h i dlaczego jest ta sama w obu tréjkatach. W maju 2026 sam
taki zapis dawal 0 punktow.

x ,,Dwusieczna dzieli trojkat na dwa trojkaty o rownych polach.”

Na réwne pola dzieli srodkowa. Dwusieczna dzieli przeciwlegly bok (i pole) w stosunku
przylegtych bokéw.

14 .
7 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Ile wynosi wysoko$¢ rownolegloboku o boku 10 i kacie 30°, opuszczona na
drugi bok?

10sin 30° = 5.

2 Cojestteza w zadaniu ,Wykaz, ze |AE| = |EC|”?

Sama réwnos¢ |AE| = |EC|; nie wolno z niej korzysta¢ w trakcie dowodu.

3 Kiedy dwa tréjkaty o wspolnej podstawie maja rowne pola?

Gdy ich wysoko$ci opuszczone na te podstawe sg réwne, np. gdy trzecie wierzchotki
leza na prostej rownolegtej do podstawy.
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4  Czy sprawdzenie tezy dla trdjkata 3, 4, 5 jest dowodem?

Nie. To jeden przyklad, a teza dotyczy wszystkich tréjkatow.

8.5 - Trygonometria w figurach i dowody geometryczne 11/14



s Karta wzorow i co dalej

4 2
RACHUNEK DOWOD
h = csina, rzut ccos oznaczenia - fakty z uzasadnieniem -

P = %ab siny, P =absina teza

wspolna wysoko$¢: pola jak podstawy
bez szczegdlnych przypadkéow
& J
W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sa definicje funkcji trygonometrycznych,
wzory na pole tréjkata i czworokatéw oraz twierdzenie o dwusiecznej. Zasad pisania dowodu tam

nie ma: tu decyduje praktyka i schemat oceniania.

Dalej: czworokqty wpisane i opisane (lekcja 8.6 Czworokqty wpisane i opisane, twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Talesa, poziom rozszerzony) albo geometria analityczna (lekcja 9.1
Prosta na plaszczyznie).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. Krétsza przekatna tworzy z bokami tréjkat rownoboczny: 6. Diuzsza: 2 - 6 cos 30° = 6+/3.
2.1.8.5.5in120° = 20 - L = 10+/3.
3.4-6-sina =12, sina = %, a = 30°.

h

4.tga = 2: r = 3 = 8; ramie /36 + 64 = 10.

e

Zadania - czes$¢ 3

1. 1.Niech h oznacza odlegtosé prostych AB i CD (sa réwnolegte). Pole rownolegtoboku: |AB]| - h.
2. E lezy na prostej C D, wiec wysoko$¢ tréjkata ABE opuszczona na AB tez ma diugosc¢ h.
3. Papp = %|AB\ - h, czyli potowa pola réwnolegtoboku. (Potozenie E na C'D nie ma znaczenia.)
2. 1.Niech hy oznacza wysokos$¢ z A na BC; Papc = %|BC’| -hy.
2. 0dcinek DC dzieli tréjkat ABC na ADC i DBC: Papc = 1|AC|- |DE|, Ppsc = 3|BC| - |DF|.
3. Papc + Popc = Papc i|AC| = |BC|, wiec 1| BC|(|DE| + |DF|) = | BC| - hy.
4.Stad |[DE| + |DF| = ha.

Zestawy A
1.2) 6163
Zestawy B
1.a) 7 b)90°
Zestawy C
1. a) promienie tego samego okregu b) katy naprzemianlegte przy prostych réwnolegtych
Zadania w stylu maturalnym

1. 1. Wspdlna podstawa. Tréjkaty ABD i ABC maja wsp6lna podstawe AB, a ich wierzchotki D i C leza na
prostej CD || AB, wiec ich wysoko$ci sa rdwne (odleglo$é prostych AB i CD). Stad P4gp = Papc-

2. Odejmowanie. PAgp = Papp — PaBg oraz Pece = Papc — P4BE.

3. Teza. PAED = PBCE-

1 pkt za uzasadnienie, ze Pypp = Papc. 2 pkt za pelny dowdd.
2. 1.Sinus.sina = 2.
2. Wysoko$é¢irzut. h =15-2 =9, |[AE| =153 = 12.
6

3. Pole. dluzsza podstawa 6 + 24 = 30, P = 348.9 — 162.

1 pktza h = 9 albo |AE| = 12. 2 pkt za obie wielko$ci. 3 pkt za pole 162.

3.A.3-60-sin150° = 30 - .
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4. 1.Srodkowa AD. Pygp = $Pspc (wspdélna wysoko$¢ z A na prosta BC, |[BD| = | DC)).
2. Srodkowa BE tréjkata ABD. Pape = %PABD (wspélna wysokosé z B na prosta AD, |AE| = |ED)|).
3. Teza. PABE‘ = iPABC“

1 pkt za jedna z réwnosci z uzasadnieniem. 2 pkt za pelny dowdd.

5. 1.Pole.8-5-sin60° = 20/3.
2. Kat przy B. ZABC = 120°, a dtuzsza przekatna AC lezy naprzeciw tego kata w tréjkacie ABC.

3. Twierdzenie cosinuséw. |[AC|> = 64 + 25 — 2 -8 - 5 - cos 120° = 89 + 40 = 129, |AC| = v/129.

1 pkt za pole. 2 pkt za poprawne réwnanie z twierdzenia cosinuséw dla diuzszej przekatnej. 3 pkt za
V/129.

Matura z matematyki - Lekcja 8.5: Trygonometria w figurach i dowody geometryczne - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki,
poziom podstawowy, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i 2026.
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