MATURA - POZIOM PODSTAWOWY 8.4

Twierdzenie Talesa
i podobienstwo

Zadanie z twierdzenia Talesa albo z podobienstwa trojkatow jest
w kazdym arkuszu podstawowym. W maju 2025 rozwiazato je
53% zdajacych, w maju 2026 63%. Trudno$¢ prawie nigdy nie
lezy w rachunku, tylko w dopasowaniu wierzcholtkéw: ktory bok
jednego trojkata odpowiada ktoremu bokowi drugiego. Ta lekcja
uczy robié to systematycznie, od rownych katéw do proporcji.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 35 min 6 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 45 prébka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 5 zakres
zadan w stylu podstawowy:
maturalnym; VIIIL.7, VIIL.8,
pelny trening na VIII.9

osobnej stronie
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7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzoréw i co dalej
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o Ten sam ksztatt, inna skala

Dwa tréjkaty sa podobne, gdy majg takie same katy; wtedy wszystkie boki jednego sa k razy
dtuzsze od odpowiednich bokéw drugiego. Twierdzenie Talesa to szczegdlny przypadek: proste
réwnolegle przecinajace ramiona kata wycinaja tréjkaty podobne o wspdélnym wierzchotku.
Kazde zadanie z tej lekcji ma ten sam przebieg: znalez¢ dwa tréjkaty o rownych katach, ustawic
wierzchotki w odpowiadajacej sobie kolejnosci i dopiero wtedy zapisaé proporcje.

1 Twierdzenie Talesa

~ )
58 TWIERDZENIE TALESA (W BROSZURZE CKE)

Ramiona kata o wierzchotku O przecieto prostymi AB i CD (4, C najednym ramieniu, B,

D na drugim). Jezeli AB || CD, to

|0A| |OB| |AB] |0A|  |OB|
loc| |oD| |CDJ|’ |AC|  |BD|

Twierdzenie odwrotne: jesli ]‘%‘L = Jlg_glL’ to proste sa réwnolegle. Te same proporcje

zachodza w konfiguracji ,motylek”, gdy odcinki AC i BD przecinaja siew O,a AB || CD.
Uwaga: proporcja % dotyczy odcinkéw liczonych od wierzchotka O (|OA|, |OC]), a
nie odcinka |AC| miedzy prostymi.
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SYMULACJA 1 Zmieniaj dtugosci |OA|, |OC| i kat miedzy ramionami. Proste ABiCD sa
zawsze rownolegle. W trybie ,,motylek” punkty C i D przechodza na druga strone
wierzchotka. Wszystkie trzy ilorazy w odczycie sa rowne.

— ramiona kata —— proste rownolegte ABiCD — trojkat OAB
|OA], |OB| 3,00; 3,26 |ocl, |oDb| 7,00; 7,61 |OA| : |OC| 0,429 |OB| : |OD| 0,429

|AB| : |CD| 0,429

Proste AB i CD sa rownolegte, wiec tréjkaty OAB i OCD sg podobne w skali 2,33. Wszystkie trzy
ilorazy sg rowne. Uwaga: |AB| : |CD| porownuje sie z |OA| : |OC|, a nie z |OA] : |AC|.

Stan na rysunku: |OA| = 3,0, |OC| = 7,0, |OB| = 3,26, |OD| = 7,61, |AB| = 1,90, |CD| =
4,43,
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Przyktad 1.1
Kat

Narysunku AB || CD, |OA| =4, |AC| = 6, |OB| = 5. Oblicz | BD|. Ile wynosi |C D|, jesli
|AB| = 3?

-~

C
04
2 |0C|
[ Wynik: |[BD| = £, |CD| = L. j
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Przyktad 1.2
Motylek

Odcinki AC i BD przecinajq siew O, AB || CD, |OA| = 10, |OC| = 4, |OB| = 7,5. Oblicz |OD)|
oraz |CD|, jesli|AB| = 15.

D
10 /\
A » C
0 4

7,5

B

1 Tréjkaty OAB i OCD sa podobne (katy wierzchotkowe przy O, katy naprzemianlegie
oc| _ 4

przy prostych réwnolegtych), skala 04 — 0

2 |OD|=175-%=3,|CD| =15 =6.

[ Wynik: [OD| = 3, |CD| = 6. j

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 6 min

1 W konfiguracji ,kat”: |OA| = 3, |AC| =5, |0OB| = 6, AB || CD. Oblicz |BD|.

2 W konfiguracji ,motylek” |OA| =9, |OB| = 6, |OC| = 6. Oblicz |OD|.

3 Wtréjkacie ABC bok AB ma diugosé 12. Punkt D lezy na boku AC'i |CD|: |DA|=1:2.
== Prosta przez D réwnolegta do AB przecina BC w E. Oblicz |DE|.

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze
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2 Cechy podobienstwa i dopasowanie wierzchotkow

~ )
58 CECHY PODOBIENSTWA (W BROSZURZE CKE)

¢ kat-kat-kat: dwa katy jednego trojkata sg réwne dwoém katom drugiego (trzeci
wynika z sumy);

* bok-kat-bok: dwa boki proporcjonalne i réwny kat miedzy nimi;

* bok-bok-bok: trzy boki proporcjonalne.

Zapis NANABC ~ AKLM oznacza, ze A <+ K, B <+ L, C <+ M. Proporcje odczytuje

sie z kolejnosci liter: “I’g" = “fﬁ‘ = ‘fﬁ‘ . Najpierw ustalamy, ktére katy sg réwne, i
wedlug nich ustawiamy kolejnos¢ wierzchotkow.
N J

Przyktad 2.1
Wspolny kat

W tréjkqcie ABC: |AB| =9, |AC| = 6. Punkt D lezy na boku AB, przy czym LACD = /ABC.
Oblicz |AD|.

A~ D "B

1 Tréjkaty ACD i ABC maja wspoélny kat przy Ai LZACD = ZABC": podobne (kkk).
2 Dopasowanie: A <+ A,C <> B, D «<» C, czyli NACD ~ NABC.

|AC| _ |AD| __: _ lAC® _ 36
3 4B = Tac» Wiec |[AD| = =95

[ Wynik: |AD| = 4. j
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3 Skala, obwody i pola

S~
8 FIGURY PODOBNE W SKALI k
ObWéd2 B Pz 19
obwéd, =k, P, =K
Dziala to dla wszystkich figur podobnych, nie tylko trojkatéw. Odwrotnie: znajac
stosunek pol, skale dostaje sie pierwiastkiem.
-

Przyktad 3.1
Boki z obwodu

Trojkat o bokach 4, 6, 8 jest podobny do trdjkqta o obwodzie 45. Oblicz boki drugiego trdjkqta i
stosunek pol.

2d i .45 _ 5
1 Obwadd pierwszego 18: k= 33 = 3.

2 Boki: 10, 15, 20; stosunek pol k* = £,

[ Wynik: 10, 15, 20; pole drugiego jest 2745 razy wieksze.

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 4 min

1 Pola dwéch tréjkatéw podobnych sa w stosunku 9 : 4. Obwdd mniejszego wynosi 20.
= Oblicz obwod wiekszego.

2  Tréjkat o bokach 5, 12, 13 jest podobny do tréjkata K LM, ktérego najkrétszy bok ma 15.

“=  Oblicz przeciwprostokatna i pole tréjkata K LM.

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze
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2 Wysokosc w trdjkacie prostokatnym

~ )
58 TRZY TROJKATY PODOBNE (W BROSZURZE CKE)

Wysokos$¢ C' D poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli trojkat ABC na dwa
tréjkaty podobne do niego i do siebie. Stad:

b
he=VIAD[- DB,  h.==, |AC]"=|AD| |AB|, |BC|'=|BD|-|AB|.

Przyktad 4.1
Z odcinkow przeciwprostokatnej

Wysokos¢ C D trdjkqta prostokqtnego dzieli przeciwprostokqtng na odcinki |AD| = 4i|DB| = 9.
Oblicz |CD|, |AC|i|BC).

C
-
A g4 9 "B

D
1 |CD|=+4-9=6.
2 |AC| =16 + 36 = V52 = 2113, |BC| = v/81 + 36 = V117 = 3V/13.
[ Wynik: 6, 24/13, 34/13. j

/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 3 min

1 Przyprostokatne maja dtugosci 6 i 8. Oblicz wysokos$¢ opuszczona na
== przeciwprostokatng i odcinki, na ktére dzieli ona przeciwprostokatna.

moo podstawowe mwo Srednie saa trudniejsze
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5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 17 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - TWIERDZENIE TALESA

/. ZESTAWY A

1 Oblicz (AB || CD; ,kat”: A, C najednym ramieniu kata o wierzchotku O; ,motylek”: AC
= i BD przecinaja sie w O).

a) kat: |OA| = 2,|AC| =3,  b)tréjkat ABC, DE || BC,
|OB| = 4; |BD| D € AB:|AD| = 3,
|DB| =6, |BC| = 12; |DE|

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mmo Srednie saa trudniejsze

POZIOM B - SKALA

/. ZESTAWY B

1  Oblicz.

a) tréjkat 3, 4, 5 w skali 4: b) AACD ~ NABC
najdtuzszy bok (wspdlny kat A,

/ZACD = /ABCQC),

|AB| =16, |AD| =9; |AC|

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - TROJKAT PROSTOKATNY

/. ZESTAWY C
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1 CD to wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego C na przeciwprostokatna AB.
== Oblicz.

a) |AD| = 2,|DB| = 8;
|CD|

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (17 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W arkuszach podstawowych 2024-2026 to zwykle zadanie zamkniete (Tales w konfiguracji , kat”
albo ,,motylek”, boki tréjkata podobnego z obwodu) albo prawda/falsz. Czasem zadanie otwarte za
3-4 punkty z trapezem lub tréjkatem prostokatnym, w ktérym punkty przyznaje sie za kolejne
odcinki, i dowod za 2-3 punkty. Stata uwaga w kluczach: jesli jedynym biedem jest zla proporcja,
a rozwigzanie doprowadzono do konca, zdajacy dostaje co najwyzej 2 punkty. Ponizsze zadania sg
nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 9 pkt - ok. 25 min

1 (0-1 pkt) Odcinki AC i BD przecinaja sie w punkcie O, AB || CD, |OA| = 10, |OB| =4,
«  |OC| = 15. Dtugos¢ odcinka OD jest rowna

AM/XC

B

A. 4 B. 6 C.75 D. 10

2 (0-1 pkt) Tréjkat o bokach 6, 8, 10 jest podobny do tréjkata o obwodzie 60. Najdiuzszy
« bok drugiego tréjkata ma diugosé

A. 15 B. 20 C. 25 D. 30
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3 (0-1 pkt) Trojkat T' ma pole 12. Tréjkat T jest do niego podobny w skali 3. Ocen
= prawdziwo$¢ zdan.

1. Pole tréjkata T" jest rowne 108. P F
2. Obwdd tréjkata T' jest 9 razy wiekszy od obwodu 7. P F

4 (0-4 pkt) Trapez prostokatny ABC D ma podstawy AB i C'D oraz katy proste przy
==  wierzchotkach A i D. Przekatna AC ma dlugo$c¢ 8 i jest prostopadla do ramienia BC, a
|AB| = 10. Oblicz pole trapezu.

D C
a

5 (0-2 pkt) W tréjkacie ABC punkt D lezy na boku AB, punkt E na boku AC'i DE || BC.
e Wykaz, ze |AD| - |[EC| = |AE|- |DBj.

C
E
A D B
moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze
7 Najczestsze btedy
|0A] _ |AB| »

»TAC| ~ |CD|*

Odcinki na prostych rownoleglych poréwnuje sie z odcinkami od wierzchotka: % =

104] e lOAl

locy’ lAC|”
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x

,»Trojkaty sa podobne, wiec dziele boki w kolejnosci, w jakiej sa podpisane.”

Kolejnos$¢ wynika z rownych katoéw, nie z liter na rysunku. W przyktadzie 2.1 bok AC

trojkata AC' D odpowiada bokowi AB tréjkata ABC.

»Skala 2, wiec pole tez 2 razy wieksze.”

Pole roénie k? = 4 razy. Obwéd rosnie k razy.

»Trapez z rysunku dzieli sie przekatna na trojkaty przystajace.”

Zwykle tylko podobne, i to tylko w szczegolnych przypadkach (jak w zadaniu 4 z sekcji

maturalnej). Kazda ré6wno$¢ katéw trzeba uzasadnié.

Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- N
1 Pola dwoéch kwadratéw sa w stosunku 16 : 25. W jakim stosunku sa ich boki?
4:5.
- J
e A
2 Ile cech podobienstwa tréjkatow jest w broszurze CKE?
Trzy: kkk, bkb, bbb.
- J
e A
3  Wysokosc¢ z kata prostego dzieli przeciwprostokatna na 21 8. Ile ma
wysoko$¢?
V16 = 4.
AN J
e A
4  Czy dwa tréjkaty prostokatne z rOwnym katem ostrym sa podobne?
Tak: maja dwa réwne katy (prosty i ten ostry), cecha kkk.
AN J
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9 Karta wzorow i co dalej

4 N
TALES PODOBIENSTWO
04 OB AB Y ,
B4 = 155 = 53] kkk, bkb, bbb; kolejnosé z katow
04| _ |0B] 2
140l = 15D obwody k, pola k
»kat” i,motylek”: te same proporcje h?; = |AD|-|DB|, h.= %b
o J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sa twierdzenie Talesa z odwrotnym, cechy
przystawania i podobienstwa tréjkatow oraz zwigzki miarowe w trojkacie prostokatnym (h, =
\/W, h. = %”). Jest tez twierdzenie o polach figur podobnych (stosunek pél réwny k?).
Uwaga na oznaczenia: w broszurze wierzchotek kata nazywa sie P, a punkty A, B leza na jednej
prostej, czyli inaczej niz w tej lekcji. Warto przed egzaminem przeczytac tamten zapis i przetozy¢

go na wlasne litery.

Dalej: trygonometria w figurach i dowody geometryczne (lekcja 8.5 Trygonometria w figurach i
dowody geometryczne).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

|OA] _ |0B|, 9 _ _6 —
2'_7_. E—W, |0D‘—4-

3. Wierzchotek kata to C: Bg I‘C—D =1, |DE|=4.

Zadania - czes¢ 3

1.k = 3, obwod 30.

2. k = 3: przeciwprostokatna 39; pole pierwszego % -5.12 = 30, wiec pole KLM to 30 - 9 = 270.
Zadania - czesc 4

l.c=10, h =1 = %; odcinki 38 = 2 (przy boku 6) i & = 32,
Zestawy A

l.a)6 b)4
Zestawy B

1.a)20 b)12
Zestawy C

l.a)4
Zadania w stylu maturalnym

1.B.|0OD| = 4.

2.Ck=%=310-3.

3. PF. Pola k% = 9 razy, obwody k = 3 razy.

4. 1.Ramie. tréjkat AC B prostokatny: |[BC| = /100 — 64 = 6.
2. Podobienstwo. /DC A = Z/C AB (naprzemianlegte), katy proste przy DiC: AADC ~ ABCA, czyli A <
B,D + C,C < A.

CAl. 64 _
3. Odcinki. 1551 = 95 [DC| = 8 = 6,4; |55 = 451 |AD| = 88 —48.

4. Pole. 1554 . 4.8 = 39,36.
1 pkt za | BC| = 6 albo za poprawna proporcje z podobienstwa. 2 pkt za | DC| albo |AD|. 3 pkt za oba
odcinki. 4 pkt za pole 39,36.

5. 1. Tales. ramiona kata BAC przeciete prostymi réwnoleglymi DE i BC: J‘W‘L {g—g‘t.

2. Wniosek. mnozac obie strony przez |[DB| - |EC| (oba dodatnie), dostajemy |AD| - |[EC| = |AE| - |DB.

1 pkt za poprawna proporcje z twierdzenia Talesa z uzasadnieniem. 2 pkt za wniosek. Sprawdzenie na

konkretnych diugosciach: 0 pkt.
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Matura z matematyki - Lekcja 8.4: Twierdzenie Talesa i podobienstwo - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
podstawowy, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i 2026. Zadania sg
autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt8_4.py), rysunki z tools/rysunki/r8_4.py.
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