MATURA - POZIOM PODSTAWOWY @ 8.2

Trojkaty: rodzaje i
punkty szczegolne

Na egzaminie sa tu wylacznie zadania za 1 punkt, ale jedno z

nich bylo najtrudniejszym zadaniem arkusza podstawowego w

maju 2026: bok trojkata rownobocznego z promienia okregu

o . . ’ o 2 .
opisanego rozwigzato 27% zdajacych. Wystarczyto znaCc R = $hi

h = C’éﬁ Ta lekcja zbiera wlasnie takie zaleznosci: kiedy trojkat

jest ostrokatny, gdzie leza jego punkty szczegdlne i jak z bokow

dostac Rir.

CZAS ZADANIA

ok. 30 min 11 zadan w tresci,

czytania + ok. 40 prébka treningu

min zadan rachunkowego, 5
zadan w stylu
maturalnym,;

pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres

podstawowy:
VIIL.2, VIII.10

W TEJ LEKCJI

©  Cztery punkty, cztery rodzaje prostych
1 Rodzaje trojkatow z dtugosci bokow

2 Punkty szczegolne

3 Trojkat réwnoboczny

4 Promienie w dowolnym tréjkacie

5 Trening rachunkowy

6 Na maturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzoréw i co dalej
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o Cztery punkty, cztery rodzaje prostych

W kazdym tréjkacie sg cztery trojki prostych, ktére przecinajg sie w jednym punkcie: dwusieczne
katow, symetralne bokéw, sSrodkowe i wysokos$ci. Kazdy z tych punktéw ma inng wlasnos¢ i inne
zastosowanie. Na maturze najczesciej trzeba wiedzie¢, ktéry punkt jest srodkiem okregu
wpisanego, a ktéry opisanego, oraz jak daleko leza od wierzchotkéw. W tréjkacie rownobocznym
wszystkie cztery punkty pokrywaja sie, i to daje najprostsze wzory.

1 Rodzaje trojkatow z dtugosci bokow

~ )
58 ISTNIENIE I RODZAJ

* Trojkat o bokach a < b < cistnieje wtedy i tylko wtedy, gdy a + b > ¢ (nier6wnos¢
trojkata).
e a’ +b? > c*: ostrokatny; a® + b? = c%: prostokatny; a? + b% < c: rozwartokatny.

Poréwnuje sie zawsze kwadrat najdluzszego boku z sumg kwadratow dwoch
pozostatych. To wynika z twierdzenia cosinus6w: znak a? + b? — c? to znak cos 7.

- J

Przyktad 1.1
Rodzaj trojkata
Czy troéjkqt o bokach 5, 6, 8 jest ostrokqtny, prostokqtny czy rozwartokqgtny?
1 Istnieje:5+6 =11 > 8.

2 52+6% =61, 8 = 64, czyli61 < 64.

[ Wynik: rozwartokatny (kat naprzeciw boku 8 jest rozwarty). ]

/. ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 5 min

1 Okresl rodzaj tréjkata o bokach 7, 8, 9.

2 Okresl rodzaj tréjkata o bokach 9, 12, 15.
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3 Czyistnieje trojkat o bokach 2, 3, 62

4 Ilejestliczb catkowitych z, dla ktérych istnieje tréjkat o bokach 3, 7, z?

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze

2 Punkty szczegolne

-

63 CZTERY PUNKTY

Srodek okregu wpisanego: przeciecie dwusiecznych katéw. Lezy zawsze wewnatrz
tréjkata, w odlegtosci r od kazdego boku.

Srodek okregu opisanego: przeciecie symetralnych bokéw. W odlegtosci R od
kazdego wierzchotka. W tréjkacie ostrokatnym lezy wewnatrz, w prostokatnym w
$rodku przeciwprostokatnej, w rozwartokatnym na zewnatrz.

Srodek ciezko$ci: przeciecie Srodkowych. Dzieli kazda $rodkowa w stosunku 2 : 1,
liczac od wierzchotka.

Ortocentrum: przeciecie prostych zawierajacych wysokosci. W tréjkacie
prostokatnym to wierzchotek kata prostego.
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SYMULACJA 1 Wybierz punkt szczeg6lny i przesuwaj wierzchotek C'. Rysunek pokazuje
trzy proste, ktore sie w nim przecinaja, a dla Srodkéw okregdéw takze sam okrag. Zobacz,
kiedy $rodek okregu opisanego i ortocentrum wychodza poza trojkat.

— trojkgt = proste przecinajace sie w punkcie = punkt szczegélny i okrag

rodzaj ostrokatny boki 5,66; 4,47; 6,00 R 3,16 ri1,49

srodek okregu opisanego (3,00; 1,00), wewnatrz trdjkata

Symetralne bokow przecinaja sie w punkcie rowno odlegtym od wierzchotkdw. Trojkat jest
ostrokatny, wiec ten punkt lezy wewnatrz.

Stan na rysunku: A = (0; 0), B = (6; 0), C = (2,00; 4,00), trojkat ostrokatny, R =
3,16, r = 1,49.

Przyktad 2.1
Srodek ciezkosci
Punkt S jest srodkiem ciezkosci trojkqta ABC, AD jest srodkowq i |AS| = 8. Oblicz |AD)|.

1 |AS|:|SD|=2:1,wiec|SD| = 4.

[ Wynik: |[AD| = 12. ]
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/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 3 min

1 Srodkowa AD trdjkata ma dtugosc 18, S to $rodek ciezkos$ci. Oblicz |AS|i |SD|.

2  Wierzchoflki tréjkata prostokatnego to A = (0,0), B = (6,0), C = (0, 8). Podaj Srodek
e« okregu opisanego na tym tréjkacie.

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze

3 Trojkat rownoboczny

" )
st BOK a , WYSOKOSCE h
2 1 2
h:a_\/g, R:_h:a_\/g, r:—h:a—\/g’ f’:a\/g
2 3 3 3 6 4

Wszystkie punkty szczegolne pokrywaja sie, a wysokosci sg tez Srodkowymi. Stad
R=2riR+1r=h.
- J

Przyktad 3.1
Bok z promienia okregu opisanego

Tréjkqt réwnoboczny jest wpisany w okrqg o promieniu 4+/3. Oblicz dtugos¢ jego boku.

1 R=2h,wiech=3R=6V3.

2 h= “T*/g,wieca: 2—\/% = %
[ Wynik: a = 12 (krécej: a = R+/3). ]
/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 5 min

1 Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym o boku 9.

2  Okrag wpisany w trojkat réwnoboczny ma promien 2. Oblicz bok tréjkata.
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3 Tréjkat rownoboczny jest wpisany w okrag o promieniu 6. Oblicz jego pole.

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

4 Promienie w dowolnym trojkacie

4 )
8 WZORY (W BROSZURZE CKE)
2P abc abc
Pepr = r=05e '@ — T
gdzie p to potowa obwodu. W trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych a, bi
przeciwprostokatnej c wychodzi prosciej: R = £, r = %b*c
- J

Przyktad 4.1
Trojkat prostokatny
Przyprostokqgtne majq diugosci 9 i 12. Oblicz R i r.

1 c=+/81+144 =15, wiec R = 75

2 r=9—+1§__15:3.Kontrola:P:54,p=18’7':%:3\/‘

/. ZADANIA - CZESC 4

1 Przyprostokatne maja dtugosci 8 i 15. Oblicz Rir.

2  Tréjkat ma boki 10, 10, 12. Oblicz r i R.

moo podstawowe mwo Srednie saa trudniejsze
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5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 20 przykitadow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - RODZAJ TROJKATA

/. ZESTAWY A

1 Czy tréjkat istnieje? Jedli tak, czy jest ostro-, prosto- czy rozwartokatny?
a)4, 5, 6 b) 6, 6, 61/2

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

POZIOM B - SRODKOWE I TROJKAT ROWNOBOCZNY

/Z ZESTAWY B

1  Oblicz (S to srodek ciezkosci, AD srodkowa).

a) |AD| = 21; |AS]| b) réwnoboczny, R = 10; a

... pozostate przyktady na stronie treningu
oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - PROMIENIE

/. ZESTAWY C

1 Oblicz.
T przyprostokatne 5,12; R b) A= (0,0), B = (6,0),
ir C = (0, 8); srodek okregu
opisanego

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze

Petny trening (20 przyktadow i zadan) >
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6

Na maturze

W arkuszach 2024-2026 sa to wylacznie zadania za 1 punkt: zamkniete, prawda/fatsz albo
suzupelnij”. Pytajq o promien okregu opisanego lub wpisanego (w tréjkacie prostokatnym i
réwnobocznym), o to, ktéry punkt jest srodkiem ktérego okregu, i o podzial sSrodkowej. W
informatorze sa tez zadania otwarte za 3-4 punkty, w ktérych punkty przyznaje sie za kolejne
wielkos$ci posrednie. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 7 pkt - ok. 15 min

(0-1 pkt) Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dtugosci 6 i 8. Promien okregu
opisanego na tym trojkacie jest rowny

A. 4 B.5 C.6 D. 10

(0-1 pkt) Uzupenij zdanie. Tréjkat réwnoboczny jest wpisany w okrag o promieniu 64/3.
Bok tego tréjkata ma diugosé

(0-1 pkt) Punkt S jest srodkiem ciezkosci tréjkata ABC, D jest Srodkiem boku BC'i
|SD| = 5. Dtugos¢ srodkowej AD jest rowna

C

A. 75 B. 10 C. 15 D. 20

(0-1 pkt) Tréjkat ma boki 6, 8, 11. Ocen prawdziwosé zdan.

1. Trojkat jest rozwartokatny. P F
2. Srodek okregu opisanego na tym tréjkacie lezy wewnatrz tréjkata. P F
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5  (0-3 pkt) Tréjkat ABC ma boki |AC| = |BC| =51 |AB| = 8. Oblicz promien okregu
=  wpisanego w ten tréjkat i promien okregu na nim opisanego.

C

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

X

»Promien okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym to jego wysokosé.”

R = %h. Wedtug sprawozdania CKE z 2026 roku mylenie R z wysokos$cia i przyjmowanie
R = a to gtéwne przyczyny stabego wyniku (27%).

x ,Srodek okregu wpisanego to przeciecie $rodkowych.”

Dwusiecznych. Srodkowe przecinaja sie w $rodku ciezkoéci. Pokrywaja sie tylko w
tréjkacie rownobocznym.

x ,Srodek ciezkosci dzieli Srodkowa na pét.”

W stosunku 2 : 1, dluzsza czes$¢ przy wierzchotku.

x ,Rodzaj trojkata sprawdzam dla dowolnych dwadch bokow.”

Tylko dla najdtuzszego boku po prawej stronie: a® + b? poréwnuje sie z ¢?, gdzie c jest
najwieksze.

L4 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Gdzie lezy $rodek okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym?

W $rodku przeciwprostokatne;j.
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: R 7o . 7
2 Ilewynosi - w trojkacie rownobocznym?

2.

3 Jakie proste przecinaja sie w Srodku okregu opisanego?

Symetralne bokdéw.

4  Tréjkat ma boki 4, 5, 7. Jaki to trojkat?

Rozwartokatny: 16 4+ 25 = 41 < 49.
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9 Karta wzorow i co dalej

7~ N
ROWNOBOCZNY DOWOLNY I PROSTOKATNY
_ av3 _ d®V3 __ _2P __ abe
h=%=, P=7% = e B=1p
R=2h=90 r=1p=o8 prostokatny: R = £, r = atb=¢
$rodkowa: 2 : 1 od wierzchotka
\ J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” jest prawie wszystko z tej lekcji: wzory na pole
tréjkata (w tym P = i—’;g, P = p-riwzér Herona), zwiazki w tréjkacie rownobocznym (h, P, r =

%h, R = %h) i w prostokatnym (R =

, T = ﬂ'g—_“). Wynik 27% z 2026 roku pokazuje, ze problemem

nie jest pamie¢, tylko rozpoznanie, ktory wzor pasuje. Podziatu sSrodkowej 2 : 11 warunku rodzaju

trojkata w broszurze nie ma.

Dalej: czworokqty i wielokqty foremne (lekcja 8.3 Czworokqty i wielokqty foremne).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.49 + 64 = 113 > 81: ostrokatny.
2. 81 + 144 = 225 = 152 prostokatny.
3.Nie:2+3=5<6.
4.7-3<xz<T7+3,czyliz € {5,6,7,8,9}: pie¢ liczh.
Zadania - czesc 2
1.|AS|=2-.18 =12, |SD| =6.

2. Kat prosty przy A, przeciwprostokatna BC; jej Srodek: (3, 4). Kontrola: odlegtos¢ od kazdego
wierzchotka jest rowna 5.

Zadania - czesc 3

3.a=RV3=63, P=1853_97/3

Zadania - czesc 4
l.e=17, R=14, r =807 _ 3

2. 1. Wysoko$¢ na podstawe: 1/100 — 36 = 8, pole 48.

— 248 __
2.r = 5 =3.

_ 101012 _ 1200 _
S'Ri 4-48 192 T

u>|§-;

Zestawy A
1. a) ostrokatny b) prostokatny
Zestawy B
1.a)14 b)10/3
Zestawy C
l.a) 2i2 b) (3, 4)
Zadania w stylu maturalnym
1.B.c=10,R = 3.
2.18: a=RV3=6-3.

3.C.|SD|to § srodkowe;.

8.2 - Trdjkaty: rodzaje i punkty szczegdine 12713



4. PF. 36 + 64 = 100 < 121: rozwartokatny, wiec Srodek okregu opisanego lezy na zewnatrz.

5. 1. Wysoko$éipole. |CD|=+25—-16=3, P=1-8-3 =12.

; P 4
2. Okrag wpisany. r = —25— — 2 = 2,

3. Okrag opisany. R = % = % _ %

e . _ 4 _ 25
1 pkt za wysokos¢ 31ipole 12. 2 pktzar = 3. 3pktza R = 2.
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