MATURA - POZIOM PODSTAWOWY 8.1

Okrag: katy

wpisane i srodkowe,

tuk, wycinek,
styczne i cieciwy

Zadanie z katem wpisanym i Srodkowym pojawia sie w arkuszu
podstawowym prawie w kazdej sesji, zawsze z rysunkiem. W
maju 2025 rozwigzalo je 81% zdajacych, w maju 2026 84%: to
jedno z najlatwiejszych zadan arkusza, pod warunkiem Ze zna
sie trzy fakty i umie je taczy¢ w tancuch. Do tego dochodza tuk i
wycinek jako utamek pelnego kata oraz styczna prostopadta do

promienia.
CZAS ZADANIA
ok. 30 min 8 zadan w tresci,
czytania + ok. 40 prébka treningu
min zadan rachunkowego, 5
zadan w stylu
maturalnym;

pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
podstawowy:
VIIL.1, VIILS5,
VIII.6

W TEJ LEKCJI

0 Jeden tuk, wiele katéw

1 Kat srodkowy i kat wpisany
2 kukiwycinek

3 Stycznei cieciwy

4 Trening rachunkowy

5 Namaturze

6  Najczestsze btedy

7 Sprawdz sie

8  Karta wzoréw i co dalej

8.1 - Okrag: cieciwy, styczne, katy wpisane i srodkowe, wycinek kota
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o Jeden tuk, wiele katow

Cieciwa AB dzieli okrag na dwa tuki. Kazdy kat, ktorego wierzcholek lezy na okregu, a ramiona
przechodzg przez A i B, ,patrzy” na jeden z tych tukéw. Kluczowy fakt: wszystkie takie katy z
wierzchotkiem po tej samej stronie cieciwy sa rowne i réwne potowie kata sSrodkowego opartego
na tym tuku. Zadania maturalne polegajq na znalezieniu, ktory kat jest Srodkowy, ktéry wpisany,
inajakim tuku sie opieraja. Reszte zalatwiajg trojkaty rownoramienne z promieni i suma katow
w tréjkacie.

1 Kat srodkowy i kat wpisany

/7~ 2
p TRZY FAKTY

1. Kat wpisany jest rowny potowie kata sSrodkowego opartego na tym samym tuku.
2. Katy wpisane oparte na tym samym tuku sa réwne.
3. Kat wpisany oparty na pétokregu (na Srednicy) jest prosty.

Do tego: trojkat z dwédch promieni i cieciwy jest rdwnoramienny, wiec jego katy przy
cieciwie sg rOwne.

o J
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SYMULACJA 1 Cieciwa AB wyznacza kat sSrodkowy AOB (zmieniasz go suwakiem).
Zaznaczony tuk to tuk, na ktéorym oparty jest kat Srodkowy. Przesuwaj punkt C po
okregu: dopdki C lezy poza zaznaczonym tukiem, kat AC B sie nie zmienia i wynosi

polowe kata Srodkowego. Gdy C' przejdzie na zaznaczony tuk, kat wpisany ma 180° minus
ta polowa.

— kat $srodkowy AOB == kat wpisany ACB == cieciwa i okrag

kat sSrodkowy AOB 100° kat wpisany ACB 50° Clezy natuku drugim

przewidywanie 100° : 2 = 50°

C lezy na drugim tuku. Kat ACB jest oparty na zaznaczonym tuku i jest potowa kata $rodkowego: 50°.
Przesuwaj C: dopdki nie przejdziesz przez A ani B, kat sie nie zmienia.

Stan na rysunku: kat $rodkowy AOB = 100°, C w potozeniu 90°, kat ACB = 50°.
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Przyktad 1.1
tancuch: wpisany, srodkowy, rGwnoramienny

Punkty A, B, C lezq na okregu o srodku O, a ZACB = 35°. Oblicz ZOAB.

C

A

1 Kats$rodkowy AOB jest oparty na tym samym tuku co kat wpisany ACB: ZAOB =
2-35° =170°.

2 |OA| = |OB|, wiec tréjkat AOB jest réwnoramienny: ZOAB = B80T,

[ Wynik: ZOAB = 55°. j
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Przyktad 1.2
Kat oparty na srednicy

AB jest srednicq okregu, punkt C' lezy na okregu, a ZC AB = 28°. Oblicz LZABC.

C
28°
A o B
(6
1 ZLACB = 90° (oparty na Srednicy).
2 LABC =180° —90° — 28°.
[ Wynik: ZABC = 62°. J

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 6 min

1 Kat$rodkowy AOB ma 130°. Punkt C lezy na dluzszym tuku AB. Oblicz ZACB.

2 Punkty A, B, C, D leza na okregu (jak na rysunku). ZADB = 40°, ZDBC = 30°. Oblicz
« JACBi/ZDAC.

D
A
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3 Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o srodku O, ZOBC = 20°,a A i O leza po tej samej
== stronie prostej BC. Oblicz Z/BAC.

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

2 tukiwycinek

~ )
68 ULAMEK PELNEGO KATA (W BROSZURZE CKE)

« a
ZZW'%TT, Pwycinka:W'ﬂ-T )

gdzie a to kat Srodkowy. Gdy dany jest kat wpisany, najpierw trzeba go podwoic.
- J

Przyktad 2.1
tuk z kata wpisanego
Okrqg ma promien 9. Kqt wpisany AC B ma 40°. Oblicz dtugosc tuku AB, na ktorym jest oparty.

1 Kat srodkowy: 80°.

_ 80 _ 2
2 l—ﬁ'lSﬂ'—g-lSﬂ'.

[ Wynik: [ = 4. ]

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 4 min

1 Oblicz pole wycinka kota o promieniu 6 i kacie sSrodkowym 150°.

2  Luk okregu o promieniu 10 ma dlugos$¢ 57. Oblicz kat srodkowy i kat wpisany oparte na
= tym tuku.

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze
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3

Styczne i cieciwy

-~

63 STYCZNA I CIECIWA

* Styczna jest prostopadia do promienia poprowadzonego do punktu stycznosci.

¢ Dwa odcinki styczne poprowadzone z jednego punktu P maja réwne dtugosci, a PO
jest dwusieczng kata miedzy nimi.

* Kat miedzy styczna a cieciwa wychodzaca z punktu stycznosci jest rowny katowi
wpisanemu opartemu na tuku lezacym wewnatrz tego kata (twierdzenie w broszurze
CKE).

2
® Cieciwa w odlegtosci d od $rodka: (@) + d? = r? (twierdzenie Pitagorasa w

tréjkacie z promieniem).

Przyktad 3.1
Dtugosc stycznej

Punkt P lezy w odlegtosci 13 od srodka okregu o promieniu 5. Oblicz dtugosc odcinka stycznej z P
do okregu.

1 Tréjkat OAP ma kat prosty przy A (punkt stycznosci).
> |PA| =137 =52 = /144,

[ Wynik: [PA| = 12. ]
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Przyktad 3.2
Kat miedzy stycznga a cieciwg

Prosta k jest styczna do okregu o srodku O w punkcie A. Cieciwa AB tworgy z prostq k kqt ostry
35°. Punkt C' lezgy na dluzszym tuku AB. Oblicz Z/ACB.

1 ZOAB = 90° — 35° = 55° (styczna prostopadia do O A).
2 Tréjkat AOB réwnoramienny: ZAOB = 180° — 2 - 55° = 70°.
3 LACB=1.

[ Wynik: ZACB = 35°, czyli tyle, ile kat miedzy styczna a cieciwa. }

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 6 min
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1 Zpunktu P poprowadzono styczne PAi PB do okregu o srodku O, ZAPB = 50°. Punkt
= (Clezy na dtuzszym tuku AB. Oblicz ZAOB i ZACB.

AB
1%

P

2 Odcinek stycznej PA ma dlugosé 8, a promien okregu 6. Oblicz |OP)| i odlegto$¢ punktu
- P od okregu.

3 Cieciwa okregu o promieniu 10 lezy w odlegtosci 6 od srodka. Oblicz jej dlugosé.

moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze

4 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 20 przykladéw i zadan, z odpowiedziamii w
wersji do druku.

POZIOM A - KATY

Z ZESTAWY A

1 Oblicz szukany kat (O to $§rodek okregu, wszystkie punkty A, B, C lezg na okregu).

a) ZAOB = 80°, C' na b) ZOAB = 25°, C' na
dtuzszym tuku AB; Z/ACB  dluzszym tuku; ZACB

... pozostate przyktady na stronie treningu
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

POZIOM B - tUKI I WYCINKI

/ ZESTAWY B

1  Oblicz.

a) luk: r = 4, kat srodkowy  b) kat Srodkowy: r = 6,
90° pole wycinka 67

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

POZIOM C - STYCZNE I CIECIWY

/. ZESTAWY C

1 Oblicz (PA, PB to odcinki stycznych, A, B punkty stycznosci).

a)r =5, |OP| = 13; |PA| b)r =3, ZAPB = 60°;
|PA

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe e Srednie mam trudniejsze

Petny trening (20 przyktadow i zadan) >

5 Na maturze

W arkuszach podstawowych 2024-2026 to prawie zawsze jedno zadanie zamkniete z rysunkiem:
tancuch kat wpisany — kat srodkowy - trdojkat rOwnoramienny z promieni albo kat oparty na
Srednicy. Czasem w wigzce z drugim pytaniem o dtugos¢ tuku. W informatorze sa tez zadania
otwarte (wycinek jako siatka stozka, kolejne katy w figurze) i krétki dowdd. Ponizsze zadania sg
nasze, w stylu arkusza.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 8 pkt - ok. 20 min
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http://127.0.0.1:33081/pl/matura/8-1/trening/

1

(0-1 pkt) Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o srodku O, ZBAC = 25° (jak na rysunku).
Ocen prawdziwo$¢ zdan.

>

1. /BOC =50°. P F
2. Z0CB =65°. P F

(0-1 pkt) Odcinek AB o dlugosci 12 jest §rednica okregu. Punkt C lezy na okregu i
|AC| = 6. Kat ABC ma miare

A. 30° B. 45° C. 60° D. 90°

(0-1 pkt) W okregu o promieniu 12 kat wpisany oparty na tuku AB ma 30°. Dtugo$c¢ tego
tuku jest réwna

A. 27 B. 47 C. 67 D. 8«

(0-3 pkt) Z punktu P poprowadzono styczne do okregu o $srodku O i promieniu 4,
styczne w punktach Ai B. Kat APB ma 60°. Oblicz |PA| i pole czworokata PAOB.
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5  (0-2 pkt) Odcinek AB jest §rednica okregu, punkt C lezy na okregu, a D jest spodkiem
==  wysokosci trojkata ABC poprowadzonej z C. Wykaz, ze ZACD = LZABC.

C

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

6 Najczestsze btedy

x ,Kat wpisany jest dwa razy wiekszy od srodkowego.”

Odwrotnie: Srodkowy jest dwa razy wiekszy. Kontrola: kat oparty na $rednicy (p6tokrag,
srodkowy 180°) ma 90°.

x ,Katy wpisane oparte na tej samej cieciwie sg zawsze rowne.”

Tylko gdy wierzchotlki leza po tej samej stronie cieciwy. Po przeciwnych stronach katy
sumuja sie do 180°.

x  ,We wzorze na tuk wstawiam kat z rysunku.”

We wzorze jest kat Srodkowy. Jesli na rysunku jest kat wpisany, trzeba go podwoic.

x ,Styczna tworzy z promieniem kat 45°.”

Zawsze 90° w punkcie stycznosci. To najczesciej uzywany kat prosty w zadaniach ze
stycznymi.
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7 Sprawdz sie

Odpowiedz w myslach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- N
1 Kats$rodkowy ma 100°. Ile ma kat wpisany oparty na tym samym tuku?

50°.
- J
- N

2 Ile ma kat Srodkowy oparty na boku sze$ciokata foremnego wpisanego w

okrag?

60°, czyli 2.
- J
- N

3 Jaka czes¢ obwodu stanowi tuk, na ktorym oparty jest kat wpisany 45°?

Kat srodkowy 90°, czyli i obwodu.

4 Tle wynosi kat OAP, jesli PA jest styczna, a A punktem stycznosci?

90°.
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s Karta wzorow i co dalej

4 )
KATY DLUGOSCI
$rodkowy = 2. wpisany (ten sam tuk) | =32 - 2nr, P= 3% -mr’
wpisane na tym samym tuku réwne (5)2 +d? =7
oparty na $rednicy: 90° styczna: |[PA|*> = |OP)* — r?
styczna L promien

- J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sa wzory na dtugos¢ tuku i pole wycinka (z

katem w stopniach), twierdzenia o katach wpisanych i Srodkowych, o kacie miedzy styczng i
cieciwa, o odcinkach stycznych oraz o odcinkach siecznej i stycznej (|PA| - |PB| = |PC|?).
Prostopadtosci stycznej do promienia w broszurze nie ma: te trzeba znaé samodzielnie.

Dalej: trojkaty i ich punkty szczegolne (lekcja 8.2 Tréjkaty: rodzaje i punkty szczegolne).
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http://127.0.0.1:33081/pl/matura/8-2/

+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

2. /ACB = ZADB = 40° (oba oparte na tuku AB). /DAC = Z/DBC = 30° (oba oparte na tuku DC).

3. 1.Tréjkat OBC jest réwnoramienny: ZBOC = 180° — 2 - 20° = 140°.
2. /BAC = X~ = 70°.

Zadania - czes$¢ 2
1. % - 367 = 15m.
2. kuk to 3= = 1 obwodu: kat srodkowy 90°, wpisany 45°.
Zadania - czesc 3
1. W czworokacie PAOB katy przy Ai B sa proste: ZAOB = 360° — 180° — 50° = 130°, LAC'B = 65°.
2. |OP| = /64 + 36 = 10; najblizszy punkt okregu lezy na odcinku OP, wiec odlegltoéé to 10 — 6 = 4.
3. Potowa cieciwy: v/100 — 36 = 8; cieciwa 16.
Zestawy A
1.a) 40° b)65°
Zestawy B
1.a) 27 b)60°
Zestawy C

1.a)12 b)3V3

Zadania w stylu maturalnym

1. PP. Srodkowy dwa razy wiekszy od wpisanego; tréjkat BOC réwnoramienny: 1800; 50— 65°,

2.A. ZACB = 90°, wiec sin ZABC = & = 1.
3. B. Kat srodkowy 60°: § - 247.

4. 1.Tréjkat OAP. ZOAP = 90°, ZAPO = 30° (PO jest dwusieczna).
2. Dlugo$é. |OP| = 2|0A| =8, |PA| = /64— 16 = 44/3.
3.Pole. Ppaop =2- % -4-4y/3 = 16+/3.
1 pkt za kat prosty przy Ai ZAPO = 30°. 2 pkt za |PA| = 4/3. 3 pkt za pole 16+/3.

5. 1.Katprosty. ZACB = 90° (oparty na $rednicy), wiec w tréjkacie ABC: LZCAB + LABC = 90°.
2. Tréjkat ACD. ZADC = 90°, wiec ZACD = 90° — /CAD = 90° — ZC AB.
3. Wniosek. ZACD = Z/ABC.
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1 pkt za zauwazenie, ze ZACB = 90°. 2 pkt za pelne uzasadnienie. Sprawdzenie na konkretnym
trojkacie: 0 pkt.

Matura z matematyki - Lekcja 8.1: Okrag: katy wpisane i $rodkowe, tuk, wycinek, styczne i cieciwy - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z
matematyki, poziom podstawowy, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025
i 2026. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt8_21.py), rysunki generowane skryptem tools/rysunki/r8_1.py.
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