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Twierdzenie sinusow
| rOoZwiazywanie

& ’
trojkatow
Twierdzenie sinusow taczy boki tréjkata z promieniem okregu
opisanego: a = 2R sin a. Razem z twierdzeniem cosinuséw
(lekcja 7.2 Twierdzenie cosinusow i pole trojkata) pozwala
wyznaczy¢ kazdy tréjkat z trzech danych. W arkuszach
rozszerzonych 2024-2026 pojawia sie rzadko, ale w trudnych

zadaniach: zadanie z maja 2025 rozwigzalo 17% zdajacych i byto
najtrudniejszym w tamtym arkuszu.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 35 min 10 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 50 prébka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 4 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym,; VII.R7-VIL.R8

pelny trening na
osobnej stronie
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o Bok, kat i okrag

Kazdy tréjkat da sie wpisaé w okrag. Bok a jest wtedy cieciwa, a kat a naprzeciw niego jest katem
wpisanym opartym na tej cieciwie. Kat sSrodkowy oparty na tej samej cieciwie ma miare 2a, wiec
potowa cieciwy to Rsin a. Stad a = 2R sin «, i tak samo dla pozostalych bokéw. To jest cate
twierdzenie sinuséw: bok jest proporcjonalny do sinusa kata naprzeciw, a wspdéiczynnikiem jest
Srednica okregu opisanego.

1 Twierdzenie sinusow

~ )
58 TWIERDZENIE SINUSOW (W BROSZURZE CKE)

a b c

: == = - =2R.
sina  sinf  sinvy
Kat a lezy naprzeciw boku a, R to promien okregu opisanego. Wzoér dziala dla
kazdego trdjkata, takze rozwartokatnego: sin(180° — a) = sin .
N J
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SYMULACJA 1 W trybie ,,okrag opisany” zmieniaj katy «a, 8 i promien R: wszystkie trzy
ilorazy bok/sinus sa réwne 2R. Kat Srodkowy nad bokiem a ma miare 2a.. W trybie ,,dwa
boki i kat” dane sa a, bi kat a naprzeciw a: okrag o srodku C' i promieniu a przecina ramie
kata w zerze, jednym albo dwoch punktach, czyli tyle jest trojkatow.

A

— trojkat — okrag opisany albo okrgg o promieniua = kat $rodkowy 2a albo mozliwe potozenia B
a, B,y 50°, 70°, 60° a,b,c4,60; 5,64; 5,20 a/sina 6,00 b/sin3 6,00

c/siny 6,00 2R 6,00

Kat srodkowy oparty na boku a ma 100°, czyli dwa razy wiecej niz kat wpisany . Potowa cieciwy to
R-sin o, wiec a = 2R-sin a.

Stan na rysunku: o = 50°, B = 70°, y = 60°, R=3,0, a = 4,60, b =5,64, c =5,20.

Przyktad 1.1
Promien z boku i kata

W trdjkqcie bok a = 6 legy naprzeciw kqta o = 30°. Oblicz promiern okregu opisanego.

1 2R=-% =

sin a

[ Wynik: R = 6. ]

=12.

- o
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Przyktad 1.2
Dwa katy i bok
W tréjkacie o = 45°, B = 60° i a = 2+/2. Oblicz bic.

1 2R= 2L =2y

sin45°

= 2V/3.

3 vy =180° —45° — 60° = 75° sin75° = @ (lekcja 7.4 Wzory na funkcje sumy katow i
réwnania trygonometryczne).

4 c¢=4sin75° =6 + 2.

2 b=2Rsin60° =14-

3

[Wynik:b:2\/§,c=\/6+\/§. j

Kontrola: najwiekszy kat 75° lezy naprzeciw najwiekszego boku /6 + v/2 ~ 3,86.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 6 min

1 Boka = 8lezy naprzeciw kata 150°. Oblicz R.

2 a=230°p8 =45 a = 4. 0Obliczb.

3 Tréjkat jest wpisany w okrag o promieniu 4. Jeden z jego katéw ma 135°. Oblicz dlugos¢
== boku naprzeciw tego kata.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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2 Dwa boki i kat nie miedzy nimi

~ )
68 PRZYPADEK NIEJEDNOZNACZNY

bsina

Dane: a, bikat a naprzeciw a. Z twierdzenia sinusow sin § = =52

* sin 3 > 1: tréjkat nie istnieje;

* sin 8 = 1:jeden trdjkat, prostokatny;

* sin 8 < 1: kandydaci 8 (ostry) i 8, = 180° — ;. Kazdego trzeba sprawdzi¢
warunkiem a + 8 < 180°. Jeslia > b, to 8 < « i zostaje tylko ;.

Sinus nie odréznia kata ostrego od rozwartego. To jest gtdwna réznica wzgledem
twierdzenia cosinusow, gdzie znak cosinusa rozstrzyga sprawe.

- J

Przyktad 2.1
Dwa trojkaty
W tréjkacie ABC:a = 2, b = 21/3, a = 30°. Oblicz Bic.

1 sinf =222 _ 33 wiec 8 = 60° albo B = 120°.

2 Oba spetlniajg 30° + 8 < 180°.
3 B=060"y=090" =0T =21l — 4
2

1

4 B=120°7=30°c= 22 =2.
2

[ Wynik: 8 = 60°, ¢ = 4 albo 8 = 120°, ¢ = 2. ]

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 6 min

1 Ilejest tréjkatéw, w ktérych a = 3, b = 3/2, a = 30°?

2 Ilejest tréjkatéw, w ktérych a = 4, b = 2, o = 60°?

3 Ilejest tréjkatéw, w ktérycha =1,b =4, o = 30°?

moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

7.5 - Twierdzenie sinuséw i rozwigzywanie trojkatow 5/13



3 Pole i promien okregu opisanego

~ )
§8 WZORY Zz R (W BROSZURZE CKE)
b
P = Z_RC’ P = 2R%sin asin Bsin .
Pierwszy wynikaz P = %bc sinaisina = 55. Gdy znane sa trzy boki, pole liczy sie
wzorem Herona albo z cosinusa kata, a potem R = %.
N J

Przyktad 3.1
Promien z trzech bokow

Boki trojkqta majq dtugosci 13, 14, 15. Oblicz promient okregu opisanego.

1  WzérHerona:p =21, P =+/21-8-7-6 = /7056 = 84.

_ abc _ 131415 _ 2730
2 R=19F="%% 336 °

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 5 min

1 Oblicz promien okregu opisanego na trdjkacie rownobocznym o boku 6.

2 Oblicz promien okregu opisanego na trdjkacie o bokach 5, 5, 6.

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze
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4 Sinusy czy cosinusy

~ )
58 WYBOR TWIERDZENIA

* dwa katy i dowolny bok: sinusy (trzeci kat z sumy 180°);

* dwa boki i kat miedzy nimi: cosinusy (trzeci bok);

* trzy boki: cosinusy (katy), potem ewentualnie sinusy albo Z—I}ﬁ dla R;

¢ dwa boki i kat nie miedzy nimi: sinusy z kontrola liczby rozwiazan albo cosinusy z
réwnaniem kwadratowym na trzeci bok;

* w tresci jest okrag opisany albo R: prawie zawsze sinusy.

Przyktad 4.1
Oba twierdzenia po kolei
W tréjkacie b = 44/2, ¢ = 7, a kqt miedzy nimi o = 45°. Oblicz a i promieri okregu opisanego.
1 Cosinusy:a? =32+49 —2-4y2-7- 3§ = 81 — 56 = 25, wiec a = 5.

2 Sinusy:2R = = = % — 54/2.

[ Wynik: a = 5, R:‘%Q. ]

/. ZADANIA - CZESC 4 2 zadania - ok. 8 min

1 Boki tréjkata majg dtugosci 7, 8, 13. Oblicz miare najwiekszego kata i promien okregu
== opisanego.

2 Wtréjkaciea = 5,b = 8, a = 30°. Ile jest takich tréjkatéw? Oblicz sin 8 i wszystkie
== mozliwe wartosci cos 3.

moo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 19 przykladow i zadan, z odpowiedziamii w
wersji do druku.
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POZIOM A - BOK, KATI R

/. ZESTAWY A

1 Oblicz szukana wielko$¢ (kat lezy naprzeciw boku).

a)a=10,a=30° R b) R =5,v=150° ¢

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

POZIOM B - BOKI I LICZBA TROJKATOW

/. ZESTAWY B

1 Oblicz bok.

a)a = 30° 8 =45°a = 2;
b

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Ilejest tréjkatéw o danych a, b i kacie a naprzeciw a?

a)a=>5,b=10,a = 30°

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mmo Srednie maa trudniejsze

POZIOM C - POLE I PROMIEN

/. ZESTAWY C

1  Oblicz.

a) R dla bokéw 6, 8, 10 b) pole: R = 2, katy 30°,
60°, 90°

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze

Petny trening (19 przyktadow i zadan) >
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6 Na maturze

W puli zadan CKE z lat 2024-2026 sa trzy zadania do tej lekcji (3, 31 5 punktéw). Punkty przyznaje
sie za kolejne etapy: zapisanie zaleznosci z twierdzenia sinuséw, sprowadzenie jej do rownania z
jedna niewiadoma (czesto przez wzor na sinus sumy lub réznicy) i wynik. W maju 2025 zadanie o
podziale tréjkata rownobocznego na dwa tréjkaty o danym stosunku pol rozwigzato 17%
zdajacych. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 14 pkt - ok. 35 min

1 (0-3 pkt) Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o promieniu 5. Wiadomo, ze |BC| = 51/3,
== |AC| = 5+/2, a kat BAC jest ostry. Oblicz miare kata ACB.

2 (0-3 pkt) W tréjkacie ABC kat ABC jest dwa razy wiekszy od kata BAC, |BC| =41
«=  |AC| = 6. Oblicz cosinus kata BAC.

3 (0-4 pkt) Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. |AB| = 3, |BC| =5, ZABC = 120°
«=  oraz|AD| = |CD)|. Oblicz promien okregu i pole tréjkata ACD.

4 (0-4 pkt) W tréjkacie ABC: /BAC = 60°, ZABC = 45°. Dwusieczna kata AC B przecina
==  bhok AB w punkcie D. Oblicz stosunek pél tréjkatéw ADC i DBC.

moopodstawowe e Srednie mam trudniejsze

7 Najczestsze btedy

—a_ _ R”»

Iloraz jest réwny $rednicy, 2R. Kontrola: w trojkacie rownobocznym o boku 1 wychodzi
R = ? ~ 0,58, czyli mniej niz bok.

x ,ZsinB = 3 wynika 8 = 30°.”

Takze 150°. Drugi kandydat odpada tylko wtedy, gdy suma z pozostalymi katami
przekracza 180° albo gdy S lezy naprzeciw krétszego z dwdch danych bokéw.

x  ,Kat a lezy przy boku a.”

Naprzeciw. W oznaczeniach CKE wierzchotek A ma kat o, a bok a = | BC| go nie zawiera.
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»Twierdzenie sinusow wymaga kata ostrego.”

Dziata dla kazdego kata, bo sin(180° — a) = sin «, a kat wpisany rozwarty opiera sie na
dhuzszym tuku.

Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e A
Ile wynosi R, jesli trojkat jest prostokatny o przeciwprostokatnej 10?
. 10 _ A . 7’ . .
5: =05 = 2R. Srodek okregu lezy w srodku przeciwprostokatne;.
- J
- A
Kiedy dane a, b, « wyznaczaja dokladnie jeden tréojkat?
Gdy a > b, gdy a = bi a jest ostry (trojkat rownoramienny) albo gdy sin 8 = 1.
- J
- A
Jak policzy¢ R z trzech bokéw?
Pole z Herona albo z %ab sin+y, potem R = % ; albo kat z twierdzenia cosinuséw i R =
2 sicn ~°
- J
e A
Jaki jest stosunek bokoéw w trdjkacie o katach 30°, 60°, 90°?
sin30° : sin60° : sin90° = 1: /3 : 2.
- J
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9 Karta wzorow i co dalej

- N
TWIERDZENIE SINUSOW PRZYPADEK a , b , «
_ b _ _ .o _ bsi
Siga ~ sing T ﬁ =2R Slnﬂ - Sl;a
a:b:c=sina:sinf :siny > 1: brak; = 1: jeden; < 1: sprawdz ; i
b . . . 180° —
P = $£ = 2R?sinasin fsiny b
a > b: tylko kat ostry
& J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sg twierdzenie sinusow (z 2R), twierdzenie

cosinusow, wzory na polez R (j—l;g, 2R? sin asin B sin ), wzér Herona i twierdzenie o dwusieczne;j.

Analizy liczby rozwigzan w przypadku dwoch bokéw i kata nie ma: te trzeba umieé samodzielnie.

Dalej: dziat VIII, planimetria; zaczynamy od okregu, cieciw i kqtow wpisanych (lekcja 8.1 Okrqg:
cieciwy, styczne, kqty wpisane i Srodkowe, wycinek kota).
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+ Odpowiedzi
Zadania - czes¢ 1

2.p= b _ 17 _4./9.

3.a=2Rsin135° = 8- L — 4,2,

Zadania - czesc 2

1l.sinf8 = %11 = 39: B = 45° albo 135°; oba z 30° daja sume mniejsza niz 180°. Dwa tréjkaty.

2.a > b, wiec 8 < aitylko kat ostry (sin 8 = ?). Jeden trdjkat.

=

3.sinf8 = 4

=1

= 2 > 1. Zadnego.
Zadania - czes¢ 3
1LR= it = %= =2V3.
2. Wysoko$é na bok 6: /25 — 9 = 4, pole 12. R = % = %5.

Zadania - czes¢ 4

1. 1.cosvy = %;‘_’8169 = ITSS = —%,Wie;c'y =120°.
_ 13 _ 13 _ 13v3
2.R= 2sin120° — /3 — 3 °

. 8-
2. l.sinf=—= %.

2. cos B = £ albo cos 8 = —3; kat rozwarty ma ok. 126,9°, a 30° 4 126,9° < 180°.

3. Dwa tréjkaty.

Zestawy A

1.2)10 b)5
Zestawy B

1.2)2+/2

2. a) 1 (prostokatny)
Zestawy C

1.a)5 b)2v3
Zadania w stylu maturalnym

1. 1.KatA.sin/A= % = ?, kat ostry: 60°.

2. Kat B.sin ZB = 22 — ¥2:45° alho 135° 60° + 135° > 180°, wiec 45°.

3. Wynik. ZACB = 180° — 60° — 45° = 75°.

1 pktza ZA = 60°. 2 pkt za /B = 45° z odrzuceniem 135°. 3 pkt za 75°.
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. . . 7 4 _ 6
2. 1. Twierdzenie sinusow. o — = =-.
; 4 _ 6 . : _
2. Podwojony kat. —— = s—>2——:sina # 0, wigc 8 cosa = 6.

3. Wynik. cosa = 3.

1 pkt za rOwnanie z twierdzenia sinuséw. 2 pkt za zastosowanie sin 2a = 2 sin « cos a. 3 pkt za %.

3. 1.Przekatna.|[AC] =9+25—-2-3-5.(—3) =49,|AC|=T.

P _ 1 _ T _ 1V3
2. Promien. 2R_sm120°’R_\/§— 2.

3. Kat D. w czworokacie wpisanym ZADC = 180° — 120° = 60°; trojkat ACD jest rbwnoramienny z katem
60°, czyli r6wnoboczny.
4. Pole. %5.

— — 60° V3
1pktza|AC| = 7.2 pktza R. 3 pkt za ZADC = 60°. 4 pkt za pole 423,

4. 1. Wspdlna wysokos$¢. oba trojkaty maja wysokosé z C na AB, wiec %ﬁg ==

DB
. |AD|  |AC| . . . .
2. Dwusieczna. DB = TBC| (twierdzenie o dwusiecznej, w broszurze).

. Ac_sinzB_jZCf_ﬁ
3. Sinusy. BCl ~ swZd = 3 V3

4. Wynik. %8,
1 pkt za stosunek pél réwny |AD| : |DB). 2 pkt za twierdzenie o dwusiecznej. 3 pkt za f% =B
pkt za @

Matura z matematyki - Lekcja 7.5: Twierdzenie sinuséw i rozwigzywanie trojkatéw - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdanie CKE z sesji 2025. Zadania sg
autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt7_5.py).
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