MATURA - POZIOM ROZSZERZONY 7.4

Wzory na funkcje
sumy katow

i rGwnania
trygonometryczne

Rownanie trygonometryczne za 4-5 punktow to staly punkt
arkusza rozszerzonego: w puli zadan CKE z lat 2024-2026
(arkusze i informator) jest ich sze$¢. W maju 2025 rozwiazalo je

22% zdajacych, w maju 2026 29%. Schemat jest zawsze ten sam:

wzOr (suma, roznica, podwojony kat) zamienia réwnanie na
iloczyn, iloczyn rozpada sie na rOwnania elementarne, a z
kazdego wybiera sie rozwigzania z przedziatu. Te lekcje
zbudowali$§my wokoét tego schematu.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 40 min 11 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 60 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 4 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym,; VII.R5-VII.R6

pelny trening na
osobnej stronie
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W TEJ LEKCJI

©  Dlaczego iloczyn

1 Funkcje sumy i roznicy katow

2 Podwojony kat i jego konsekwencje
3 Rdwnania elementarne

4 Sprowadzanie do iloczynu

5  Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordw i co dalej

7.4 - Wzory na funkcje sumy katéw i réwnania trygonometryczne 2/15



o Dlaczego iloczyn

1

Réwnanie sinx = = umiemy rozwigzac od razu: dwie serie rozwigzan z okregu jednostkowego.

2

Réwnanie sin 2z = cos  juz nie, bo po obu stronach stoja rézne funkcje ré6znych argumentéw.
Trzeba je sprowadzi¢ do postaci A- B = 0, gdzie A i B sa wyrazeniami, z ktérych kazde daje
réwnanie elementarne. Narzedziem sg wzory z broszury CKE: na funkcje sumy i réznicy katéw,
podwojonego kata oraz na sume i réznice sinuséw i cosinus6w. Cata trudnos¢ polega na wyborze

wlasciwego wzoru i na tym, zeby po drodze nie zgubié rozwigzan.

-

° ° ’ 0 . I 4
1 Funkcje sumy i roznicy katow

\

58 WZORY (SA W BROSZURZE CKE)

sin(a + ) = sina cos 8 £ cos asin g3, cos(a + ) = cosacos 8 F sinasin 3,
_ tgattgp
tgla£h) =1 Ftgatgf

Uwaga na znaki w cosinusie: przy sumie katéw jest minus, przy réznicy plus.

J

-

Przyktad 1.1

Wartos¢ dla kata niestandardowego

Oblicz sin 75°.

1 75° =45°+430°.

2 sin75° = sin45° cos 30° + cos 45° sin 30° = 3§ . 325 + 32Q .

[ Wynik: sin 75° = M.

/. ZADANIA - CZESC 1

1 Oblicz cos 15°.

2  Oblicz tg 75°.
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3 Wiadomo, zesina = £, a € (3, ), orazcos f = 2, 8 € (0, §). Oblicz sin(a + B).

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

2 Podwojony kat i jego konsekwencje

/ )
§8 PODWOJONY KAT (W BROSZURZE CKE)
sin 2a = 2 sin a cos a, cos2a = cos’a —sina = 2cos’a — 1 = 1 — 2sin’ a.
Trzy postacie cos 2a wybiera sie pod reszte rOwnania: jesli obok stoi sin z, bierze sie
1 — 2sin’ z, jesli cos z, to 2 cos? z — 1.

58 WNIOSKI, KTORYCH NIE MA W BROSZURZE

. 4 4 . 2 . . . 3 3
sin® a + cos” a = 1 — § sin” 2q, sin3a = 3sina — 4sin’ a, cos3a = 4cos’ a — 3cosa.

Pierwszy: (sin” a + cos? @)? — 2sin® acos? a = 1 — §(2sin a cos @)?. Dwa pozostate
wyprowadza sie z sin(2a + a) i cos(2a + ). W kluczach CKE kazdy z nich jest
akceptowany jako ,wlasciwy wzor” za pierwszy punkt, ale w arkuszu trzeba umie¢

go uzasadnic¢ albo obejs¢.

Przyktad 2.1
Znak z ¢wiartki

sina = %ia € (%, 71'). Oblicz sin 2 i cos 2a..

1 cosa=—4/1— 5= —% (IT ¢wiartka, cosinus ujemny).

2 sinzazz.%.(_&@) — 42

3 9

3 cos2a=1-—2sin’a =1— 2 = I (tuznak cosinusa a nie byt potrzebny).

P 42 7
[ Wynik: sin 2a = —=¢=, cos2a = j. ]

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 10 min
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1 tga = 2.0Dblicz sin 2a i cos 2a.

4

2 sinzcosx = ;—) Oblicz sin* z + cos? z.

3 Wyprowadz wzér cos 3a = 4 cos® a — 3 cos a.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

3 Rownania elementarne

" I
58 ROZWIAZANIA OGOLNE ( k€ Z )

* sint=a,|a| <1: t =ty + 2kmalbot =7 — ty + 2km, gdzie sinty = a;
* cost=a,|a| <1: t = +t, + 2kn, gdzie costy = a;

o tgt=a: t=ty+ km, gdzie tgty = a;

* |a| > 1w réwnaniu z sin albo cos: brak rozwigzan.

Gdy argumentem jest bz + ¢, najpierw rozwiazuje sie wzgledem t = bz + ¢, potem

dzieli przez b. Okres serii tez sie dzieli: %Tﬂ’ nie 2km.

- J
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SYMULACJA 1 Wykres y = sin(bx), y = cos(bx) albo y = tg(bx) i prosta y = a. Punkty
przeciecia w wybranym przedziale to rozwigzania rownania. Zwieksz b i zobacz, jak
ro$nie liczba rozwiazan: w przedziale dtugosci 27 jest ich zwykle 2b.

-1
0 n/2 n 3n/2 2n
— wykres funkcji — prostay=a — rozwigzania
rownanie sin(2x) = 1/2 przedziat [0, 2m] liczba rozwigzan 4

rozwiazania n/12; 5n/12; 13n/12; 17mn/12
Okres funkcji to 211/2. Liczba okreséw w przedziale [0, 211]: 2. Wartos$¢ |al < 1 daje zwykle dwa

rozwigzania na okres, a = 1 jedno (prosta jest styczna do wykresu).

Stan na rysunku: sin(2x) = 1/2, przedziat [0, 2n], 4 rozwiazan: m/12; 5m/12; 13m/12;
17m/12.

Przyktad 3.1
Argument ztozony, rozwigzania w przedziale
Rozwiqz réwnanie cos (2z — §) = 3 w przedziale [0, ).

1 2z— 3% =3 +2kmalbo2z — § = —% + 2km.

2 $:§+kﬂ'alb0$:kﬂ'.

3 W0, 7]: z pierwszej serii k = 0; z drugiejk = 0ik = 1.

[ Wynik: z € {0, %, 7}. ]

e _T) — cos E —
Sprawdzenie: z = 7 cos (21 — I) = cos § =

N [—
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/. ZADANIA - CZESC 3

2 zadania - ok. 5 min

1 Rozwiaz rOwnanie sinx = —@ w przedziale [0, 27].

2 Rozwiaz réwnanie tg (z + %r) = /3.

moo podstawowe mwo Srednie saa trudniejsze

4 Sprowadzanie do iloczynu

-~

fa SUMY I ROZNICE (W BROSZURZE CKE)

sina + sin 8 = 2sin o‘;ﬁ cos Tﬁ

cosa + cos 8 = 2 cos a;rﬁ cos Tﬂ

-

. ol _ a+ﬂ ﬂ
sina — sin 8 = 2 cos =~ sin —2

cosa — cos 3 = —2sin#sm7ﬂ

-

68 TRZY DROGI DO ILOCZYNU

1. Wspdlny czynnik po rozpisaniu podwojonego kata: sin 2z — cosz = cosz(2sinz — 1).
2. Suma albo réznica funkcji katéw az i bz: sin 3x + sinx = 2sin 2z cos z.

3. Réwnanie kwadratowe w jednej funkcji: po zamianie cos 2z albo cos? z zostaje np.
2t2 +3t+1=02zt = cosz,atojestiloczyn (2t + 1)(¢t + 1).

Nie dziel obu stron przez wyrazenie z x. Jesli musisz, najpierw rozpatrz przypadek,
gdy jest ono réwne zeru. W kluczach CKE dzielenie bez tego zalozenia daje co

najwyzej 3 z 4-5 punktow.
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Przyktad 4.1
Wspélny czynnik
Rozwiqz réwnanie sin 2z = cos x w przedziale [0, 27].

1 2sinzcosz —cosz = 0, wieccosz (2sinz — 1) = 0.

™

5 albox =

2 cosr=0: 2= ?’2—”

: 1, _x _ 5w
3 51n:13—2.a:—6a1b0m— 5

[ Wynik: z € {%, % %’r, 37} }

Gdyby podzielié przez cos x, zostaloby tylko sinx = %, czyli dwa rozwigzania z

czterech.

Przyktad 4.2
Suma sinusow
Rozwiqz réwnanie sin 3z + sin x = 0 w przedziale [0, 7].
1 2sin 3’”2j cos 3% = 2sin2zcosz = 0.
kr x

2 sin2z = 0: 2z = kn, x = &, w przedziale 0, 3, .

3 cosz =0: z= 7 (juzjest).

[ Wynik: z € {0, 7, 7}. ]
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Przyktad 4.3
Rownanie kwadratowe w cosinusie
Rozwiqgz réwnanie cos 2z + 3cos ¢ + 2 = 0 w przedziale [0, 27].
1 cos2x =2cos’x — 1: 2cos’z + 3cosz + 1 =0.
2 t=cosm: 2t24+3t+1=(2t+1)(t+1)=0,czylit=—%albot=—1.

3 cosw:—%: mz%’ralbow: 4?”; cosx = —1: x =m.

[Wynik:we %’T,w,%ﬂ . }

Przyktad 4.4
Dzielenie, ktére gubi rozwigzania

Rozwiqz réwnanie /3 sin = sin x cos  w przedziale [0, 7.

1 Zle: podzieli¢ przez sin z i dosta¢ v/3sinz = cosz, czylitgz = %, ==z

=21

2 Dobrze:sinz (v/3sinz — cosz) = 0.
3 sinz=0: z=0alboz =m.

4 +/3sinz = cosz:tucosz # 0 (inaczej sinz = 01i cosz = 0 jednoczesnie), wiec wolno

_ 3 T
-3

podzielié: tg x ,T = %.

[ Wynik: x € {O, s 7r}. ]

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 15 min

1 Rozwigz réwnanie 2 cos? z + 3sinz — 3 = 0 w przedziale [0, 27].

2 Rozwiaz réwnanie sin 2z = /3 cos ¢ W przedziale [, 7].

3 Rozwigz réwnanie cos z + cos 5z = 0 w przedziale [0, I].

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 25 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - WARTOSCI Z WZOROW

/. ZESTAWY A

1 Oblicz, korzystajac z wzoréw na funkcje sumy i réznicy katow.

a) cos 75°

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Oblicz, korzystajac z wzoréw na podwojony kat.

a) sin 2a, gdy sina = %, a
ostry

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - ROWNANIA ELEMENTARNE W R

/. ZESTAWY B

1 Rozwiaz réwnanie (k € Z).

an
S A/2 z _
a)sinz = 32£ b) cos § =

Do =

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

POZIOM C - DO ILOCZYNU, ROZWIAZANIA W PRZEDZIALE

Z ZESTAWY C
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1 Rozwiaz rownanie w podanym przedziale.

a) cos 2z = cosz, [0, 27| b) tgz = 2sinz, (_g, 72_f)

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze

Petny trening (25 przyktadow i zadan) -

6 Na maturze

W arkuszach rozszerzonych 2024-2026 to zadanie ma 3-5 punktéw, a w wersji za 4 punkty zawsze
ten sam schemat oceniania: 1 punkt za zastosowanie wlasciwego wzoru, 2 za alternatywe réwnan
elementarnych, 3 za rozwigzanie jednego z nich, 4 za komplet rozwiazan w przedziale (albo w R).
W polowie zadan pytano o rozwigzania w przedziale, w potowie o wszystkie rozwigzania
rzeczywiste. Klucze akceptuja kazda poprawng droge. Punkty odbieraja: dzielenie przez
wyrazenie z x bez zalozenia, btedny wzér i podnoszenie do kwadratu bez sprawdzenia. Ponizsze
zadania sg nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 16 pkt - ok. 40 min

1 (0-3 pkt) Rozwiaz réwnanie cos 2z + sinz = 0 w przedziale [0, 27].

N

(0-4 pkt) Rozwiaz rownanie cos 3z + cos ¢ = 0 w przedziale [0, 7].

3 (0-4 pkt) Rozwiaz réwnanie sin’ z + cos* z = 3 w przedziale [0, ).

4 (0-5 pkt) Rozwiaz rownanie sin  + sin 3z = sin 2z w zbiorze liczb rzeczywistych.

moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze

7 Najczestsze btedy

x ,sin(a+ B) =sina + sin B.”

Funkcje trygonometryczne nie sa liniowe. Kontrprzyktad: sin (% + 72—r) =0,asin§ +

oo
sm§—2.
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http://127.0.0.1:32993/pl/matura/7-4/trening/

X

»Moge podzieli¢ przez cos z.”

Tylko po sprawdzeniu, czy cos x = 0 nie daje rozwigzan. Bezpieczniej wylaczy¢ czynnik
przed nawias i dopisaé rownanie cos z = 0.

. 1 .
X ,sin2z = 5, wiecz = 1”2 + 2kw.”

Okres tez sie dzieli przez 2: x = §; + km albo x = ?—g + k7. Zgubiona druga seria i zly
okres to dwa osobne biledy.

X ,cost = amarozwigzaniatyim — ty.”

To jest para dla sinusa. Dla cosinusa: £t3, bo cosinus jest parzysty.

x  ,Podniose do kwadratu, bedzie tatwiej.”

Na przyklad sin z + cosx = 1 po podniesieniu do kwadratu daje sin 2z = 0, czyli takze
x = m,asinm + cosm™ = —1. Bez sprawdzenia co najwyzej 3 pkt.

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

~ N
1 Ktora postac cos 2z wybra¢ w réwnaniu cos 2z = sin z?

1 — 2sin® z: wtedy wszystko jest w sin z.

2 Ile rozwiazan ma sin 3z = 0 w przedziale [0, 7|?

Cztery: 0, I, Z&, .

3 Najakiiloczyn zamienia si¢ cos bz — cos x?

—2sin 3z sin 2z.

4  Co trzeba zrobié przed podzieleniem réwnania przez sin x?

Rozpatrzy¢ przypadek sin z = 0 i sprawdzi¢, czy daje rozwiazania.

7.4 - Wzory na funkcje sumy katéw i réwnania trygonometryczne 12/15



9 Karta wzorow i co dalej

e M
WZORY SCHEMAT ROWNANIA
sin(a + ), cos(a + ), sin 2a, cos 2a: wz6r - iloczyn = 0 - alternatywa
broszura sin: tg, m — to; cos: tto; tg:to + kw
4 4 _1_ 1gin2 ce g .
sin” 4 cos” =1 — 5sin" 2a okres serii dzielony przez b
sin3a = 3sina — 4sin’ a
- J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sg wzory na funkcje sumy i réznicy katow

(takze tangensa), podwojonego kata oraz na sumy i réznice sinuséw i cosinus6w. Nie ma wzorow

na potrojony kat ani na sin 4 cos®: te trzeba wyprowadzi¢ albo pamietaé.

Dalej: twierdzenie sinusow i rozgwiqzywanie trojkqtow (lekcja 7.5 Twierdzenie sinusow i

rozwiqzywanie tréjkqtow).
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http://127.0.0.1:32993/pl/matura/7-5/
http://127.0.0.1:32993/pl/matura/7-5/

+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. cos(45° — 30°) = ? . 73 + g . % = ‘/gjf‘/i (tyle samo co sin 75°, bo katy dopelniaja sie do 90°).
V3
1+%  3+.3
2. 1.tg(45° +30°) = S = .
g( ) [ 3-8
3 2 12+6
2. Usuniecie niewymiernosci: ( ;_ \/33) = +6 V3 =24++3.
3. 1.II éwiartka: cosa = —%; I éwiartka: sin 8 = £.
. _ 3. 12 4Y .5 _ 36-20 _ 16
2.sin(a+ ) =3 5+ (=3) 5= ¥F = &
Zadania - cze$¢ 2
2sinacos 2tga 4

1. 1l.sin2a=-— = 3
sin“a+cos?2a  1l+tg°a 5
cosa—sin’a  1—tgla 3
2.cos2a = — = — =

sina+cosla  l1+tgia 5

Wynik nie zalezy od ¢wiartki: o i @ + 7 maja ten sam tangens i te same sin 2, cos 2a.
2.1—2sinzcos’z=1-2-§ =1

3. 1.cos3a = cos2a cos a — sin 2a sin a.
)
2. = (2cos?’a — 1) cos a — 2sin” a cos a.

3.=2cos®a — cosa — 2(1 — cos? a) cosa = 4 cos® @ — 3 cos a.
Zadania - czesc 3

— T _ 5w — _n_
lLz=n+7%= 4alb0:c—27r 1=T.

2.2+ § =% tkmwiecx =% +km k € Z.
Zadania - czes$¢ 4

1. 1.2(1—sin’z) + 3sinz — 3 =0, czyli 2sin*z — 3sinz + 1 = 0.
2. (2sinz — 1)(sinz — 1) = 0: sinz = 3 albosinz = 1.
3.z € {%r, 3 %’r .

2. l.cosz(2sinz —v/3) = 0.

.cosz =0: z =+£7.

.sinw:ﬁé: mz%albomz%’r.
. om m 2r
.mG{—Q, 3) 2 3}'

3. 1.2cos3xcos2z = 0.

~ W N

-0 _x — x4 kr i TiL
.cosdz =0: 3z = § +km,z = £ + %, wprzedziale § i 3.

2
3.cos2z =0: z =7 + %”, w przedziale 7.
4

2 {5 1 5}
Zestawy A

1. a) Yi2
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24
2.a 55

Zestawy B

1.a) I+ 2km, & + 2kn b) £ + dkn
Zestawy C

1.2)0, &, = 21 b)-3,0, 3

Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Wzér.1 —2sin’z 4 sinz = 0, czyli 2sin? z — sinz — 1 = 0.

2. Alternatywa. (2sinz 4 1)(sinz — 1) = 0: sinz = —1 albosinz = 1.
3. W przedziale. sinz = 1: §; sinz = —%: 7—g’, HT’T.
1 pkt za rownanie kwadratowe w sin z. 2 pkt za sinx = —% lubsinz =1.3pktzaz € {%, 7—6?', ”T”}

2. 1.Wzbr. 2cos2z cosz = 0.

2. Alternatywa. cos 2z = 0 albo cosz = 0.

krm.

: _ — T 4 kr i T 3m
3. Pierwsze. 2z = J + km,x = T+ : w przedziale 5o

4. Drugie. z = .

1 pkt za zastosowanie wzoru na sume cosinusow (albo na cos 3z). 2 pkt za alternatywe. 3 pkt za
rozwiazanie jednego z réwnan w przedziale. 4 pkt za z € {%, o :%r}

. 4 .2
3. 1.Wzér.sin*z +cos*z =1 — %sm 2x.

2. Réwnanie. 1 — 1 sin’ 2z = £, czyli sin® 2z = 3.

3. Alternatywa. sin 2z = 3§ albo sin 2z = —325.
4. W przedziale. 2z € [0, 27]: 2z € {3, &, &, ¥},

5. Wynik.z € {Z, 7, 2, 3}
1 pkt za przeksztalcenie sin* 2 4 cos* z do funkcji 2z. 2 pkt za alternatywe. 3 pkt za rozwiazania
jednego réwnania. 4 pkt za cztery rozwigzania.

4, 1.Wzbr.sinz + sin 3z = 2sin 2z cos z.

2. Iloczyn. 2 sin 2z cos ¢ — sin 2z = sin 2z (2cosz — 1) = 0.

3. Alternatywa. sin 2z = 0 albo cos = = 1.

4. Pierwsze.z = 2.

5.Drugie.z = 7 + 2kmalboz = — % + 2km, k € Z.
1 pkt za wzor na sume sinusow. 2 pkt za postaé iloczynowa. 3 pkt za alternatywe. 4 pkt za rozwigzanie

jednego réwnania. 5 pkt za komplet. Podzielenie przez sin 2z bez rozpatrzenia sin 2z = 0: co najwyzej
3 pkt.

Matura z matematyki - Lekcja 7.4: Wzory na funkcje sumy katéw i rownania trygonometryczne - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z
matematyki, poziom rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i
2026. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt7_4.py).

7.4 - Wzory na funkcje sumy katéw i réwnania trygonometryczne 15/15



