MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 7.3

Miara tukowa,
wykresy, okresowosc
i wzory redukcyjne

Na poziomie rozszerzonym kat moze by¢ dowolna liczba
rzeczywistg, mierzong w radianach. Funkcje trygonometryczne
sg wtedy wspolrzednymi punktu na okregu jednostkowym, a ich
wykresy powtarzaja sie co 27 (tangens co 7). W arkuszach z lat
2024-2026 nie bylo osobnego zadania na wykresy ani wzory
redukcyjne, ale bez nich nie rozwiaze sie rOwnania
trygonometrycznego (lekcja 7.4 Wzory na funkcje sumy katow i
réwnania trygonometryczne) ani zadania z siatka stozka.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 35 min 6 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 45 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 4 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym,; VII.R1-VIL.R4

pelny trening na
osobnej stronie
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o Kat jako dtugosc tuku

Na okregu o promieniu 1 kat mozna mierzy¢ dlugoscia tuku, ktéry wycina. Pelny kat wycina calty
obwod, czyli 2; kat pétpelny 7; kat prosty 5. To jest miara tukowa (w radianach). Zaleta jest
prosta proporcja: na okregu o promieniu r kat a radianéw wycina tuk o dtugosci ra. Wzory na
ditugos$c tuku i pole wycinka przestajg wymagac dzielenia przez 360°.

1 Radiany, tuk i wycinek

83 MIARA LUKOWA

m rad = 180°, l =ra, Pyycinka = %rza (a w radianach).

Przyktad 1.1

Wycinek z obwodu

Wycinek kota ma obwdd 20, a jego kqt srodkowy ma 2 radiany. Oblicz pole wycinka.
1 Obwdd wycinka: 2r + ra = 2r + 2r = 4r = 20, wiecr = b.

2 P=35-25-2.

[ Wynik: P = 25. J

[N

/. ZADANIA - CZES$C 1 2 zadania - ok. 4 min

1 Zamien: 135° na radiany i %’T na stopnie.

2 Tworzaca stozka ma dlugosé 12, a promien podstawy 4. Oblicz kat Srodkowy wycinka,
== ktory jest siatka powierzchni boczne;j.

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze
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2 Funkcje dowolnego kata

~
8 OKRAG JEDNOSTKOWY
Kat z (w radianach, dowolny znak) wyznacza na okregu z* + 3* = 1 punkt (cos z, sinz).
Stad:
* sinz, cosz € [-1, 1]; tgz = 2L dlaz # 5 + km;
e znaki: I ¢wiartka +, 4, +; II: sin > 0; III: tg > 0; IV: cos > 0 (kolejno sin, cos, tg);
® okresy: sin i cos majq okres 27, tg okres 7;
* parzystos¢: cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz, tg(—z) = —tgz.
\

SYMULACJA 1  Po lewej okrag jednostkowy, po prawej wykres sin « albo cos x. Zielony
tuk ma dtugo$¢ |z|. Przesuwaj x w wielokrotno$ciach 5 : punkt na wykresie ma t¢ sama

wysokos¢ co punkt na okregu (dla sinusa). Dodaj 27 i sprawdz, ze punkt wraca na to samo

miejsce.

n -T c] n 2n 3n

— punkt naokregu — y=sinxalboy=cosx — tuko dtugoscix

x bn/6 rad = 150° sinx 0,500 cosx -0,866 tgx -0,577

ten sam punktdla x + 2kn (np. 171/6)

Punkt okregu jednostkowego dla kata x ma wspoétrzedne (cos x, sin x). Po petnym obrocie (2m) wraca

na to samo miejsce, dlatego sin i cos maja okres 2. Cwiartka: II.

Stan na rysunku: x = 5m/6 (150°), sin x = 0,500, cos x = -0,866.
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Przyktad 2.1
Wartosci katow spoza
[0, =]

Oblicz sin IX - cos (— ) + tg 2.

1 T =g+ Z (I éwiartka): sin 70 = — 7.

; tg 2 =tg T =1 (okres ).

2 cos(—%)=cosk =

DN =

[ Wynik: —7 +1 = 3. ]

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 4 min

1 Podaj znak sin 4, cos 4 (kat w radianach).

2 Rozwigz réwnanie sinz = 5 w przedziale [0, 2.

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze

3 Wzory redukcyjne

4 N
s REGUELA MNEMOTECHNICZNA

Dla katow m & z i 2 — z funkcja sie nie zmienia, dla 7 £z i 37” 4 x zmienia sie na

kofunkcje (sin > cos). Znak wyniku to znak funkcji wyjsciowej w ¢wiartce, w ktérej lezy

kat (przy zalozeniu, Ze z jest ostry).

T _

sin(m — ) =sinz, cos(m + ) = —cosz, sin (g + ) =cosz, coS (2 z) =sinz.
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Przyktad 3.1
Uproszczenie
Upros¢sin(m + ) + cos (3 — ) + cos(2m — ).

1 sin(m + x) = — sinz (III ¢wiartka, sinus ujemny).

2 cos (g — ) =sinw; cos(2m — ) = cos .

[ Wynik: cos z. ]

/. ZADANIA - CZESC 3

1  Oblicz cos 2?” — sin Lﬁ”.

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze

4 Wykresy i okres

1 zadanie - ok. 3 min

" )
. y = asin(bz) +c
Zbiér wartosci [c — |a|, ¢+ |a|], okres % Analogicznie dla cos; dla tg(bx) okres g
Przesuniecia i symetrie wykresu dzialajq jak w lekcji 5.7 Przeksztalcenia wykresow,
zlozenia, dowodzenie monotonicznosci.
N J
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Przyktad 4.1

Okres i liczba rozwigzan

Funkcja f(x) = 3sin(2x) — 1. Podaj jej okres i zbiér wartosci. Ile rozwiqzan ma rownanie

f(z) = 0w przedziale [0, 27]?
1 Okres 27” = m; zbi6ér wartosci [—4, 2].

2 sin2z = 3—;: w kazdym okresie sin przyjmuje wartos$é % dwa razy; przedziat [0, 27| to

dwa okresy funkgcji f.

[ Wynik: okres m, ZW = [—4, 2], cztery rozwiazania. ]
/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 3 min
1 Podaj okres i zbiér warto$ci funkcji g(z) = —2cos 3 + 1.

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 20 przykladéw i zadan, z odpowiedziamii w

wersji do druku.

POZIOM A - RADIANY

/. ZESTAWY A

1  Zamien albo oblicz.

a) 210° w radianach b) pole wycinka: r = 4,
3T
o = x

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze

POZIOM B - WARTOSCI I REDUKCIJA
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/. ZESTAWY B

1  Oblicz.

in 2 13w
a) sin 3 b) cos 3

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - OKRES I WARTOSCI

/. ZESTAWY C

1 Podaj okres podstawowy i zbidr wartos$ci.

a)y =2sinx — 3

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (20 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W puli zadan CKE z lat 2024-2026 ten dzial reprezentuje jedno zadanie z informatora (4 punkty):
najkroétsza droga po powierzchni stozka, czyli siatka w postaci wycinka kota, kat wycinka w
radianach i odcinek na siatce. Wykresy i wzory redukcyjne pojawiaja sie w arkuszach jako kroki
innych zadan, np. sin(180° — 3a) w zadaniu z tréjkatem. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu
arkusza.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 12 pkt - ok. 30 min

1 (0-2 pkt) Oblicz warto$¢ wyrazenia cos 3 - tg (—Z) — sin 2.

2 (0-3 pkt) Wycinek kota o promieniu r i kacie srodkowym « (w radianach) ma pole 12 i
e« }uk dlugosci 6. Oblicz r i a.

3 (0-3 pkt) Funkcja f(z) = 2 cos(3z) + 1. Podaj jej okres podstawowy i zbiér warto$ci oraz
«= liczbe rozwigzan rownania f(x) = 2 w przedziale [0, 27].
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4  (0-4 pkt) Stozek ma tworzaca dlugosci 12 i promien podstawy 4. Punkty A i B leza na

== hrzegu podstawy i sa konicami jej Srednicy. Oblicz dlugos¢ najkrétszej drogi z A do B po

powierzchni bocznej stozka.

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

»l = ra dla a w stopniach.”

Wzor dziata tylko w radianach. W stopniach: | = 55 - 277,

x ,sin(m + x) = sinz.”

7 + x lezy w III éwiartce, gdzie sinus jest ujemny: sin(7 + z)

x ,Okres sin(3z) to 67.”
21

x ,cos(—z) = —cosz.”

Cosinus jest parzysty: cos(—z) = cos z.

L4 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Ile stopni ma 1 radian w przyblizeniu?

180°
180 ~ 57,3°.

2 Jakijest znak tg %’r?

Dodatni (III ¢wiartka).

3 Czemujestréwnysin (5 — z)?

cosx.
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4 Jakijest okres tg 2z?

ol

7.3 - Miara tukowa, wykresy, okresowos¢ i wzory redukcyjne 9/12



9 Karta wzorow i co dalej

/ N
RADIANY REDUKCJA
T =180° Il =ra, P= %rza m + z, 2 — x: ta sama funkcja
okres sin, cos: 27; tg: 7 5tz 37” =+ z: kofunkcja
znak z ¢wiartki

o /
W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sg zwigzki miedzy funkcjami tego samego
kata, wybrane wzory redukcyjne (dla 90° + « i 180° £+ ), okresowos$¢ i wartosci dla katow

szczegolnych, a takze wzory na dlugo$¢ tuku i pole wycinka, ale w wersji z katem w stopniach (

sa- - 2mr). Wersje radianowe | = ra i P = jr’a trzeba zna¢ samodzielnie.

Dalej: wzory na funkcje sumy kqtow i réwnania trygonometryczne (lekcja 7.4 Wzory na funkcje
sumy kqtow i réwnania trygonometryczne).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.135° = 3¢, 3% — 150°.

2. tuk wycinka to obwdd podstawy: 12a = 27 - 4, a = %’T (120°).
Zadania - czes$¢ 2

1.7~ 3,14 < 4 < 3 ~ 4,71: Tl ¢wiartka, oba ujemne.

— — g _ T _ 5m
2.$—6albo:r:—7r 5 =%

Zadania - czesc 3
1L-b- (-3 =0
Zadania - czes$c¢ 4
1. Okres 4, zbiér wartosci [—1, 3].

Zestawy A
1.a) 7 D) 6m

Zestawy B
l.a)—L b) L

2

Zestawy C
1. a) 2m; [—5, —1]

Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Redukcja.cosF = —3,tg(—F) =—1,sin ¥ =sinf = 1.

2. Wynik. ; —1 = —1.

1 pkt za dwie z trzech wartosci. 2 pkt za — %

2. 1.Uklad. ra = 6, %7‘205 =12.

. . l’l'zﬂ .
2. Dzielenie. £ — = § = 2, wigcr = 4.
_6_3
S.th.a— i~ 3

1 pkt za uktad. 2 pkt za r = 4. 3pktzaa = 3.

3. 1.Okresiwartosci. &; [—1, 3].

2. Réwnanie. cos 3z = 1: 3z = +% + 2km, czyliz = £1 + 2T,

3. Liczba. w [0, 27]: T, 57 In Lr L7 1m0 vli 6.

1 pkt za okres i zbiér wartosci. 2 pkt za rozwiazanie ogo6lne. 3 pkt za 6 rozwiazan.
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. . . . . . _ 2m4 2
4. 1. Siatka. wycinek kota o promieniu 12i kacie a = 55 = 7.

2. Polozenie punktéw. A i B dzielag obwdd podstawy na polowy, wiec na siatce leza na tuku w odlegtosci
katowej § = %.

3. Droga. najkrodtsza droga to odcinek AB na siatce: tr6jkat o ramionach 12 i kacie 7 jest rownoboczny.
4. Wynik. |AB| = 12.
1 pkt za stwierdzenie, ze droga to odcinek na siatce. 2 pkt za kat wycinka %’T 3 pkt za kat T miedzy
promieniami do A i B. 4 pkt za dtugos¢ 12.

Matura z matematyki - Lekcja 7.3: Miara tukowa, wykresy, okresowo$¢ i wzory redukcyjne - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki,
poziom rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE), zadanie 27 i jego zasady oceniania; arkusze CKE z lat 2024-2026. Zadania sg autorskie. Wszystkie
liczby sprawdzone (tools/verify/mt7_3.py).
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