MATURA - POZIOM PODSTAWOWY @ 7.2

Twierdzenie
COSIiNUSOW i
pole trojkata

Gdy znasz dwa boki tréjkata i kat miedzy nimi, twierdzenie

cosinuséw daje trzeci bok, a wzér P = %ab siny daje pole. Na

maturze te dwa wzory pojawiajg sie w zadaniach zamknietych,

P/F i krétkich zadaniach otwartych, czesto razem ze Srodkowgq

albo stosunkiem pol. Punkty ging na wyborze tréjkata

pomocniczego, w ktorym znamy dwa boki i kat.

CZAS ZADANIA

ok. 30 min 4 zadania w
czytania + ok. 45 tresci, probka
min zadan treningu

rachunkowego, 6
zadan w stylu
maturalnym,;
pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
podstawowy:
VIIL.3, VIII.2

W TEJ LEKCJI

©  Pitagoras z poprawka

1 Twierdzenie cosinusow

2 Pole

%ab siny

3 Srodkowa i tréjkat pomocniczy

4 Stosunki pol przy wspolnym kacie
5 Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordw i co dalej
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0

Dla kata prostego c® = a? + b?. Gdy kat miedzy a i b jest ostry, ramiona sa ,$ci$niete” i c jest
krétsze; gdy rozwarty, c jest dluzsze. Poprawka wynosi doktadnie —2ab cos~: dlay < 90°

Pitagoras z poprawka

odejmujemy, dla v > 90° cosinus jest ujemny, wiec dodajemy. Przyktad: a = 8, b = 5, v = 60° daje

c® = 64 + 25 — 40 = 49, c = 7, mniej niz /89 dla kata prostego.

° (] ° I 4
1 Twierdzenie cosinusow

4 )

§8 TWIERDZENIE COSINUSOW

¢ = a®> + b* — 2abcos~,

gdzie v to kat miedzy bokami a i b (lezacy naprzeciw c). Dziala w obie strony: z

trzech bokow wyznaczysz cosinus kazdego kata, cosy = “22”%
- J
7.2 - Twierdzenie cosinusow i pole trojkata 2/12




SYMULACJA 1 Trdéjkat z bokow a, bi kata v miedzy nimi. Trzeci bok liczy twierdzenie
cosinuséw, pole wzor %ab sin 7. Przerywana linia to wysokos¢ bsin vy: przy kacie
rozwartym pada poza tréjkat. Ustaw v = 90°, a dostaniesz twierdzenie Pitagorasa.

A

C a = 8 B
— bokia,b — bok c z twierdzenia cosinusow — wysokos$¢ b - siny
c2=a?+h?-2ab-cosy 64 + 25 - 80-cos 60° = 49 c7 pole Ysab-siny 17,32

wysokosé naa 4,33

y ostry: cos y > 0, wiec c? jest mniejsze niz a2 + b2. Pole to potowa podstawy a razy wysokos$c¢ b-sin y.

Stan na rysunku: a =8, b =5, y = 60°; ¢c = 7, pole = 17,32.

Przyktad 1.1
Kat z trzech bokow

Trojkqt ma boki 5, 7, 8. Oblicz miare kqta lezqcego naprzeciw boku 7.

1 T*=524+82—-2.5-8cosv, czyli49 = 89 — 80 cos .

W
S

D =
.

2 CosY = g5 =

[ Wynik: v = 60°. J
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/Z ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 5 min

1 Wtréjkacie |AB| =4, |AC| =6, ZBAC = 120°. Oblicz |BC|.

2 Tréjkat ma boki 3, 5, 7. Wykaz, ze jest rozwartokatny, i podaj najwiekszy kat.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

2 Pole %ab sin 7y

" )
st POLE Z DWOCH BOKOW I KATA MIEDZY NIMI

P = %ab sin 7.

To jest ,potowa podstawy razy wysokos$¢”, bo wysoko$¢ opuszczona na bok a ma
dtugos¢ bsin . Poniewaz sin(180° — «) = sin~, katy 30° i 150° daja to samo pole.
NS J

Przyktad 2.1
Pole przy kacie rozwartym

Oblicz pole tréjkgta o bokach 41 6 i kqcie 150° miedzy nimi.
1 sin150° = %

2 P=

[ Wynik: P = 6. J

[

-4-6-%.

/. ZADANIA - CZESC 2 1 zadanie - ok. 3 min
1 Pole tréjkata o bokach 8 i 5 jest réwne 10+/3. Jaki moze by¢ kat miedzy tymi bokami?

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze
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s Srodkowa i trojkat pomocniczy

Twierdzenie cosinus6éw stosuje sie w trojkacie, w ktérym znasz dwa boki i kat miedzy nimi. Przy

srodkowej takim tréjkatem jest ten, ktéry ma za bok potowe boku tréjkata.

Przyktad 3.1
Dtugos¢ srodkowej
W tréjkqcie ABC: |AB| = 8, |BC| = 10, ZABC = 60°. Oblicz dtugosc srodkowej AD.

1 D jest$rodkiem BC, wiec |BD| = 5. W tréjkacie ABD znamy |AB|, |BD|ikat B
miedzy nimi.

2 |AD]>=64+25-2-8-5-1=49.

[ Wynik: |[AD| = 7. ]

/. ZADANIA - CZESC 3 1 zadanie - ok. 4 min

1 Wréwnolegltoboku boki maja dtugosci 5 i 8, a kat ostry ma 60°. Oblicz dltugosci
= przekatnych.

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

4 Stosunki pol przy wspdlnym kacie

4 N
58 WSPOLNY KAT
Pppg |BD|- |BE|

Jesli tréjkaty DBE i ABC maja wspélny kat B, to —

= , bo sin B sie
Papc  |BA|-|BC]

skraca.
\_ )
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Przyktad 4.1
Pole ,,odcietego” trdjkata

Pole tréjkqta ABC jest réwne 24. Punkt D lezy na AB i |AD| = % |AB|, punkt E lezy na BC' i
|BE| = 1|BC|. Oblicz pole tréjkata DBE.

1 |BD| = 2|AB|,|BE| = }|BC].

2 PDBE:24'§‘711-

[ Wynik: 4. j

5 Trening rachunkowy

Probka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 24 przyktadéw i zadan, z odpowiedziamii w

wersji do druku.

POZIOM A - TRZECI BOK I KAT

/. ZESTAWY A

1 Oblicz c (kat vy lezy miedzy a i b).
a)a=3,b=8,7=60° b)a=+/3,b=1,v=150°

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Oblicz cosinus kata naprzeciw boku c i podaj, czy kat jest ostry, prosty czy rozwarty.

a)a=4,b=5,c=6

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - POLE

/ ZESTAWY B
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1 Oblicz pole.

a)a=6,b="7,v=30° b) romb o boku 10 i kacie
150°

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

POZIOM C - SRODKOWE I STOSUNKI POL

/. ZESTAWY C

1 Oblicz.
a) |AB| = 10, |BC| = 6, b) Pype = 18,
/B = 60°; srodkowa z A |AD| = ;|AB|,

|AE| = %‘AC\; PupE

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (24 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W arkuszach z lat 2024-2026 i w informatorze sa tu zadania P/F (czy trdjkat jest rOwnoramienny,
ile wynosi pole), zamkniete (trzeci bok, pole) i otwarte za 2-3 punkty (dtugos¢ srodkowej,
stosunek pol). Wedtug sprawozdania CKE zadanie P/F z twierdzenia cosinusow i pola w maju 2025
rozwiazalo 51% zdajacych. Sprawozdanie zauwaza tez, ze zdajacy siegaja po twierdzenie
cosinuséw tam, gdzie wystarczy tréjkat ,,ekierkowy” (30°-60°-90°). Ponizsze zadania sa nasze, w
stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 6 zadan - 11 pkt - ok. 25 min
1 (0-1pkt) W tréjkacie ABC: |AB| =5, |BC| = 8, ZABC = 60°. Ocen prawdziwo$¢ zdan.

1. Tréjkat ABC jest prostokatny. P F
2. Pole tréjkata ABC jest réwne 10v/3. P F
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2 (0-1 pkt) W tréjkacie |[AB| = 3, |AC| = 5, ZBAC = 120°. Bok BC ma diugos¢
A. V19 B. 4 C.7 D. v/34

3 (0-1 pkt) Pole tréjkata o bokach 6 i 10 i kacie 150° miedzy nimi jest réwne
A. 15 B. 15V/3 C. 30 D. 30v/3

4 (0-2 pkt) W trdjkacie ABC: |AB| =6, |BC| =8, ZABC = 60°. Oblicz dtugos¢ srodkowej
« (CD.

5 (0-3 pkt) Pole tréjkata ABC jest réwne 40. Punkt D lezy na boku AB i |AD| = }|AB|, a
== punkt E lezy naboku BC'i |BE| = 2| BC|. Oblicz pole tréjkata DBE.

6  (0-3 pkt) Tréjkat ma boki diugosci 3, 51 7. Oblicz miare jego najwiekszego kata i pole
== trdjkata.

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

7 Najczestsze btedy

x ¢ =a?®+ b — 2abcosy, gdzie v to dowolny kat.”
~ musi leze¢ miedzy a i b, naprzeciw c.

x ,cos120° = %, wiec odejmuje.”

1
29
1
9"

cos 120° = —3: odejmujesz liczbe ujemna, czyli dodajesz.

x ,Srodkowa: biore caty bok BC.”

W tréjkacie pomocniczym bokiem jest potowa BC.

1 ”
x ,P= Eabcos'y.

W polu jest sinus; cosinus jest w twierdzeniu cosinusow.
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8 Sprawdz sie

Odpowiedz w myslach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- N
1 Jakie twierdzenie dostajesz z twierdzenia cosinuséw dla v = 90°?

Twierdzenie Pitagorasa.

2 Jak sprawdzié, czy tréjkat o bokach a < b < cjest rozwartokatny?

Gdy ¢? > a? + b.

3 Ile wynosi pole tréjkata r6wnobocznego o boku a ze wzoru z sinusem?

. 2
%aQ sin 60° = ‘14—\/?_’.

4  Czy katy 40° i 140° daja to samo pole przy tych samych bokach?

Tak: sin 40° = sin 140°.
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9 Karta wzorow i co dalej

e N
WZORY STRATEGIE
¢ = a®> + b* — 2abcosy tréjkat pomocniczy: dwa boki i kat miedzy
P = %ab sin 7y nimi
wspolny kat: stosunek pol =iloczyn
stosunkéw bokow

- J

Twierdzenie cosinuséw i wzor na pole z sinusem sa w broszurze CKE ,Wybrane wzory

matematyczne”.

' N
Dalej: dla rozszerzenia miara tukowa i réwnania trygonometryczne (lekcje 7.3 Miara tukowa,
wykresy, okresowosc i wzory redukcyjne i 7.4 Wzory na funkcje sumy kqtow i réwnania
trygonometryczne), twierdzenie sinusow (7.5 Twierdzenie sinusow i rozwiqzywanie tréjkqtow);
geometria ptaska w dziale IX.
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+ Odpowiedzi
Zadania - czes¢ 1

1.|BC>=16+36—2-4-6- (—}) = 76, |[BC| = 2V/19.
9+25-49

2.cosy = 30 —%:fy: 120°.

Zadania - czes$¢ 2

1. 20siny = 104/3, siny = g: 60° albo 120°.

Zadania - czesc 3

1. 1.Kroétsza naprzeciw 60°: 25 + 64 — 40 = 49, dtugos¢ 7
2. Dtuzsza naprzeciw 120°: 25 + 64 + 40 = 129, dtugos¢ +/129.
Zestawy A
1.a)7 b) V7

2. a) % ; ostry
Zestawy B

1.a) 2 b)50
Zestawy C

1.2) /79 b)4

Zadania w stylu maturalnym

1. FP.

1. |AC|? = 25 + 64 — 40 = 49, |AC| = 7. Najdluzszy bok 8: 52 + 72 = 74 + 64, wiec nie jest prostokatny.
2.Poled 5.8 % =103,

2.C.9+25+ 15 = 49.
3.A.1-60- 1.
4.

1. Tréjkat pomocniczy. D - $rodek AB, |BD| = 3; w tréjkacie BCD: [CD|> =64 +9 —2-8-3- 1.
2. Wynik. [CDJ> = 49, [CD| = 1.

1 pkt za réwnanie z twierdzenia cosinuséw w tréjkacie BCD. 2 pktza [CD| = 7.

5. 1. Stosunki. Jlg—]ﬂ- =3 % = 2.
2. Pola. PDBE = %‘BDHBE‘ sin B = % . % . PABC-
3. Wynik. 40 - & = 12.

1 pkt za jeden ze stosunkéw. 2 pkt za oba (albo zapis pél przez sin B). 3 pkt za 12.
3 . __ 942549 __ 1 _ o
6. 1.Kat. naprzeciw 7: cosy = #2222 = —2 4 = 120°.

2. Pole. % -3 -5 -s8in120° %g.
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, . . . s 2 . o 15+/3
1 pkt za wybor kata naprzeciw najdtuzszego boku i rownanie. 2 pkt za 120°. 3 pkt za pole ==,

Matura z matematyki - Lekcja 7.2: Twierdzenie cosinuséw i pole tréjkata - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
podstawowy, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan i tatwosci wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2024-2026. Zadania sg
autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt7_2.py).
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