MATURA - POZIOM ROZSZERZONY 6.4

Granice ciagow i
szereg geometryczny

Na poziomie rozszerzonym granica ciagu pojawia sie zwykle w
zadaniu za 2-4 punkty: iloraz wielomianéw, czesto ukryty w
symbolu Newtona albo w sumie ciggu arytmetycznego. Szereg
geometryczny to zadanie za 4-5 punktow, w ktorym najpierw
trzeba znalezé a; i q, a potem odfiltrowac przypadkiz |q| > 1. W
2025 roku czes¢ zdajacych pomineta ujemne ilorazy w
przekonaniu, ze szereg zbiega tylko dla g > 0.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 35 min 6 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 60 prébka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 4 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym; VI.R1, VI.R2

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI

O  Potowa, ¢wiartka, 6semka...

1 Granica ilorazu wielomianéw

2 Sumy isymbol Newtona w liczniku
3 Twierdzenie o trzech ciagach

4 Szereg geometryczny

5 Trening rachunkowy

6 Na maturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordw i co dalej
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o Potowa, ¢cwiartka, 0semka...

Idziesz do $ciany odleglej o 2 m: najpierw pokonujesz potowe (1 m), potem potowe reszty (% m),
potem potowe tego, co zostato... Sumy czesciowe 1, 1,5, 1,75, 1,875 rosna, ale nigdy nie
przekraczaja 2 i zblizajg sie do 2 dowolnie blisko. Méwimy, Ze suma nieskonczonego ciagu 1 +
3+ 1+ ... jestréwna 2. To jest szereg geometryczny z a1 = 1iq = 3; wzér 12 daje wiasnie 2.

1 Granica ilorazu wielomianow

4 )

W(n)
s GRANICA ) PRZY n —

Podziel licznik i mianownik przez najwyzsza potege n z mianownika. Korzystaszz - — 0
dlak > 0.

* stopien licznika < stopnia mianownika: granica 0;
* stopnie réwne: iloraz wspotczynnikéw przy najwyzszych potegach;
¢ stopien licznika > stopnia mianownika: +oo (ciag rozbiezny).

Przyktad 1.1

Rowne stopnie
2

. . n —n
Oblicz T}l_)n(r)lo 2 15
1 38—
Dzielimy przez n: =
2+ 5

2 150,50

[ Wynik: 2. ]

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 4 min
1
1 Oblicz lim =~
- n—oo < + 1
2 Oblicz lim (v n? +4n — n)

n—oo
[ 1]
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

2 Sumy i symbol Newtona w liczniku

4 )
8 NAJPIERW ZAMIEN NA WIELOMIAN

1
* 14+24.--+n= %; 1+3+---+(2n—1) = n? ogdlnie suma ciagu
arytmetycznego 43% . k (policz liczbe sktadnikéw k).
w_nrn=1) 4 ne-1)n-2) , n
G = ()= 5 s () = ()
N J

Przyktad 2.1

Suma w liczniku

1+3+5+---+(2n+1
Oblicy lim L3 +2 +(@2n+1)
n—00 ne+1

1 Skladnikéw jestn + 1 (od 20+ 1do 2n + 1), suma & (n 4 1) = (n + 1)2,

2 2
2 (41" n +2n+1_>1-
n? +1 n?+1

[ Wynik: 1. }

/. ZADANIA - CZESC 2 1 zadanie - ok. 3 min
n
1 Oblicz Tim <2

an n—oo ’n,2 ’

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

3 Twierdzenie o trzech ciggach

fs TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH

Jesli a, < b, < ¢, dla prawie wszystkich n orazlima,, = lim¢, = g, to limb,, = g.
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Przyktad 3.1
Pierwiastek z sumy poteg
Oblicz lim </2™ + 5n,
n—oo
1 5P <20 +57 <25

2 5< Y245 <2-5,av2— 1.

[ Wynik: 5 (najwieksza z podstaw).

Szereg geometryczny

-~

-

st SUMA NIESKONCZONEGO CIAGU GEOMETRYCZNEGO

ay
1—g¢g

a +ag+a >+ = wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1.

Dla|q| > 1 (i a; # 0) suma nie istnieje. Warunek |g| < 1 obejmuje takze ilorazy
ujemne z przedziatu (—1, 0). ,Podciagi” sq znowu szeregami: kwadraty wyrazow

maja iloraz ¢, wyrazy o numerach parzystych tez ¢* (z pierwszym wyrazem a; q).
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SYMULACJA 1 Wyrazy ciggu geometrycznego (stupki) i sumy czesciowe (linia). Ustaw
lg| < 1: sumy zblizaja sie do 1%, takze przy ujemnym ¢ (wtedy linia sum oscyluje wokot

granicy). Dla |g| > 1 sumy uciekaja.

10

-10
1 2 3 4 5 6 7 8
n
— wyrazya, = sumas,
a,=a,-q"*8; 4; 2; 1; 0,5; .. zachowanie malejacy Sg 15,938

gl <1? tak: Sn - a1/(1 - q) = 16

Dodatni iloraz: wszystkie wyrazy majg znak a,. Dla a, > 0 ciagg rosnie przy g > 1 i maleje przy 0 < g <
1; dla a; < 0 odwrotnie. Teraz: malejacy.

Stan na rysunku: a1 =8, q = 0,5; wyrazy 8; 4; 2; 1; 0,5; malejacy.

Przyktad 4.1
Utamek okresowy
Zapisz 0,(36) w postaci utamka zwyktego.

1 0,363636...= 0,36 + 0,0036 +...:a; = 0,36, ¢ = 0,01.

0,36 36
0,99 99’

[ Wynik: - J

2
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/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 12 min

1 Oblicz9—3+4+1—3+...

2 Rozwiazréwnaniel +z +z? + 2% +--- = 4.

3 Suma szeregu geometrycznego jest rowna 6, a suma kwadratéw jego wyrazow 12.
=== Wyznacza, iq.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Proébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 25 przyktadéw i zadan, z odpowiedziamii w
wersji do druku.

POZIOM A - GRANICE

/. ZESTAWY A

1  Oblicz granice przy n — oo.

“ a)4n+1 1 — 2n2
2n —3 )n2+n

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Zamien licznik na wielomian i oblicz granice.

o a)1+2+"'+n b) /3" + 47

n2

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

POZIOM B - SZEREGI

Z ZESTAWY B
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1 Oblicz sume (albo stwierdz, Ze nie istnieje).

a)12+4+3+... b) 0,2(15) jako utamek

... pozostate przyktady na stronie treningu
oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - ROWNANIA I PARAMETRY

/. ZESTAWY C

1 Rozwiaz albo wyznacz parametr.

a)2+2x+222+---=3

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (25 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W arkuszach rozszerzonych z lat 2024-2026 sa tu zadania otwarte: granica ciagu za 2-4 punkty
(dwa razy z symbolem Newtona albo suma ciagu arytmetycznego w liczniku) i szereg
geometryczny za 4-5 punktéw. Wedtug sprawozdan CKE zadanie z szeregiem w maju 2025
rozwigzato Srednio 46% zdajacych, a granice z symbolem Newtona w maju 2026 40%. W zasadach
oceniania: liczenie sumy szeregu dla |g| > 1 daje co najwyzej 3 punkty, a liczba sktadnikow n
zamiast n + 1 przy konsekwentnym dokonczeniu nadal daje 2 punkty. Ponizsze zadania sa nasze,
w stylu arkusza.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 11 pkt - ok. 35 min
1 . M
(0-2 pkt) Oblicz granice lim .
= n—oo 3n? — 1
. 1)n’
2 (0-2 pkt) Wyznacz p, dla ktérego lim (p—l—)—n—i—3 = 3.
a-m n—00 277/2 —n
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3 (0-4 pkt) Ciag geometryczny (a,) jest zbiezny. Wiadomo, Ze a; + a3 = 10 oraz a? + a3 =

== (8. Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego ciagu.

4 (0-3 pkt) Rozwigz réwnanie 1 + (z — 1) + (z — 1)? + (z — 1)3 + - - - = 2z, w ktérym lewa

== strona jest suma szeregu geometrycznego.

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

X

»Szereg zbiegatylkodla0 < ¢ < 1.7
Zbiega dla |q| < 1,takzedlaq € (—1, 0).

X

»1+3+---4 (2n+ 1) man sktadnikéw.”
Ma n + 1 sktadnikéw. Policz: 2k + 1dlak =0,1,...,n.

— 1.!!

”

x
813

To nie jest liczba. Podziel przez najwyzsza potege i policz.

X

»Policzytem 1—“)(—1 dla ¢ = 2: wyszto —8.”

Dla |g| > 1 suma nie istnieje; wzér daje liczbe bez sensu.

L4 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

. . 3
1 Ile wynosi lim 2%+tL?
2n’—n

5
-

2 Ile wynosilim n”—:l?

+o0.
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- N
3 Jakajestsumad+2+1+1+4...2
8.
. J
- N
4  Dlajakich q istnieje suma szeregu geometrycznego z a; # 0?
lg] < 1.
- J
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9 Karta wzorow i co dalej

GRANICE SZEREG
dziel przez najwyzsza potege mianownika S = 1—“_171 dla|q| <1
(’;) = w, 1+424+.---4+n= w kwadraty wyrazow: 1—f?q—2

Wz6r na sume szeregu geometrycznego jest w broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne”;
technik obliczania granic broszura nie podaje.

Dalej: trygonometria (lekcja 7.1 Trygonometria kqtéw od 0° do 180°); granice funkcji w lekcji 13.1
Granice i ciggtosc funkcji, wtasnos¢ Darboux.
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Odpowiedzi

v

Zadania - czes¢ 1

1. Stopien licznika mniejszy: 0.
4dn
2. 1.Mnozymy i dzielimy przez v'n2 + 4n + n: ———.
vy v vn2+4n+n
4
— 2.

2. Dzielimy przez n: ———
J1+241

Zadania - czesc 2

T Uit BN
2n?

|

Zadania - czesc 4

1. Warunek |z < 1; 7

_ 3
2.z =4V,
2

3. L— 6 —_ 12
i b T 12
2. Dzielimy drugie przez kwadrat pierwszego:

3. a; = 3.

Zestawy A
1.a)2 b) -2

2.2)1 b)4

Zestawy B

1.a)18 b) ik

Zestawy C

1.a)313:‘%$

Zadania w stylu maturalnym
1
1. 1.Symbol Newtona. (";') = w
2. Grani W +n — 1
Granica. —————— -
23n2—1) 6
1 pkt za zapis symbolu Newtona jako wielomianu. 2 pkt za granice %

2. 1. Granica.

2. R6wnanie. pT“ =3,p=>5.
1 pkt za granice w zaleznosci od p. 2 pkt za p = 5.

11712
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3. 1.Iloczyn. aja; = %% = 16, wiec {a1, a3} = {2, 8}.
2.Tloraz. ¢° = 5*: (a1,a3) = (2, 8) daje ¢ = £2 (szereg rozbiezny); (8,2) daje ¢ = +3.
8 8 16
_ 1. 16 g — 1. _
3.Sumy.q7 5° 1_% —16, q—*E.m = ?
1 pkt za a;a; = 16 albo réwnanie z jedna niewiadoma. 2 pkt za pary (2, 8) i (8, 2). 3 pkt za ilorazy i

odrzucenie |g| = 2. 4 pkt za sumy 16 i 1.

Uwaga: pominiecie g = —é przekonanie, Ze szereg zbiega tylko dla g > 0) daje co najwyzej 3 pkt.

4. 1.Warunek. |z — 1| < 1, czyliz € (0, 2).
1

1-(z—-1) 2-=

3. Rozwigzania.z =1 F 32@; oba naleza do (0, 2).

=2z, czyli 22> — 4z +1 = 0.

2. Rbwnanie.

1 pkt za warunek zbiezno$ci. 2 pkt za réwnanie 2z — 4z + 1 = 0. 3 pkt za oba rozwigzania z
weryfikacja warunku.

Matura z matematyki - Lekcja 6.4: Granice ciagdw i szereg geometryczny - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom

rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan, tatwosci i Uwagi wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2024-2026. Zadania

sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt6_4.py).
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