MATURA - POZIOM PODSTAWOWY @ 6.3

Ciag geometryczny

W ciggu geometrycznym kazdy wyraz powstaje z poprzedniego
przez pomnozenie przez staly iloraz q. Wzory sa w broszurze, a
zadanie o wyrazie z dwoch danych ma tatwos¢ 78%. Stabiej ida
dwie wlasnosci: ze iloczyny wyrazow o réwnej sumie numerow
sq rowne (42% w 2026) i ze ujemny iloraz wyklucza
monotonicznosé. Lekcja konczy sie zadaniami, w ktérych ciag
geometryczny buduje sie z wyrazéw ciggu arytmetycznego.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 30 min 6 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 50 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 5 zakres
zadan w stylu podstawowy:
maturalnym,; V1.4, VI1.6, V1.7

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI
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Razy trzy, razy trzy, razy trzy

1 Wzorna

3

-ty wyraz i monotonicznos¢
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Suma

n wyrazow

w

Trzy kolejne wyrazy:
b =

ac

4 Iloczyny wyrazow

5 Trening rachunkowy
6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordw i co dalej
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o Razy trzy, razy trzy, razy trzy

W ciggu geometrycznym a, = 6 i a5 = 162. Od a, do a5 sa trzy kroki, kazdy to mnozenie przez q:

as = as - ¢°. Stad ¢* = 27, ¢ = 3. W ciggu arytmetycznym te same trzy kroki bytyby dodawaniem
3r. Cala réznica miedzy ciagami: tam sie dodaje, tu sie mnozy. Wyrazy:
2, 6, 18, 54, 162, 486, 1458.

1 Wzdr na n -ty wyraz i monotonicznos¢

4 N
68 CIAG GEOMETRYCZNY
-1 —k
Apt1 = Gp * Q, ap, = ay - qn an = Qg qn .
® g < 0:znaki na przemian, ciag niemonotoniczny.
® ¢ > l:rosnacydlaa; > 0, malejacydlaa; < 0; 0 < g < 1: odwrotnie.
* g = 1:staly.
. J
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SYMULACJA 1 Wyrazy ciagu geometrycznego (stupki) i sumy cze$ciowe (linia). Zmieniaj
a; i q. Przy ujemnym q stupki skacza nad i pod osig; przy |q| < 1 maleja do zera, a sumy
zblizaja sie do stalej wartosci.

10

-10
1 2 3 4 5 6 7 8
n
— wyrazya, =— sumas,
a,=a,-q""*8; 4; 2; 1; 0,5; .. zachowanie malejacy Ss 15,938

gl <1? tak: Sn - a1/(1 - q) = 16

Dodatni iloraz: wszystkie wyrazy maja znak a,. Dla a, > O cigg rosnie przy g > 1 i maleje przy 0 < g <
1; dla a, < 0 odwrotnie. Teraz: malejacy.

Stan na rysunku: a1 =8, q = 0,5; wyrazy 8; 4; 2; 1; 0,5; malejacy.

Przyktad 1.1

Warunek ,,ciagg malejacy”

Ciqg geometryczny o wyrazach dodatnich jest malejqcy i ag = 16as. Wyznacz q.
1 as = aeq’, wiec ag = 16agq” i ¢° = 55.

2 q= % alboq = —%. Ujemny iloraz daje ciag niemonotoniczny (i wyrazy ujemne).

[ Wynik: g = %. J
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/Z ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 4 min

1 a1 = 81, ap = 27. Oblicz as.

2 a4 = —8ay. Oblicz q.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

2 Suma m wyrazow

AIB SUMA n POCZATKOWYCH WYRAZOW
1—4"
1_

Sp=aj - (g #1), Sp=mna1 (¢g=1).

Przyktad 2.1
Suma z ilorazem
2
Oblicz3 + 6+ 12 + - - 4 384.
1 a1=3,¢=2,384=3-2"" wiec2" ' =128, n =8.

) o, 1-28
Ss=3

[ Wynik: 765. j

=3 - 255.

/. ZADANIA - CZESC 2 1 zadanie - ok. 3 min
1 Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu a, = 2 - (—3)" %

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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3 Trzy kolejne wyrazy: b* = ac

4 N
8 WARUNEK DLA TRZECH LICZB

Niezerowe liczby a, b, c tworza (w tej kolejnoéci) ciag geometryczny <= b* = ac.
Rozwiazania z wyrazem réwnym zero odrzucamy.

Uwaga na znak: z b = ac wynika b = 4,/ac. Gdy tre$¢ nie méwi o znakach wyrazéw,

oba przypadki trzeba rozwazy¢.

Przyktad 3.1
Parametr i wyrazy zerowe
Dla jakich z liczby « — 1,  + 1, 3z + 3 tworzq ciqg geometryczny?
1 (z+1)2=(x—-1)8zx+3)=3(z—1)(z+1).
2 (z+1)[(@+1)—3(x—1)] =0,czyli (z+1)(4 —2z) =0.

3 = —1l:ciag (-2, 0, 0) ma wyrazy zerowe X. z = 2: (1, 3,9),q =3 v.

Wynik: z = 2. Dzielenie przez = + 1 na poczatku ,zgubiloby” przypadek z = —1, ktéry
i tak odpada, ale trzeba to napisac.

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 6 min

1 Ciag (4, =, 9) jest geometryczny. Wyznacz z.

2 Ciag (z, =+ 2, 4z + 8) jest geometryczny o wyrazach dodatnich. Oblicz z i q.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

6.3 - Ciag geometryczny 5/12



4 Iloczyny wyrazow

8 ROWNE SUMY NUMEROW, ROWNE ILOCZYNY

Jeslik + 1 =m+ n, to ax - aj = am - an, bo oba iloczyny sa réwne aig"* 2. W
szczegoblnosci ay_jag,1 = ai.

Przykiad 4.1

Iloczyn bez

a1

i

q

W ciqgu geometrycznym as - ag = 20. Oblicz as - ag i a1 - a19. Ile wynosi ayasy - - - az, jesliay = 32
1 3+8=5+6=1+10=11: obailoczyny sa rowne 20.

2 aja; = axag = azas = a2 = 9, wiec iloczyn siedmiu wyrazéw to 9% - 3 = 37.

[ Wynik: 20, 20, 37 = 2187. j

/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 3 min
1 W ciagu geometrycznym as - ag = 25. Oblicz aﬁ iay - ag.

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Probka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 26 przyktadéw i zadan, z odpowiedziamiiw
wersji do druku.

POZIOM A - WYRAZY I ILORAZ

/. ZESTAWY A
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1 Ciag geometryczny: oblicz szukana wielkos$¢.

a)a; = 5,9 =2; ag b)as =6,a5 = —48; ¢

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - SUMY I ILOCZYNY

/. ZESTAWY B

1 Oblicz.

a)alzl,q:3; 55 b)a4-a6:18; as - ay

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - TRZY WYRAZY I CIAGI MIESZANE

/. ZESTAWY C

1 Wyznacz z, dla ktérych ciag jest geometryczny.

a) (2, z, 18)

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Ciagi mieszane.

a)a, = 2n + 2; k, dla
ktorego (aq, as, a;) jest
geometryczny

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze

Petny trening (26 przyktadow i zadan) >
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6 Na maturze

Ciag geometryczny to w arkuszach z lat 2024-2026 kilkanascie zadan zamknietych i kilka
otwartych. Wedlug sprawozdan CKE wyraz z dwdch danych rozwigzato 78% zdajacych (maj 2025),
zadanie o iloczynie wyrazow tylko 42% (maj 2026), a ciag geometryczny zlozony z wyrazéw ciagu
arytmetycznego 62% (maj 2026). W zasadach oceniania: pomylenie typu ciggu daje 0 albo co
najwyzej 2 punkty, a przyjecie b = /ac bez rozwazenia b = —,/ac obniza wynik. Ponizsze zadania
sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 9 pkt - ok. 25 min

1 (0-1 pkt) W ciggu geometrycznym a; = 481 ay, = 24. Wyraz as jest rowny
A. 1,5 B. 3 C.6 D. 12

2 (0-1 pkt) W ciggu geometrycznym as = 27a5. Iloraz tego ciagu jest réwny

A. -3 B. —3 C. D. 3

W=

3 (0-1 pkt) W ciagu geometrycznym az - ag = 12. Uzupelnij zdanie: iloczyn a4 - a7 jest
«  réwny ... .

4  (0-3 pkt) Ciag (a,) jest okreslony wzorem a,, = 3n — 1. Liczby a1, a3, ai, sa (W tej
== kolejnosci) pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu geometrycznego. Oblicz k.

5 (0-3 pkt) Dtugosci trzech krawedzi prostopadto$cianu wychodzacych z jednego
== wierzchotka tworza ciag geometryczny o ilorazie 2. Suma dlugosci wszystkich krawedzi
prostopadtoscianu jest rowna 84. Oblicz objetos$¢ tego prostopadios$cianu.

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

mn ”
& »an = a1 -q .

a, = a1¢" ': od a; do a, jest n — 1 mnozen.
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- 1
x ¢ = i, wiecq= 3.

Takze q = —%. Odrzucasz go dopiero z warunku (malejacy, wyrazy dodatnie) i piszesz
dlaczego.

x ,b% = ac, wiec b = /ac.”
b = ++/ac. Ujemny $rodkowy wyraz tez daje ciag geometryczny.

”

X  ,asas = asag, b03 -8 = ...

Réwne musza by¢ sumy numerdéw (3 + 8 = 5 + 6), nie iloczyny.

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- N
1 Czyciag 3, —6,12, —24 jest monotoniczny?

Nie:q = -2 < 0.

2 Ilewynosias,jeslia, = 4ia, =9, awyrazy sa dodatnie?

6.

3 Czy (0,0,0) jest ciagiem geometrycznym w sensie zadann maturalnych?

Nie: wyrazy musza by¢ niezerowe, zeby byt okreslony iloraz.

4 IlewynosiS, dlag=1?

na,.
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I 4 ° °
9 Karta wzorow i co dalej
4 N
WZORY WEASNOSCI
an = a1q"? ara; = apap dlak+l=m-+n
S, = al%q(li g < 0: niemonotoniczny
b? = ac
o /
Wzory na a,, S, i afl = ap-1an+1 3 W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne”. Wlasnosci
iloczynéw aia; = a,,a, broszura nie podaje.
Dalej: dla rozszerzenia granice ciggow i szereg geometryczny (lekcja 6.4 Granice ciqgow i szereg
geometryczny); model wykladniczy w lekcji 5.6 Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

,a5 =813 = 1.

[N

l.q =

2.a7 =asq*:1=-8¢, ¢ = —%,q=—3.

) [

Zadania - czes$¢ 2

_(_92\b
1,55:2.M:2.2;44:122_
143 4

Zadania - czes$¢ 3
1.z% = 36: = 6 albo = = —6 (oba daja ciag geometryczny: ¢ = 3 albo ¢ = —%).

2. 1.(z+2)?=z-4(x+2),z+2>0,wiecz + 2 = 4z.

Zadania - czesc 4
1.24+6 =4+4 =1+ T7:obasgréwne 25.
Zestawy A
1.a) 160 b) —2
Zestawy B
1.a)121 b)18
Zestawy C
1.a) +6
2Q.a) k=17
Zadania w stylu maturalnym
1.B.q=3,a5 =48 - = 3.
2.C.as =axg’: 1 =27¢% q= %
3.12(bo2+9=4+7).

4. 1. Wyrazy. a; = 2,a3 = 8.
2. Warunek. 8 = 2 - a3, wiec a;, = 32.
3. Numer. 3k — 1 =32,k = 11.

1 pkt za a; i a3 albo za zapis a3 = ajax. 2 pkt za a; = 32 (albo réwnanie 64 = 2(3k — 1)). 3 pktza k = 11.

5. 1. Krawedzie. a, 2a, 4a.
2.Suma. 4(a + 2a + 4a) = 28a = 84,a = 3.
3. Objetosé. 3 -6 - 12 = 216.
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1 pktzaa, 2a, 4a. 2 pktzaa = 3. 3 pktza V = 216.

Uwaga: prostopadtoscian ma 12 krawedzi, po 4 kazdej dlugosci. Suma a + 2a + 4a = 84 to btad
interpretacji.

Matura z matematyki - Lekcja 6.3: Cigg geometryczny - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom podstawowy, od roku
szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan, tatwosci i Uwagi wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2024-2026. Zadania sg autorskie.
Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt6_3.py).
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