MATURA - POZIOM PODSTAWOWY @ 6.1

Ciagi: wzor ogolny,
rekurencja,
monotonicznosc

Ciag to funkcja okreslona na liczbach naturalnych: n-temu
miejscu przyporzadkowuje liczbe a,. Policzenie wyrazu ze
wzoru albo z rekurencji jest na maturze tatwe (75%). Trudniej
idzie rozstrzyganie, czy ciag jest arytmetyczny, geometryczny,
rosnacy (47%). Ta lekcja pokazuje, jak to rozstrzygac jednym
rachunkiem: réznica albo ilorazem kolejnych wyrazéw.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 25 min 7 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 40 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 5 zakres
zadan w stylu podstawowy:
maturalnym,; VI.1, V1.2, VI.3

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI

0  Trzy wyrazy wystarcza do ,,nie”
1 Wzdrogdlny
2 Rekurencja

3 Monotoniczno$¢: znak

Apt1 —
Qnp

4 Czy cigg jest arytmetyczny albo geometryczny?
5  Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordw i co dalej
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o Trzy wyrazy wystarcza do ,,nie”

Ciaga; =1,a,,1 = 3a, — 1 mawyrazy 1, 2, 5, 14, ... Czy jest arytmetyczny? Roznice 1i 3 sa
rézne, wiec nie. Czy geometryczny? Ilorazy 2 i g sa rézne, wiec nie. Do odpowiedzi ,nie”
wystarcza trzy wyrazy, bo jeden kontrprzyklad obala wtasno$é. Do odpowiedzi ,tak” trzeba
pokazacd, ze réznica (albo iloraz) jest stata dla kazdego n, czyli policzy¢ ja ogdlnie.

1 Wzor ogolny

4 I
§s CIAG LICZBOWY

Ciag (ay) to funkcja, ktéra kazdej liczbie naturalnej n > 1 przyporzadkowuje liczbe a,.
Wzér ogdlny pozwala obliczy¢ dowolny wyraz bez liczenia poprzednich: podstaw n.

Pytanie ,ktéry wyraz ciggu jest rowny c?” to réwnanie a,, = ¢ z warunkiem, ze n jest
liczba naturalna.
- J

Przyktad 1.1

Wyraz i numer wyrazu

Dany jest ciag a, = n® — 6n. Oblicz a4 i ustal, ktdre wyrazy sq réwne 16.
1 a4=16—24 = -8.

2 n?—6n=16 <= n’?—-6n—-16=0 < (n—8)(n+2) =0.

3 n = —2nie jest numerem wyrazu; zostaje n = 8.
[ Wynik: ay = —8; réwny 16 jest tylko wyraz as. ]
/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 4 min
-1)"-64
1 Oblicz as dlaa, = %

2 Ile wyrazéw ciagu a, = 50 — 3n jest dodatnich?

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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2 Rekurencja

53 CIAG OKRESLONY REKURENCYJINIE

Podany jest pierwszy wyraz i przepis na nastepny z poprzedniego (czasem z dwéch
poprzednich). Wyrazy liczy sie po kolei; nie ma skrétu do a;¢y bez wzoru ogélnego.

SYMULACJA 1 Pierwsze wyrazy ciagu na wykresie. Kreski tacza kolejne wyrazy: rosna,
gdy ciag ro$nie. W odczycie sa roznice i ilorazy kolejnych wyrazéw. Stata réznica oznacza
ciag arytmetyczny, staly iloraz geometryczny. Poréwnaj 3 - (—1)" + 5 (skacze, nie jest
monotoniczny) z (2n + 6)/(n + 1) (maleje).
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— wyrazy a, =— roznica an.;— an
ciag a1 =1, an+1 = 3an - 1 a...as 1; 2; 5; 14; 41; 122
roznice 1; 3; 9; 27; 81 ilorazy 2; 5/2; 14/5; 2,929; 2,976

arytmetyczny / geometryczny nie / nie monotonicznos¢ rosnacy

Ani roznice, ani ilorazy nie s state: ciag nie jest ani arytmetyczny, ani geometryczny. Zeby to
wykazac, wystarczg trzy pierwsze wyrazy: 1 # 312 # 5/2.

Stan na rysunku: a1 =1, an+1 = 3an - 1; ai.as = 1; 2; 5; 14; 41; 122.
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Przyktad 2.1
Rekurencja z
n
a, =—-1,a,,1 =n-a, + 3. Obliczay + a3 + ay.
1 a=1-(-1)+3=2.

2 a3=2-2+3=T.

3 a=3-7T+3=24

[ Wynik: 2 4 7 + 24 = 33. Uwaga: przy liczeniu a,,1; mnozysz przez n, nie przezn + 1. ]

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 4 min

1 a1 =05,a,11 = a, — 4. 0Oblicz ag.

2 a=1a=1,a,=a,.+ 2a,. Oblicz as.

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze

3 Monotonicznosc¢: znak a,.1 — a,

e I
st ROSNACY, MALEJACY, STALY

Ciag jest rosnacy, gdy a,,.1 — a,, > 0 dla kazdego n; malejacy, gdy a,,,1 — a, < 0dla
kazdego n; staly, gdy roéznica jest zawsze zerem. Wystarczy policzy¢ rdéznice ogélnie i

ustalic jej znak.
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Przyktad 3.1

Ciag wymierny
Zbadaj monotonicznos¢ ciggu a, = 2n + 6.
n+1
4
1 =2 .
an =2+ ——
A SR SN () B (o) —4
TITRT2 n+1l  (n+Dn+2) (r+D(n+2)

3 Mianownik dodatni dla kazdego n > 1, wiec réznica ujemna.

[ Wynik: ciag malejacy. ]

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 5 min

1 Wykaz, ze ciag a,, = n® + n jest rosnacy.

2 Czy ciaga, = n? — 6n jest monotoniczny?

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

4 Czy ciag jest arytmetyczny albo geometryczny?

4 I
sa TEST

* Arytmetyczny <= a,;+1 — a, nie zalezy od n (to réznica r).

e Geometryczny (o wyrazach niezerowych) <—- It nie zalezy od n (to iloraz g).
a

e Zeby wykazaé ,nie”, wystarczy kontrprzyktad z trzech kolejnych wyrazdow.
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Przyktad 4.1
Ciag z
(=1)"
Ciqg a, = 3 - (—1)" + 5. Czy jest geometryczny? Oblicz sume jego osmiu poczatkowych wyrazéw.
1  Wyrazy: 2, 8, 2, 8,...Ilorazy 41 }1: nie jest geometryczny.

2 Cztery pary 2 + 8:suma4 - 10 = 40.

[ Wynik: nie jest geometryczny; Sz = 40. }

/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 3 min

1 Wykaz, ze ciag a, = 7 — 2n jest arytmetyczny.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 31 przyktadow i zadan, z odpowiedziami i w

wersji do druku.

POZIOM A - WYRAZY

/. ZESTAWY A

1 Oblicz wskazany wyraz.
a) an = 2n® —n, a b)a, =48 (3)", as

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Ciag okreslony rekurencyjnie: oblicz wskazany wyraz.
a)ar =3,an41 =an +5; a4 b)ar =0,an11 =1 —an; as

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze
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POZIOM B - NUMER WYRAZU I ZNAK

/. ZESTAWY B

1 Odpowiedz.
- a) ktéry wyraz
a, = 3n — 14 jest rowny 25

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - MONOTONICZNOSC I TYP

/. ZESTAWY C

1 Oblicz ap4+1 — ay i podaj monotonicznosé.
an

a)a, =5—4n

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Arytmetyczny (A), geometryczny (G), zaden (Z)?

a)a, =3-2"

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe e Srednie mam trudniejsze

Petny trening (31 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W arkuszach z lat 2024-2026 ten dziat to gléwnie zadania za 1 punkt: obliczenie wyrazu ze wzoru
albo rekurencji i P/F o typie lub monotonicznosci ciaggu. Wedtug sprawozdania CKE w maju 2025
obliczenie trzeciego wyrazu ciggu rekurencyjnego rozwiazato 75% zdajacych, a rozstrzygniecie,

czy ten sam ciag jest arytmetyczny i geometryczny, tylko 47%. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu
arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 7 pkt - ok. 15 min
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1

2

3

4

5

(0-1 pkt) Ciag (a,) jest okreslony wzorami a; = 3, an+1 = 2a, — 4 dlan > 1. Wyraz a4 jest

réwny

A. —12 B. -4 C.0 D. 2

(0-1 pkt) Dla ciagu z poprzedniego zadania ocen prawdziwo$¢ zdan.

1. Ciag (a,) jest arytmetyczny. P F
2. Ciag (an) jest malejacy. P F

-1 n+1 |
(0-1 pkt) Dany jest ciag a,, = ( :)))nl . Wyraz as jest rowny
A. -1 B. 1 C. —3 D. 3
(0-1 pkt) Liczba 40 jest wyrazem ciagu a,, = n?> — 3n 0 numerze
A.5 B. 8 C. 10 D. 40

(0-3 pkt) Ciag jest okreslony wzoramia; = 2, a,,; =n-a, — 1 dlan > 1. Oblicz sume

a1 + a2 + a3z + a4 + as.

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

7

X

X

X

Najczestsze btedy

»0Q1, a2, a3 rosng, wiec ciag jest rosnacy.”

Monotoniczno$¢ dotyczy wszystkich n. Trzeba policzy¢ a,+1 — a, ogdlnie.

wlp 1 =N -a, + 3; dla a3 mnoze przez 3.”

Dla a3 = ag+1 jest n = 2: mnozysz przez 2.

»RoOwnanie a, = 16 ma rozwiazania 8 i —2, wiec dwa wyrazy.”

Numer wyrazu jest liczba naturalna: n = —2 odpada.

»Ciag 2,8,2,8, ... jest geometryczny, bo co drugi wyraz sie powtarza.”

Iloraz musi by¢ stalty miedzy kolejnymi wyrazami: 4 i ;11 to nie to samo.
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8 Sprawdz sie

Odpowiedz w myslach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e A
1 Jak wykazad, ze ciag nie jest arytmetyczny?

Wskazac trzy kolejne wyrazy o réznych réznicach.

2 Jakijestas,jeSlia; =4,a,11 = §?

1.

3 Czyciaga, = —3n + 1jest malejacy?

Tak:a,. 1 —a, = —3 < 0.

4 Ile wynosi (—1)" dla n parzystych?
1.
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9 Karta wzorow i co dalej

e N
CIAGI TESTY
wzor ogollny: podstaw n rosnacy <= ap+1 —an, >0
rekurencja: wyraz po wyrazie arytmetyczny <= an+1 — a, = const
numer wyrazu € N geometryczny < “Z—:l = const
- /

Broszura CKE ,Wybrane wzory matematyczne” zawiera wzory ciggow arytmetycznego i
geometrycznego, ale nie definicje monotonicznosci ciagu.

Dalej: ciqg arytmetyczny (lekcja 6.2 Cigg arytmetyczny) i geometryczny (6.3 Ciqg geometryczny).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

—64

1. = — =
%= T3

2. 1.50-3n>0 < n< 3% =162

2. Wyrazy aq, . .., aig: szesnascie.
Zadania - czes$¢ 2

1.5, 1, -3, =7, —11, —15:a = —15.
2.a3:3,a4:5,a5:11.
Zadania - czesc 3

lLagyi—apn=Mm+1)2+n+1)—n> —n=2n+2>0.

2. 1l.ap41 — ay, = 2n — 5:ujemne dlan < 2, dodatnie dlan > 3.

2.Nie:ta; =-5>ay,=-8>a3=-9<ay=-8.

Zadania - czes$¢ 4
l.api1 —a, =7—2(n+1) — 7+ 2n = —2: stala, nie zalezy od n
Zestawy A
1.a)15 b)3
2.a)18 b)2
Zestawy B
1.a) a3
Zestawy C
1. a) —4; malejacy
2.a)G(g=2)
Zadania w stylu maturalnym
1.B.as =2,a3 =0,a4 = —4.
2. FP.
1. Réznice —1, —2, —4: nie arytmetyczny.
2. ap1 — @y = a, — 4; poniewaz a; = 3 < 41ikolejne wyrazy maleja, zawsze a,, < 4, wiec réznica ujemna:
malejacy.
3.B.(—1)6- & =1.

81

4.B.n* —3n—40= (n—8)(n+5)=0,n=8.
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5. 1.Wyrazy.as =1-2—-1=1,a3=2-1-1=1,a4=3-1-1=2,a;=4-2-1=7.
2.Suma.2+14+14+2+7=13.
1 pkt za ay, as. 2 pkt za a4, as. 3 pkt za sume 13.

Matura z matematyki - Lekcja 6.1: Ciggi - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom podstawowy, od roku szkolnego
2024/2025 (CKE); typy zadan i tatwos$ci wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2024-2026. Zadania sa autorskie. Wszystkie liczby
sprawdzone (tools/verify/mt6_1.py).
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