MATURA - POZIOM ROZSZERZONY 5.7

Przeksztatcenia
wykresow, ztozenia,
dowodzenie
monotonicznosci

Na poziomie rozszerzonym od funkcji oczekuje sie dwoch rzeczy
wiecej niz na podstawowym. Pierwsza to swobodne
przeksztalcanie wykresOw: przesuniecia, symetrie i wartos$¢
bezwzgledna, czesto po to, zeby policzy¢ rozwigzania réwnania
z parametrem. Druga to dowdd, Zze funkcja jest rosnaca albo
malejaca, przeprowadzony z definicji, a nie odczytany z

rysunku.
CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 35 min 7 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 50 prébka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 4 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym; V.R1, V.R2, V.R3

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI

©  Jedna funkcja, trzy dowody

1 Przeksztatcenia wykresu

2 Liczba rozwigzan rownania z parametrem
3 Ztozenie funkcji

4 Dowod monotonicznosci

5 Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzoréw i co dalej
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o Jedna funkcja, trzy dowody

2 1 .
Funkcja f(z) = z 5 na przedziale (—2, +00) jest rosnaca. Mozna to wykazac na trzy sposoby. Z
T

5
T+2

y = —2 (rosnaca na (0, +00)) przesunigta o wektor (2, 2]. Z pochodnej: f'(z) = 5 > 0. Zasady

oceniania CKE akceptuja kazdy z tych sposobdéw. Ta lekcja uczy dwéch pierwszych; pochodna jest

definicji: dla x; < x5 réznica f(z2) — f(z1) jest dodatnia. Z wykresu: f(z) =2 — to hiperbola

w lekcji 13.3 Monotoniczno$¢ i ekstrema funkcji.

1 Przeksztatcenia wykresu

4 I
st PIEC PRZEKSZTALCEN

* y = f(x — p) + q: przesuniecie o wektor [p, ¢|, czyli (z, y) — (z + p, y + q)-

* y = —f(x): symetria wzgledem osi Oz, (z, y) — (x, —y).

* y = f(—=x): symetria wzgledem osi Oy, (z, y) — (—=z, y).

* y=|f(z)|: czes¢ wykresu pod osia Oz odbijamy nad oS.

* y = f(|z|): zostawiamy czes¢ dla x > 0i dorysowujemy jej odbicie wzgledem Oy.

Dziedzina i zbior wartosSci przeksztalcajg sie razem z wykresem: przesuniecie o [p, q|

przesuwa dziedzine o p, a zbiér wartosci o gq.

o J
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SYMULACIA 1 Wykres f (przerywany) i wykres po przeksztalceniu. Wybierz funkcje i
przeksztalcenie. Dla przesuniecia ustaw p i g i sprawdz znak: f(z — 2) to przesuniecie w
prawo. Przy |f(z)| i f(|z|) poréwnaj, ktéra cze$¢ wykresu znika, a ktéra sie odbija.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
— y=1f(x) — wykres po przeksztatceniu

f tamana przez (-4, 1), (-1, -2), (2, 4), (5, 1) nowy wykres y = f(x - 2) - 1

Kazdy punkt (x, y) przechodzi na (x + 2, y — 1): przesuniecie o wektor [2, -1]. Uwaga na znak: f(x — p)
przesuwa w prawo dlap > 0.

Stan na rysunku: f to tamana przez (-4, 1), (-1, -2), (2, 4), (5, 1); narysowano y =
f(x - 2) - 1.
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Przyktad 1.1
Dziedzina i zbior wartosci po przeksztatceniu

Funkcja f ma dziedzine [—4, 5] i 2bidr wartosci [—2, 4]. Podaj dziedzine i zbiér wartosci funkcji
g(z)=—f(z+3)+ 1

1 f(x + 3): przesuniecie o 3 w lewo, dziedzina [—7, 2], warto$ci bez zmian.
2 —f(xz+ 3): wartosci [—4, 2].

3 +1:wartosci [—3, 3.

[ Wynik: D, = [-7, 2], ZW, = [-3, 3]. j

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 5 min

1 Wykres f(z) = z* przesunieto o wektor [—3, 2], a potem odbito symetrycznie wzgledem
<« o0siOz. Podaj wzér otrzymanej funkcji.

2 Funkcja f ma zbiér wartosci [—3, 2]. Podaj zbidr wartosci funkcji | f(z)|.

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

2 Liczba rozwigzan rownania z parametrem

~ )
53 METODA GRAFICZNA

Liczba rozwigzan réwnania g(z) = m to liczba punktéw wspélnych wykresu g z

prosta pozioma y = m. Narysuj g (zwykle przez przeksztalcenia), a potem przesuwaj
prosta od dotu do goéry i zapisz, dla jakich m liczba punktéw sie zmienia.
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Przyktad 2.1
Rownanie
|22 — 4| =m
W zaleznosci od parametru m podaj liczbe rozwiqzar réwnania |z* — 4z| = m.
1 Wykres y = z? — 4a: parabola z wierzchotkiem (2, —4) i miejscami zerowymi 0 i 4.
2 |z* — 4x|: cze$é miedzy 0 a 4 odbijamy nad o$; wierzchotek przechodzi na (2, 4).

3 Prostay = m:dlam < 0 brak punktéw; m = 0dwa (z = 0, z = 4); 0 < m < 4 cztery;
m = 4 trzy; m > 4 dwa.

[ Wynik: 0 rozwiazan dlam < 0; 2dlam =0im > 4;4dlam € (0, 4); 3dlam = 4. j

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 8 min

1 Dlajakich m réwnanie |z + 1| — 2 = m ma dokladnie dwa rozwiazania?

2 Ile rozwigzan ma réwnanie | [z| — 3| = 12

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

3 Ztozenie funkciji

p ZLOZENIE

(fog)(z) = f(g9(z)). Dziedzina: te z z dziedziny g, dla ktérych g(z) nalezy do
dziedziny f.Zlozenie nie jest przemienne: na ogét f o g # g o f.
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Przyktad 3.1
Wzér i dziedzina ztozenia

f(z) = vz, g(x) = 9 — x2. Wyznacz wzdr i dziedzine f o goraz g o f.

1 (fog)(z) =9 — z?; warunek 9 — z? > 0, czyliz € [-3, 3].

2 (gof)(z)=9—-(/z)? =9 — z, ale tylko dla z > 0 (dziedzina f).

Wynik: f o g: V9 — xz?na[-3, 3]; go f: 9 — zna [0, +00). Uproszczony wzoér 9 — z nie
niesie informacji o dziedzinie: trzeba ja dopisac.

/. ZADANIA - CZESC 3 1 zadanie - ok. 4 min

1 f=)= , g(z) = 2z + 3. Wyznacz (f o g)(z) i jego dziedzine.

z—1

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

42 Dowod monotonicznosci

~ )
58 DEFINICJA I SCHEMAT DOWODU

f jest rosnaca w zbiorze A, gdy dla dowolnych z,z, € A: z; < 29 = f(21) < f(z2).
1. Wez dowolne z; < z2 z A (napisz to!).

2. Oblicz réznice f(z2) — f(z1) i doprowadz ja do postaci iloczynu albo ilorazu.
3. Ustal znak kazdego czynnika z zatozen i napisz wniosek.
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Przyktad 4.1

Funkcja wymierna

+2

2
Wykaz, ze funkcja f(x) = z jest rosngqca w przedziale (—2, +00).
x

1 NieCh -2 < Tq < T9.

(2z2 — 1)(z1 +2) — (221 — 1)(z2 + 2)
(21 +2)(22 + 2) '

2 f($2)—f($1) =

3 Licznik: 2z129 + 429 — 21 — 2 — 22129 — 421 + @2 + 2 = 5(x2 — 21).

4 x2—x1>0,21+2 >0, 29 +2 > 0, wiec réznica jest dodatnia.

[ Wniosek: f(z,) > f(z;), czyli f jest rosnaca w (—2, +00). ]

Przyktad 4.2
Wielomian i wzor na réznice szesciandw
Wykaz, ze f(z) = z3 + x jest rosnaca w R.

1 Niechz < za. f(22) — f(21) = (23 — z3) + (22 — 21).
2 = (zo— 21) (23 + T2 + 23 + 1).

3 zy+azeta=(z2+ %1-)2 + 327 > 0, wiec drugi czynnik jest > 1 > 0.

[ Wniosek: iloczyn dwoéch liczb dodatnich, wiec f(z2) > f(x1). ]

/. ZADANIA - CZESC 4 2 zadania - ok. 10 min

1 Wykaz z definicji, ze f(z) =

4
3 jest malejaca w przedziale (3, +00).

2 Wykaz, ze f(z) = z® — 6z jest rosnaca w przedziale [3, +00).

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze
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5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 31 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - PRZEKSZTALCENIA

/. ZESTAWY A

1 Podaj wzér funkcji po przeksztalceniu wykresu f(z) = z? — 2z.

a) przesuniecie o [1, 0] b) symetria wzgledem Oy

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Dy =[-2,6], ZW; = [—1, 3]. Podaj dziedzine i zbiér wartosci g.
T a)ge) = fz-2) b) g(z) = |f(2)]

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

POZIOM B - PARAMETR I ZLOZENIA

/. ZESTAWY B

1 Podajliczbe rozwiazan.

a)lz? —1] =1 b) 2?2 — 4|z| = —4

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Wyznacz wzoér zlozenia i jego dziedzine.

o) f(z) = a2 g(x) =z — 3;
fog

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze

POZIOM C - ROZNICA F(X,) — F(X3)
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/. ZESTAWY C

1 Zapisz f(zy) — f(z;) w postaci iloczynu albo ilorazu i podaj monotoniczno$é w podanym
=== przedziale.
2 () = ——, (-1, +00) D) fe) =20' 45,
z+1

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (31 przyktadow i zadan) »>

6 Na maturze

W arkuszach rozszerzonych z lat 2024-2026 nie znalezliSmy osobnego zadania z dowodem
monotonicznosci. Jest za to zadanie w informatorze CKE (3 punkty, funkcja wymierna) z
piecioma akceptowanymi sposobami: z definicji, taicuchem nieréwnosci, przez przesuniecie
hiperboli, przez pochodna i przez poréwnanie utamkow. Przeksztalcenia wykreséw i metoda
graficzna wracaja w zadaniach z parametrem. Ponizsze zadania s nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 11 pkt - ok. 30 min

5
1 (0-3 pkt) Funkcja f jest okre$lona wzorem f(z) = % dla kazdego x € (-2, +00).
T
Wykaz, ze f jest funkcjg rosnaca.

2 (0-3 pkt) Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie |22 — 2z —
«=» 3| = m ma dokladnie trzy rozwiazania, oraz te, dla ktérych ma doktadnie dwa

rozwiazania.

3 (0-2 pkt) Funkcje f i g s3 okre$lone wzorami f(z) = z? — 1 oraz g(z) = vz — 2. Wyznacz
«=  wz6r i dziedzine funkcji h = f o g oraz rozwiaz rownanie h(z) = 4.

4  (0-3 pkt) Wykaz, ze funkcja f(z) = =3 — 3z jest malejaca w przedziale [—1, 1].

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze
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7 Najczestsze btedy

X

»f(z + 3) to przesuniecie w prawo.”

f(z+3) = f(z — (—3)): wektor [—3, 0], czyli w lewo.

x ,|f(2)|if(]z|) to to samo.”

Pierwsze odbija czes$ci pod osia Oz do géry. Drugie zastepuje lewa potowe wykresu
odbiciem prawe;.

x ,Sprawdzitem f(0) < f(1) < f(2), wiec funkcja jest rosnaca.”

To przyklad, a nie dowod. Dowdd dziata dla dowolnych z; < x2 z przedziatu.

x ,go f mawzor9 — z, wiec dziedzina to R.”

Dziedzina zlozenia jest ograniczona dziedzing funkcji wewnetrznej; uproszczenie wzoru
jej nie zmienia.

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e B
1 Ojaki wektor przesunieto y = f(z), zeby otrzymacy = f(z + 1) — 4?

-1, —4].
- J
- A
2 Jakijest zbiér wartosci | f|, jesli ZW; = [-5, 1]?
[0, 5].
- J
- A

3 0d czego zaczyna sie dowod monotonicznosci z definicji?

Od napisania ,niech z; < z3 nalezg do przedzialu”.

4 Czyfog=gofdlaf(z)=z+1lig(x)=2x?

Nie: 2z + 1 # 2z + 2.
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9 Karta wzorow i co dalej

4 N
PRZEKSZTALCENIA MONOTONICZNOSC
f(z — p) + g: wektor [p, g] z1 < T2, znak f(z2) — f(z1)
—f(x): Oz, f(—=z): Oy 75 znak —a(z2 — 1) w liczniku
|f(x)|: dot do géry, f(|z|): prawa strona w
lewo
& J
W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sa przeksztatcenia punktu: przesuniecie o
wektor i symetrie wzgledem osi i punktu. Regut dla wykreséw f(x — p) + g, | f(x)|, f(|z|) ani
definicji monotoniczno$ci broszura nie podaje.
Dalej: ciggi (lekcja 6.1 Ciggi: wzor ogdlny, rekurencja, monotonicznosc), a pochodna jako trzeci
sposob dowodu monotonicznosci w lekcji 13.3 Monotonicznosc i ekstrema funkcji.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 1.Po przesunieciu (z + 3)? + 2.
2. Po symetrii —(z + 3)% — 2.

2. Warto$ci ujemne [—3, 0) przechodza na (0, 3], a [0, 2] zostaje. Razem [0, 3].

Zadania - czesc 2

1. 1. Wykres: litera V z wierzchotkiem (—1, —2).
2. Dwa punkty wspdlne dlam > —2.

2. 1.|z| -3 =1lalbo|z| -3 = —1.
2. |z| = 4 albo |z] = 2.

3. Cztery rozwiazania: +2, +4.

Zadania - czes¢ 3

1
2z + 2
2.224+2#0,wiecD =R\ {-1}.

1. 1.f(2z+3)=

Zadania - czesc 4

1. 1.3 <2 < ay.
o 4(%1 - 3) - 4(.’172 - 3) - 4(281 - .’I,‘g)
2 @) @) = T T ® @ @)

3. Licznik ujemny, mianownik dodatni: réznica ujemna, f malejaca.

2. 1.3 <2 < xo.
2. f(22) — fla1) = (2 — 22) — 6(z2 — 1) = (22 — 1) (21 + 22 — 6).

3.29 —x1 > 0;21 + 22 > 6,boxzy > 3ize > 3. Iloczyn dodatni.
Zestawy A
lLa)(z—1)2—-2z—1)=2>—4z2+3 b)z?+2z
2.a) [0, 8;[-1, 3] b)[-2, 6]; [0, 3]
Zestawy B
l.a)4 b)2
2.a)(z —3)%4R

Zestawy C

1 a) 3(%1 — 332)

. ; malejaca b) 2(xzs — 2+ + z2); rosnaca
($1+1)(l’2+1) Jac ) ('TQ 1'1)(372 L1T2 'Tl) a
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Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Zalozenie. —2 < z1 < xo.
s e e 5.’172(.’171 + 2) — 5:131(5122 + 2) 10(.’172 — :El)
2. . — - _ .
Réznica. f(z2) = f(a1) (21 + 2)(z2 + 2) (1 + 2)(z2 + 2)

3. Znak. licznik dodatni, oba czynniki mianownika dodatnie, wiec réznica dodatnia.

1 pkt za zatozenie z; < zy w dziedzinie i obliczenie réznicy (ALBO za pochodna, ALBO za posta¢ 5 —

10
z+2

y = —1 o wektor [—2, 5]). 3 pkt za pelny dowdd z wnioskiem.

)- 2 pkt za ustalenie znaku réznicy (ALBO znaku pochodnej, ALBO za opis przesuniecia hiperboli

2. 1.Parabola.z? — 2z — 3 = (z — 3)(= + 1), wierzchotek (1, —4).
2. Odbicie. |z% — 2z — 3| ma ,,garb” z wierzchotkiem (1, 4) miedzy —1 a 3.
3. Odpowiedz. trzy rozwiazania dlam = 4; dwa dlam = 0idlam > 4.

1 pkt za poprawny szkic wykresu |z?> — 2z — 3| z wierzchotkiem (1, 4). 2 pkt zam = 4. 3 pkt zam €
{0} U (4, +00).

3. 1.Wzér.h(z) = (Vz —2) — 1=z —3dlaz > 2.
2.Réwnanie.z —3=4,2=7>2v.

1 pkt za wzoér « — 3 z dziedzing [2, +00). 2 pktzaz = 7.

4. 1.Zalozenie. —1 <z < xy < 1.
2. R6znica. f(.’Eg) — f($1) = ($2 — 3,‘1)(93% —+ T1x9 + ZI?% — 3)
3.Szacowanie. 22 < 1, 22 < 1, 2,2, < 1, a réwno$é we wszystkich trzech naraz wymagataby z; = z, = =£1,
co przeczy x; < xo. Zatem x5 + xyzy + 23 < 3.

4. Znak. pierwszy czynnik dodatni, drugi ujemny: réznica ujemna.
1 pkt za rozklad réznicy na (z2 — @1)(22 + z122 + 2 — 3) (ALBO za pochodna 3z? — 3). 2 pkt za
oszacowanie drugiego czynnika (ALBO f’(x) < 0 na [—1, 1] z réwnoScia tylko na koncach). 3 pkt za
peiny dowdd.

Matura z matematyki - Lekcja 5.7: Przeksztatcenia wykresow, ztozenia, dowodzenie monotonicznoéci - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z
matematyki, poziom rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE), zadanie 7 i jego zasady oceniania. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone
(tools/verify/mt5_7.py).
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