MATURA - POZIOM PODSTAWOWY 5.6

Funkcja wyktadnicza
I logarytmiczna

Funkcja wyktadnicza opisuje wszystko, co w rownych odstepach
czasu zmienia sie o ten sam procent: lokate, populacje, rozpad
promieniotwérczy, stygniecie. Na maturze najczesciej trzeba z
dwéch pomiarow odczytaé czynnik wzrostu i dobrze go
zinterpretowad. Logarytm stuzy wtedy do znalezienia czasu, po

ktorym warto$¢ osiggnie zadany poziom.

CZAS

ok. 30 min
czytania + ok. 45
min zadan

ZADANIA
8 zadan w tresci,
prébka treningu
rachunkowego, 4
zadania w stylu
maturalnym;
pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
podstawowy: V.14
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o Dwa pomiary, jeden procent

Na poczatku doswiadczenia w hodowli byto 5000 bakterii, po dwoch godzinach 7200. Liczba
bakterii co godzine roénie o ten sam procent. O jaki? Po godzinie jest 5000k, po dwéch 5000k> =
7200, wiec k* = 1,441 k = 1,2. Co godzine liczba bakterii mnozy sie przez 1,2, czyli roénie o 20%.
Odpowiedz ,,0 1,2%” albo ,,0 120%” to dwa typowe bledy interpretacji.

1 Funkcje a” i log, =

4 N
68 WEASNOSCI( a>0, a#1)

* f(z) = a®: dziedzina R, zbiér wartosci (0, +00), f(0) = 1. Rosngcadlaa > 1,
malejaca dla 0 < a < 1. Nie ma miejsc zerowych.

* g(z) = log, z: dziedzina (0, +00), zbidr wartosci R, g(1) = 0, g(a) = 1. Rosnaca dla
a > 1, malejacadlal < a < 1.

* log,z =y <= a¥ = z: wykresy sa symetryczne wzgledem prostej y = x.

Przyktad 1.1
Wartosci i monotonicznos¢
Dana jest funkcja f(z) = log, . Oblicz f(64) i f(3) oraz ustal, czy f jest rosnqca.
1 43 =64, wiec f(64) = 3.

2 472 =1 wiecf(})=-1.

3 Podstawa 4 > 1, wiec f jest rosnaca.

[ Wynik: f(64) = 3, f(3) = —3, funkcja rosnaca. j

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 4 min

1 Wykres funkcji f(z) = a® przechodzi przez punkt (2, §). Wyznacz a i ustal
= monotonicznos$¢.

2 Podaj zbidr wartosci funkcji f(x) = 2% — 3.
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

> Model N(t) =N, k'

S~

58 WZROST I SPADEK PROCENTOWY

Jesli wielko$é w kazdej jednostce czasu zmienia sie o p%, to N(t) = Ny - k', gdzie Ny =
N(0)ik =1+ 55 (dla spadku p jest ujemne, 0 < k < 1).

Czas potowienia T (rozpad): N(t) = Ny - (%)t/T. Po T zostaje polowa, po 27T ¢wiartka,

’ 7 L
po nT czesc 5 »
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SYMULACIA1 Model N(t) = Ny - k'. Ustaw zmiane procentowa na jednostke czasu.
Punkty pokazuja wartosci co jedna jednostke: kazdy powstaje z poprzedniego przez
pomnozenie przez k, czyli tworza ciag geometryczny. Przerywane linie pokazuja, po
jakim czasie warto$¢ sie podwaja (albo potowi).
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400

200
t
— N(t) =No - k' —= warto$cico 1 jednostke czasu = No/2 albo 2N,
k=1+p/100 1,25 N(0); N(1); N(2); N(3) 400; 500; 625; 781,3; .. iloraz kolejnych 1,25

czas podwojenia = 3,11

W kazdej jednostce czasu N mnozy sie przez k = 1,25, czyli roénie 0 25% (a nie 0 125%). Wartosci w
réwnych odstepach czasu tworzg cigg geometryczny o ilorazie k, wiec $rodkowa jest srednig
geometryczng sasiednich: N(1)2 = N(O) - N(2). Podwojenie nastepuje pot = log_k(2) = 3,11.

Stan na rysunku: Ne = 400, k = 1,25; N(0..3) = 400; 500; 625; 781,3.
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Przyktad 2.1
Spadek o staty procent

Wartos¢ samochodu co roku spada o 15%. Dzis wynosi 80 000 zt. Ile bedzie warty za 3 lata?
1 k=1-0,15=0,85.

2 N(3)=280000-0,85% = 80000 - 0,614125 = 49 130.

Wynik: 49 130 zt. Spadek taczny to ok. 38,6%, a nie 45%: procent liczy sie za kazdym
razem od nowej, mniejszej wartosci.

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 5 min

1 Populacja liczy 2000 osobnikéw i co roku ros$nie o 10%. Zapisz wzdr N (t) i oblicz N(2).

2 Izotop ma czas potowienia 6 godzin. Jaka cze$¢ poczatkowej masy zostanie po dobie?

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

3 Parametry z pomiarow

4 N
55 DWA POMIARY WYSTARCZA
. . N(tZ) _ Lta—ty _ N(tl)
Z N(t1)iN(ts): Nt) k"~", Potem Ny = i

Skrot: warto$ci w réwnych odstepach czasu tworza ciag geometryczny, wiec
N(t)>=N(t—h)-N(t+h).
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Przyktad 3.1
Wartos¢ posrodku bez liczenia
k

Wielkos¢ zmienia si¢ wedtug Q(t) = Qg - k'. Wiadomo, ze Q(3) = 4iQ(5) = 36. Oblicz Q(4), k i
Qo-

1 Q42 =Q(3)-Q(5)=144,aQ(4) > 0, wiec Q(4) = 12.

Q(3)
3 _ QB _ 4
Q="4 o
[ Wynik: Q(4) =12,k =3, Qo = . J
/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 6 min

1 Kapital na lokacie po roku wynosit 10400 z1, a po dwéch latach 10 816 zt (kapitalizacja
== roczna). Oblicz oprocentowanie i kapital poczatkowy.

2  Roéznica temperatur herbaty i otoczenia maleje wyktadniczo. Po 10 min réznica
== wynosila 48°C, po 20 min 36°C. Jaka byta na poczatku?

moopodstawowe  mmo Srednie maa trudniejsze

4 Ile czasu? Logarytm i potowienie

/ N\
AIl CZAS Z ROWNANIA WYKEADNICZEGO
No- k' =N <:>kt—&<:>t—lo M

Gdy iloraz jest potega k (np. 35 = (%)5), wynik odczytujesz bez kalkulatora. W

pozostatych przypadkach zostaw logarytm albo oszacuj go miedzy kolejnymi
potegami.
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Przyktad 4.1
Ile okresow potowienia?

Czas potowienia jodu-131 wynosi ok. 8 dni. Po ilu dniach zostanie 3—12 poczqtkowej ilosci?

1 @) =5=0)

2t =5,wiect=40.

[ Wynik: po ok. 40 dniach. ]

/. ZADANIA - CZESC 4 2 zadania - ok. 6 min

Po ilu pelnych latach wartoé¢ lokaty N(t) = 1000 - 2¢/° przekroczy 8000 zt?

=

2 Wskaz dwie kolejne liczby calkowite, miedzy ktérymi lezy rozwigzanie réwnania 3" =
== 50.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 37 przykladow i zadan, z odpowiedziamii w

wersji do druku.

POZIOM A - WEASNOSCI FUNKCJI

/. ZESTAWY A

1 Oblicz wartos$¢ funkcji.

a) f(z) = 3", f(-2) b) g(z) = logy z, g(3)

... pozostate przyktady na stronie treningu
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2 Podaj monotoniczno$¢ i zbiér wartosci (albo dziedzine dla logarytmu).
T oay=0,7"

... pozostate przyktady na stronie treningu
oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - MODEL Ny K™

/. ZESTAWY B

1 Podaj k i zinterpretuj.
a) wzrost o 6% rocznie b) k=1,35

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Oblicz.

a) N(t) = 500- 1,2, N(2)

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - POMIARY I CZAS

/Z ZESTAWY C

1 Model N(¢t) = Nok, k > 0. Oblicz brakujace wielkosci.

™ a)N(0) =200, N(2) =288; b) N(3) =16, N(5) = 4;
k N(4)

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Wyznaczt (albo dwie kolejne liczby catkowite, miedzy ktérymi lezy).

a) 2! =64

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (37 przyktadow i zadan) >
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6 Na maturze

W arkuszach z lat 2024-2026 i w informatorze sa tu cztery typy: P/F z wartoscia i
monotonicznoscia logarytmu, wybdr wykresu zaniku wykladniczego, zadanie otwarte z czasem
potowienia oraz wyznaczanie czynnika wzrostu z dwoch pomiaréw (na poziomie rozszerzonym).
To ostatnie, w maju 2025, okazalo sie najtatwiejszym zadaniem arkusza rozszerzonego: wedlug
sprawozdania CKE zdajacy uzyskali §rednio 77% punktéw. Sprawozdanie zwraca uwage, ze czesé
0s6b poprawnie obliczyta k = 1,25, ale btednie podata wzrost o 125%. Ponizsze zadania sa nasze,
w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 8 pkt - ok. 20 min
1 (0-1pkt) Dana jest funkcja f(z) = logi . Ocen prawdziwos¢ zdan.

1.f(9)=-2. P F
2. Funkcja f jestrosnaca. P F

2 (0-1 pkt) Masa substancji maleje wedtug m(t) = 240 - (%)t/f’, t w dniach. Po 15 dniach
*  masajest rowna

A. 80 B. 30 C. 16 D. 7,5

3 (0-3 pkt) Czas polowienia pewnego izotopu wynosi 12 lat. Oblicz, po ilu latach z prébki o
== masie 400 mg zostanie 25 mg. Zapisz obliczenia.

4  (0-3 pkt) Liczba uzytkownikow aplikacji ro$nie co miesiac o ten sam procent. Po 2
== miesigcach od startu bylo 7200 uzytkownikéw, a po 4 miesiacach 10 368. Oblicz, o ile
procent co miesigc rosnie liczba uzytkownikéw, oraz ilu ich byto na starcie.

moo podstawowe wmwo Srednie saa trudniejsze

7 Najczestsze btedy

x k=1,25, wiec wzrost 0 125%.”
k =1+ 55: wzrost 0 25%. O 125% bytoby przy k = 2,25.

x ,Trzy lata po 15% to 45% spadku.”
Spadki sie mnoza: 0,85% ~ 0,614, czyli ok. 38,6% spadku.
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x  ,Po trzech okresach potowienia zostaje %.”

Zostaje (%)3 =3

x ,,log% z jest rosnaca, bo logarytm rosnie.”

Dla podstawy mniejszej od 1 logarytm (i funkcja wykltadnicza) sq malejace.

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e ™
1 Jakijest zbior wartosci funkcji y = 572

(0, +00).

2  Wartos¢ maleje co roku o 8%. Jakie jest k?

k=0,92.

3  N(2) =9iN(4) = 25 w modelu wyktadniczym. Ile wynosi N (3)?
9.25=15.

4  Poilu okresach potowienia zostaje 6i4?

Po szesciu.
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9 Karta wzorow i co dalej

FUNKCJE MODEL
a®: ZW = (0, +00), log, z: D = (0, +0) N(t) = Nok', k =1+ 35
a > 1rosnace, 0 < a < 1 malejace No (%)t/T, N(t)> = N(t — h)N(t + h)

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sa wlasnosci poteg i logarytméw oraz wzor na
procent sktadany. Modelu z czasem potowienia ani wzoru k = 1 4 £ w postaci ogdlnej broszura
nie zawiera.

Dalej: dla zakresu rozszerzonego przeksztatcenia wykresow i dowody monotonicznosci (lekcja 5.7
Przeksztalcenia wykresow, zlozenia, dowodzenie monotonicznosci); ciqgi geometryczne, ktore
stojq za modelem wykladniczym, w lekcji 6.3 Cigg geometryczny.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1 . 1
1. 1.a®>=3,a>0,wieca = 3.

2.0 < a < 1: malejaca.

2.2 > 0, wiec 2 — 3 > —3: zbior wartosci (—3, +00).

Zadania - czesc 2

1. 1.N(t) =2000-1,1
2. N(2) = 2000 - 1,21 = 2420.

2. 1.24:6 = 4 okresy polowienia.

4
2.(3) =%
Zadania - czes$¢ 3

10816

1. 1. ——— = 1,04: oprocentowanie 4%.

~ 10400

2. No = 10400 : 1,04 = 10000 z1.

2. 1.Co 10 min mnoznik % = i—’.

2. Na poczatku 48 : % = 64°C.
Zadania - czesc 4

1. 1.2¢/9>8=23

¢ . . . y .
2.5 > 3, wiect > 27: po 28 pelnych latach (dokiadnie po 27 warto$¢ wynosi 8000).

2. 1.3%=27<50< 81 =3
2.t =1logs 50 € (3, 4).

Zestawy A

l.a)s b) -3

%
2. a) malejaca; (0, +00)
Zestawy B
1.a) k = 1,06 b)wzrosto 35%
2.a) 720
Zestawy C
1.a)1,2 b)8
2.a)6
Zadania w stylu maturalnym

1. PF.
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LN =9v.
2. Podstawa § < 1: funkcja malejaca.

2.B.

3
HOSS

2.240 : 8 = 30.

3. Atobtad ,15: 5 = 3, wiec dziele przez 3”.

3. 1.Model. m(t) = 400 - (1),
t/12 )4

=25, czyli (1) = & = (
3. Wynik. £ = 4,¢ = 48 lat.

2. Réwnanie. 400 - (%)

[ L

1 pkt za zapis modelu albo réwnania. 2 pkt za % = 4 (albo za stwierdzenie, ze potrzeba czterech
okresow polowienia). 3 pkt za t = 48 lat.

Uwaga: akceptowane jest tez rozwiazanie przez kolejne potowienia: 400 — 200 — 100 — 50 — 25,
czyli4 .12 = 48.

10368
.1 k= =144 ieck = 1,2.
4 Iloraz. k 7300 A4,k > 0, wiec k ,
2. Interpretacja. wzrost o 20% miesiecznie.
7200 7200
. . Ny = = = .
3. Start. IV 12 144 5000
1 pkt za réwnanie 7200k> = 10 368. 2 pkt za k = 1,2 i odpowiedz 20%. 3 pkt za 5000 uzytkownikéw na
starcie.

Uwaga: odpowiedz ,,0 120%” przy poprawnym k to biad interpretacji, a nie blad rachunkowy.

Matura z matematyki - Lekcja 5.6: Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna - Na podstawie: Informatory o egzaminie maturalnym z matematyki od roku
szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan, tatwosci i uwagi wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2024-2026. Zadania sg autorskie.
Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt5_6.py).
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