MATURA - POZIOM PODSTAWOWY 5.5

Proporcjonalnos¢
odwrotna

Dwie wielkosci sag odwrotnie proporcjonalne, gdy ich iloczyn
jest staly: dwa razy wiecej pracownikow, dwa razy krocej. Na
maturze podstawowej to zwykle jedno zadanie zamkniete z
tabelg albo kontekstem. Na rozszerzonej funkcja 75 T gwraca

w zadaniach o punktach o wspoétrzednych catkowitych i w

dowodach monotonicznos$ci.
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o Wiecej koparek, mniej dni

Cztery koparki wykopuja row w 15 dni. Ile dni zajmie to sze$ciu koparkom pracujacym tak samo?

Praca to ,koparko-dni”: 4 - 15 = 60. Sze$¢ koparek potrzebuje 60 : 6 = 10 dni. Odpowiedz ,,22,5

dnia” z proporcji 14—5 = g jest typowym btedem: wiecej koparek nie moze oznaczaé dluzszej pracy.

Pytanie kontrolne zawsze brzmi: czy staty jest iloraz, czy iloczyn?

1 Statyiloczyn

4 I
s PROPORCJONALNOSC ODWROTNA

Wielko$ci z i y (rézne od zera) sa odwrotnie proporcjonalne, gdy x - y = a dla statej a # 0,

a
czyliy = —. Liczba a to wspéiczynnik proporcjonalnosci.
T

Test w tabeli: wszystkie iloczyny « - y sa réwne. Dla proporcjonalnos$ci prostej réwne

sa ilorazy Z.

Przyktad 1.1
Brakujgca wartos¢ w tabeli
Wielkosci x iy sq odwrotnie proporcjonalne. Dla x = 20 jest y = 15. Oblicz y dla x = 25.

1 a=20-15=300.

2 _@_12
Y= =

Wynik: y = 12. Z proporcji prostej wysztoby 18,75: roénie z, wiec w proporcjonalnosci
odwrotnej y musi zmale¢.

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 4 min

1 Czy wielkosci z tabeli sa odwrotnie proporcjonalne? z: 2, 3, 8; y: 12, 8, 3.

> ziysaodwrotnie proporcjonalne, y = 6 dlaz = . Podaj wzér y(z) i oblicz y(4).

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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2

a

Wykres y = ~

T

~

68 HIPERBOLA

* Dziedzinaizbiér wartosci: R \ {0}. Asymptoty: osie uktadu.

* a > 0: galezie w ¢wiartkach IiIII, funkcja malejaca w (—oo, 0) i osobno w (0, +0o0).

* a < 0: galezie w ¢wiartkach IIiIV, funkcja rosnaca w kazdym z tych przedziatow.
* Funkcja nie jest malejaca w calej dziedzinie: dlaa > 0 mamy —1 < 1, ale f(—1) <

f(1).

e Punkt (zo, yo) lezy na wykresie <= zoyo = a.
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SYMULACIJA1  Hiperbolay = ;% + ¢. Przy p = ¢ = 0 to zwykte y = 7. Przesuwaj punkt
po wykresie: prostokat od asymptot do punktu ma zawsze pole |a|. Potem zmien pi g (to
czes¢ dla zakresu rozszerzonego): caly wykres razem z asymptotami przesuwa sie o
wektor [p, g|.

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
— y=a/(x-p)+q =— prostokatopolula] =— asymptotyx=p,y=q
wzor y = 6/(x) punkt x = 2, y =3 x-p)ly-q 2 - 3 =6 dziedzina R \ {0%

zbiér wartosci R \ $0%

Dlay = a/x iloczyn x - y jest staty i rowny a = 6: ile razy rosnie X, tyle razy maleje y. Kazdy prostokat
od osi do punktu wykresu ma to samo pole |al. Dla a > 0 gatezie lezg w ¢wiartkach Ii III (wzgledem
asymptot).

Stan na rysunku: y = 6/(x); punkt x = 2, y = 3.
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Przyktad 2.1
Wspotczynnik z punktu

Punkt P = (—3, 4) lezy na wykresiey = %. Wyznacz a i sprawdz, czy punkt Q = (6, —2) tez na
nim lezy.

1 a=(-3)-4=-12.

2 6-(-2)=-12v.

[ Wynik: a = —12; Q lezy na wykresie. Galezie sa w ¢wiartkach ITiIV. j

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 4 min
1 Wykres y = ¢ przechodzi przez (2, 5). Oblicz warto$¢ funkcji dla z = —4.

2 Funkcja f(z) = ¢ jest rosngca w przedziale (0, +00) i f(2) = —3. Wyznacz a i rozwiaz

«=  njeréwnos¢ f(z) > —1dlaz > 0.

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

3 Zadania z trescia

Typowe pary odwrotnie proporcjonalne przy statej trzeciej wielkosci: predkosc¢ i czas (stata
droga), liczba pracownikow i czas (stata praca), liczba oso6b i udziat kazdej osoby (stala kwota),
dlugosé i szerokos¢ prostokata (stale pole).
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Przyktad 3.1

Predkosc i czas
Pociqg pokonuje trase w 3 h, jadqc ze sredniq predkosciq 80 km/h. O ile procent musiatby
zwiekszyc predkos¢, zeby przejechac te trase w 2,5 h?

1 Droga: 80 - 3 = 240 km. Nowa predko$é: 240 : 2,5 = 96 km/h.

96 — 80
80

2

0,2.

Wynik: 0 20%. Czas skrécit sie o § ~ 16,7%, a predko$¢ wzrosta o 20%: przy
proporcjonalnosci odwrotnej procenty nie sa symetryczne.

/. ZADANIA - CZESC 3 1 zadanie - ok. 3 min

1 Kwote nagrody podzielono réwno miedzy 8 osob i kazda dostata 450 zt. Ile dostataby
== kazda osoba, gdyby nagrode podzielono miedzy 12 oséb?

moopodstawowe e Srednie mam trudniejsze

4 R: przesunieta hiperbola i punkty kratowe

4 N
8 FUNKCIA ¥=_ 7 +4q
Wykres powstaje zy = £ przez przesuniecie o wektor [p, g|; asymptoty z = piy = q.
Funkcje postaci o sprowadza sie do tej postaci, wydzielajac cze$é catkowita: mz +
n=m(z — p) + (mp + n).
Punkty kratowe (o obu wspotrzednych catkowitych) dlay = q + zZ
T—p
catkowitymi a, p, ¢: y jest calkowite <= (z — p) dzieli a.
o /
6/13
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Przyktad 4.1

Wszystkie punkty kratowe

Wyznacz wszystkie punkty o obu wspotrzednych catkowitych lezqce na wykresie f(x) = 22 +31.
m J—
1 . 7
2¢+1=2(xz—3)+ 7, wiec f(zx) :2+m.
2 x—-3¢e{-7,-1,1, 7} czyliz € {—4, 2, 4, 10}.
3 f(-4)=2-1=1, f(2)=2-7=-5, f(4) =9, f(10) =3.
[ Wynik: (—4, 1), (2, —5), (4, 9), (10, 3). j
/. ZADANIA - CZESC 4 (R) 2 zadania - ok. 8 min
1 Zapisz f(z) = se —1 w postaci ¢ + —— i podaj asymptoty wykresu
- P _x+2p qm_pPJYPYY .
, . . T+ 9
2 Ile punktéw kratowych lezy na wykresie f(z) = n 1?
anp T

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 27 przykladéw i zadan, z odpowiedziamii w
wersji do druku.

POZIOM A - TABELA I WSPO£CZYNNIK

/. ZESTAWY A

1 =z iy saodwrotnie proporcjonalne. Oblicz brakujaca warto$¢.

Ar=4,y=9; ydlaz =6 b)xz%,yzﬁ;ydlam:2

... pozostate przyktady na stronie treningu
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2 Wykres y = 2 przechodzi przez podany punkt. Podaj a i ¢wiartki, w ktorych lezy

= wykres.
a) (37 _2)

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

POZIOM B - ZADANIA Z TRESCIA

/Z ZESTAWY B

1  Oblicz.

a) 6 pomp opréznia b) czas skrécono o 20%; o

zbiornik w 10 h; ile godzin ile procent wzrosta
zajmie to 4 pompom? predkos¢?
... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - R: POSTAC Q + +45

/. ZESTAWY C

1 Zapisz w postaciq +

2 podaj asymptoty.
T—p

xr+ 3
z—1

a)

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Ile punktéw kratowych lezy na wykresie?
6
y=1+——
T —

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (27 przyktadow i zadan) >
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6 Na maturze

W arkuszach z lat 2024-2026 proporcjonalnos¢ odwrotna pojawila sie rzadko: na poziomie
podstawowym jako zadanie zamkniete z tabela (putapka byla w nim proporcja prosta), a w
informatorze dla poziomu rozszerzonego jako zadanie za 3 punkty o punktach kratowych na
wykresie funkcji %}"}ﬂ. Sprawozdania CKE nie podaja dla nich danych, bo nie pochodzity z sesji
majowych. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 6 pkt - ok. 15 min

1 (0-1 pkt) Wielko$ci z i y sa odwrotnie proporcjonalne. Dla z = 16 jesty = 12. Dla z = 24
< warto$¢ y jest rowna

A. 4 B. 8 C. 18 D. 32

2 (0-1 pkt) Wykres funkcji f(z) = % przechodzi przez punkt (—2, —6). Ocen prawdziwosé

zdan.

1. Punkt (4, 3) nalezy do wykresu funkcji f. P F
2. Funkcja f jest malejaca w zbiorze R \ {0}. P F

3 (0-1 pkt) Pieciu malarzy pomalowatoby hale w 12 dni. O$miu malarzy, pracujacych w
= tym samym tempie, pomaluje ja w

A. 6 dni B. 7,5 dnia C. 9dni D. 19,2 dnia

4 (0-3 pkt, R) Wyznacz wszystkie punkty o obu wspéirzednych catkowitych, ktére naleza

-2 11
“*  do wykresu funkcji f(z) = %

moo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

»Wiecej pracownikow, wiec licze z proporcji %11 = %22.”

To proporcja prosta. Przy odwrotnej: z1y; = T3ys.

x ,y =9 jest malejaca.”

Jest malejaca w (—oo, 0) i osobno w (0, +00); w sumie tych przedziatéw nie.
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x ,Czas skrocit sie 0 20%, wiec predkosc wzrosta 0 20%.”

Czas razy 0,8 oznacza predko$c¢ razy 1,25, czyli wzrost o 25%.

x ,Przy dzielnikach liczby 7 biore tylko 1i 7.”

Dzielniki ujemne tez daja punkty kratowe: —11i —7.

s Sprawdz sie

Odpowiedz w myslach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e ™
1 Jak sprawdzi¢ w tabeli proporcjonalno$¢ odwrotna?

Wszystkie iloczyny z - y musza by¢ réwne.

2 Wktorych ¢wiartkach lezy wykresy = —2?

WIILilIV.

3 Jakie asymptoty ma wykres y = —2; — 3?

x=—-liy=-3.

4  Czy punkt (0, a) lezy na wykresie y = %2

Nie: 0 nie nalezy do dziedziny.
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9 Karta wzorow i co dalej

e N
ODWROTNA PROPORCJONALNOSC R: PRZESUNIECIE
ry=a, y==% ﬁ_p+q:asymptotyw:p,y:q
a>0:1illl, a < 0:IIiIV 7’;—””;L;‘:m+%%b
monotoniczna w kazdym przedziale
osobno
- J

Broszura CKE ,Wybrane wzory matematyczne” nie zawiera wzoréw z tej lekcji (jest w niej tylko
przesuniecie punktu o wektor).

Dalej: funkcja wyktadnicza i logarytmiczna (lekcja 5.6 Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna), a
dla rozszerzenia przeksztatcenia wykresow i dowody monotonicznosci (5.7 Przeksztalcenia
wykresow, zlozenia, dowodzenie monotonicznosct).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.Tak:2-12=3-8=8-3 = 24.
1 . 3
2. l.a=35-6=3,wiecy=—.
T
2.y(4) = 3.
Zadania - czesc 2

1. 1.a=10
2.y(—4)=-2=-3
2. 1.a=2-(—3)=—6 <0 v (rosnaca).

6
2. —— > —1;dlaz > 0 mnozymy przez x: —6 > —z, czyliz > 6.
x

Zadania - czes¢ 3

1. 1.Kwota 8450 = 3600 z1.
2.3600 : 12 = 300 z1.

Zadania - czesc 4 (R)
1. 1.3z —1=3(z+2)—7
2. f(z)=3— !

T+ 2
3.asymptoty z = -2,y = 3.

2. 1.f(z)=1+

z+1
2.x 4+ 1€ {+£1, £2, £4}: sze$¢ wartosci.

3. Sze$¢ punktéw: (0, 5), (-2, —3), (1, 3), (-3, —1), (3, 2), (-5, 0).

Zestawy A

l.a)6 b)2

2.a)a=—6;IIiIV
Zestawy B

l.a)15h b)25%
Zestawy C

1.a)1—|—i;x:1,y:1

z—1

2.a)8

Zadania w stylu maturalnym

1.B.
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1.16-12 =192

2.192:24 = 8.

3. C to wynik proporcji proste;j.
2. PF.

lLa=12,4-3=12v.
2. Malejaca w kazdym z przedziatéw (—oo, 0) i (0, +00) osobno, ale nie w calej dziedzinie: f(—1) = —12 <
F(1) = 12.
3.B.

1.5-12 = 60 malarzo-dni
2.60:8 =17,5.

4. 1.Postaé. —2z + 11 = —2(z — 4) + 3, wiec f(z) = -2+ %
2. Dzielniki. z — 4 € {-3, -1, 1, 3}, wiecz € {1, 3, 5, 7}.
3. Wartosdci. f(1) = -3, f(3) = =5, f(5) =1, f(7) = —1.
1 pkt za postaé¢ —2 + z?’j (albo ré6wnowazne spostrzezenie, ze  — 4 musi dzieli¢ 3). 2 pkt za co
najmniej dwa z czterech przypadkéw z punktami. 3 pkt za wszystkie cztery punkty: (1, —3), (3, —5),
(5, 1), (7, —1).

Matura z matematyki - Lekcja 5.5: Proporcjonalno$¢ odwrotna - Na podstawie: Informatory o egzaminie maturalnym z matematyki (poziom podstawowy i
rozszerzony) od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan wedtug arkuszy i zasad oceniania CKE z lat 2024-2026. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby
sprawdzone (tools/verify/mt5_5.py).
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