MATURA - POZIOM PODSTAWOWY 5.4

Funkcja
kwadratowa w
przedziale i zadania
optymalizacyjne

Najwieksza albo najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej jest w
wierzchotku albo na konicu przedziatu. Z tej jednej obserwacji
biora sie trzy typy zadan maturalnych: wartos$ci w przedziale,
odczytywanie zastosowan (rzut, zysk, przychod) i zadanie
optymalizacyjne za 3-4 punkty, ktore pojawia sie prawie w
kazdym arkuszu podstawowym.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 40 min 9 zadan w tresci, podstawa
czytania+ok.1lh probka treningu programowa,
zadan rachunkowego, 6 zakres
zadan w stylu podstawowy:
maturalnym,; V.10, V.11, XIII

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI

0 40 metrow siatki

1 Wartos¢ najwieksza i najmniejsza w przedziale
2 Funkcja kwadratowa w zastosowaniach

3 Zadanie optymalizacyjne krok po kroku

4 Trening rachunkowy

5 Namaturze

6 Najczestsze btedy

7 Sprawdz sie

8  Karta wzordw i co dalej
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o 40 metrow siatki

Masz 40 metréw siatki i chcesz ogrodzi¢ prostokatny wybieg dla psa przy $cianie domu. Sciana
zastepuje jeden bok, wiec siatka idzie tylko wzdluz trzech. Jakie wymiary daja najwiekszy
wybieg?

Mozesz probowac: 5 x 30 daje 150 m?2, 10 x 20 daje 200 m2, 15 x 10 daje 150 m?. Wyglada na to, ze
10 x 20 jest najlepsze, ale skad pewno$¢, ze 9,5 x 21 nie daje wiecej? Na maturze tabelka prob daje
0 punktow. Potrzebna jest funkcja: pole jako funkcja kwadratowa jednej zmiennej. Jej
wierzchotek odpowiada na pytanie doktadnie. Wrécimy do tego wybiegu w czesci 3.

1 Wartosé najwieksza i najmniejsza w przedziale

Na catej osi funkcja kwadratowa ma tylko jedna warto$¢ skrajng: w wierzchotku. Dla a > 0 jest to
warto$¢ najmniejsza, a najwiekszej nie ma, bo ramiona rosna bez konca. W przedziale
domknietym [a, (] jest inaczej: funkcja ma tam zawsze i warto$¢ najwieksza, i najmniejsza.
Kandydatéw jest najwyzej trzech.

4 N
st WARTOSCI SKRAINE FUNKCII KWADRATOWEJ W PRZEDZIALE |a, f]

1. Obliczp = — 21 (albo odczytaj z postaci kanonicznej).
a

2.Jeslip € |a, B]: pordwnaj trzy liczby f(a), f(p), f(B)-
3.Jeslip ¢ |a, B]: funkcja jest w tym przedziale monotoniczna, wiec poréwnaj tylko

fla)if(B)-

Skrot: gdy p lezy w przedziale, dla a > 0 najmniejsza wartos$¢ to ¢ = f(p), a
najwieksza jest na konicu potozonym dalej od osi symetriiz = p. Dlaa < 0
odwrotnie.
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Przyktad 1.1

Wierzchotek w przedziale

Wyznacz najwigkszq i najmniejszq wartosc funkeji f(x) = z* — 4z + 1 w przedziale |0, 5].
1 p=3=2,a2¢€ [0, 5], wigc wierzcholek sie liczy.

2 f(0)=1,f(2)=4—8+1=-3,f(5)=25—-20+1=6.

[ Wynik: najmniejsza warto$¢ —3 (dla x = 2), najwieksza 6 (dla x = 5). ]

Sprawdzenie skrotem: a = 1 > 0, wiec minimum w wierzchotku. Koniec 5 jest dalej
od osi z = 2 niz koniec 0 (o 3, a nie 0 2), wiec tam jest maksimum v'.

Przyktad 1.2
Wierzchotek poza przedziatem
Wyznacz najwigkszq i najmniejszq wartosc funkcji f(z) = —2x2 + 8z — 3 w przedziale 3, 5].

1 p=-— 2.(§2) =2,a2 ¢ [3, 5|. Wierzchotka nie liczymy, cho¢ to w nim jest najwieksza

wartos$¢ na calej osi.

2 Ramiona w dét, a przedziat lezy na prawo od wierzchotka: funkcja w nim maleje.
f(3)=-18+24-3=3, f(5) = 50440 — 3 = —13.

[ Wynik: najwieksza wartos¢ 3 (dla z = 3), najmniejsza —13 (dla = 5). }

Pulapka: ¢ = f(2) = 5 jest wieksze od 3, ale x = 2 nie nalezy do przedziatu. Kto poda
5, traci punkt.
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SYMULACJA 1  Parabola i przedziat [, ]. Przesuwaj o symetrii i konice przedziatu.
Kotka to kandydaci na wartosci skrajne, a pelne punkty pokazuja, ktéry kandydat
wygrywa. Wyprowadz o$ symetrii poza przedzial i zobacz, ze wierzcholek przestaje sie
liczy¢.

min -3

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
— wykres w przedziale — wartos¢ najwieksza — wartos¢ najmniejsza —— 0$ symetriix =p
przedziat [-1, 4] f(a) -1 f(B) 1,5 f(p) -3 najwieksza 1,5 dla x = 4

najmniejsza -3 dla x = 1

p =1 lezy w przedziale, wiec najmniejsza wartos$¢ to g = -3 w wierzchotku. Najwieksza jest na koncu
dalszym od osi symetrii (B).

Stan na rysunku: f(x) = 0,5(x - 1)2 - 3, przedziat [-1, 4]; najwieksza 1,5,
najmniejsza -3.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 10 min

1 Wyznacz najwieksza i najmniejsza warto$é funkcji f(z) = z? + 2z — 3 w przedziale
o [=3,1].

2  Wyznacz najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji f(z) = —z% + 6z — 5 w przedziale
<o, 2].
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3 Dla f(z) = 2(z — 1)? — 3 w przedziale [—2, 3] kto$ pisze: ,najwieksza warto$¢ jest dla
= g = 3, bo to prawy koniec przedzialu”. Sprawdz i popraw.

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

2 Funkcja kwadratowa w zastosowaniach

W zadaniach z kontekstem wzoér zwykle jest podany. Trzeba tylko rozpoznac, o ktéry element
paraboli pyta tres$¢, i odpowiedzie¢ w jednostkach zadania.

~ )
68 SEOWNIK: PYTANIE - ELEMENT PARABOLI

»kiedy najwyzej / przy jakiej cenie najwiekszy zysk” — p (argument wierzchotka);
»jak wysoko / jaki najwiekszy zysk” - g = f(p) (wartos¢ w wierzchotku);

skiedy spadnie / przy jakiej cenie przychoéd zero” — miejsce zerowe (to, ktére ma sens w
zadaniu);

,»Z jakiej wysokosci / jaki koszt stalty” — f(0) = c.

Przyktad 2.1
Rzut pitki

Wysokos¢ pitki (w metrach) po t sekundach od wyrzutu opisuje wzdr h(t) = —5t% + 10t + 15. Z
jakiej wysokosci wyrzucono pitke? Po jakim czasie i na jakiej wysokosci byta najwyzej? Kiedy
spadia na ziemig?

1 Wysokos¢ poczatkowa: h(0) = 15 m.

2  Wierzchotek: p = —2.(125) =1,qg=h(1) = =5+ 10 + 15 = 20. Najwyzej po 1 s, na
wysokosci 20 m.

3 Ziemia: —5t> + 10t + 15 =0, czylit> — 2t —3 =0, (t — 3)(t + 1) = 0. Pierwiastek t =
—1 nie ma sensu (czas przed wyrzutem), zostajet = 3 s.

[ Wynik: start z 15 m, najwyzej 20 m po 1 s, upadek po 3 s. ]

Sprawdzenie: h(3) = —45 + 30 + 15 = 0 v. Wzér ma sens tylko dla t € [0, 3]: po
upadku pitka nie leci dalej pod ziemie.
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Przyktad 2.2
Cena biletu

Kino sprzedaje bilety po 20 zt i ma 300 widzow. Kazda obnizka ceny o 1 2t przyciqga 25 widzow
wiecej. Przychdd przy obnizce o x zt opisuje wzor P(x) = (20 — x)(300 + 25z), gdzie 0 < z < 20.
Przy jakiej cenie biletu przychdd jest najwigkszy?

1 Wzor jest w postaci iloczynowej: miejsca zerowe z = 20i x = —12, ramiona w dét
(przy x?* stoi —25).

2 p=210 _ 4 a4e o, 20

3 Pytanie jest o cene, nie o obnizke: 20 — 4 = 16 zl. Przychéd P(4) = 16 - 400 = 6400 z1.

[ Wynik: cena 16 z1 (przychéd 6400 zt zamiast 6000 zt przy cenie 20 z1). }

Putapka: odpowiedz ,.x = 4” nie odpowiada na pytanie. W zasadach oceniania CKE
za takie zadanie samo p daje 1 punkt z 2, a drugi punkt jest za cene.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 10 min

1 Kamien wyrzucony pionowo w gore jest po t sekundach na wysokosci h(t) = —5t% + 30t
=« (wmetrach). Na jaka najwiekszg wysokos¢ sie wznidst i kiedy spadt?

2 Zysk firmy (w zlotych) ze sprzedazy x sztuk towaru dziennie opisuje wzér Z(z) =
- —2z% + 120z — 1000. Ile sztuk trzeba sprzedaé, zeby zysk byt najwiekszy, i ile wtedy
Wynosi?

3 Suma dwdch liczb jest rowna 14. Jakie to liczby, jesli ich iloczyn jest najwiekszy
= mozliwy?

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

3 Zadanie optymalizacyjne krok po kroku

W zadaniu optymalizacyjnym wzoru nie ma: trzeba go ulozy¢. Zawsze wedlug tego samego
przepisu, i wlasnie za kolejne kroki tego przepisu sa punkty.
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58 PRZEPIS NA ZADANIE OPTYMALIZACYINE

1. Zmienna. Oznacz litera x jedng wielkos¢ (jesli tres¢ ja wskazuje, wez te).

. Zwiazek. Z warunku zadania (suma dtugosci, obwdd, ilo$¢ materiatu) wyraz
pozostate wielkosci przez x.

. Funkcja. Zapisz badana wielkos$¢ (pole, objetos¢, przychéd) jako funkcje jednej
zmiennej x.

4. Dziedzina. Wszystkie dtugosci musza by¢ dodatnie: stad przedziat dla .

5.
6.

Wierzchotlek. Oblicz p i sprawdZ, czy p nalezy do dziedziny.
Odpowiedz. Odpowiedz na pytanie z tresci: wymiary, cena, warto$¢, a nie samo p.

Typowa punktacja CKE w zadaniu za 4 punkty: 1 pkt za zwigzek miedzy

wielkos$ciami albo za zakres z; 2 pkt za wzor funkcji; 3 pkt za wzor i dziedzine (albo

wzor i p); 4 pkt za calo$¢. Bez dziedziny najwyzej 3 punkty. Tabelka wartosci bez

funkcji: 0 punktow.

Przyktad 3.1

Wybieg przy sScianie

Z 40 m siatki ogradzamy prostokgtny wybieg przy scianie domu; Sciana tworzy jeden bok i nie

wymaga siatki. Wyznacz wymiary wybiegu o najwigkszym polu.

1 Zmienna: z to dlugo$¢ kazdego z dwoch bokéw prostopadtych do $ciany.

2  Zwiazek: na bok réwnolegty do $ciany zostaje 40 — 2z.

3 Funkcja: P(z) = z(40 — 2z) = —22?% + 40z.

4 Dziedzina:z > 0140 — 2z > 0, czyliz € (0, 20).

5 Wierzchotek: miejsca zerowe 0 i 20, wiec p = 10 € (0, 20). Ramiona w dét, wiec to
maksimum.

[ Wynik: wybieg 10 m x 20 m (bok 20 m przy $cianie), pole 200 m?. ]

Sprawdzenie: 10 + 20 + 10 = 40 m siatki v. P(9,5) = 9,5 - 21 = 199,5 < 200, zgodnie
z wierzchotkiem.
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SYMULACJA 2 Wybieg z 40 m siatki. Zmieniaj x, czyli bok prostopadty do $ciany.
Schemat pokazuje ksztatt wybiegu, wykres obok (na telefonie pod spodem) pole P(z) =
z(40 — 2z). Ta sama siatka daje bardzo rézne pola; najwieksze jest w wierzchotku

paraboli.

$ciana |

---]----------------[--- I
200

x = 6,0, 40 - 2x = 28,0

150

100

50

x[m]
— siatka = $ciana (bez siatki) = pole P(x)
wymiary 6,0 m x 28,0 m P(x) = x(40 - 2x) 168,0 m?2 dziedzina @ < x < 20
najlepiej x = 10 m, P = 200 m?2
Wybieg jest dtugi i ptytki. Zwieksz x: pole ro$nie az do x = 10 m (wierzchotek paraboli P).
Stan na rysunku: x = 6,0 m, bok przy $cianie 28,0 m, pole 168,0 m2.
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Przyktad 3.2
Prostopadtoscian (typ za 4 punkty)

Suma dtugosci wszystkich krawedzi prostopadtoscianu jest réwna 36. Jedna krawedz podstawy jest
dwa razy dtuzsza od drugiej. Wyznacz wzor i dziedzing funkcji opisujqcej pole powierzchni
bocznej w zaleznosci od krotszej krawedzi podstawy x. Oblicz wymiary prostopadtoscianu o
najwigkszym polu powierzchni boczne;j.

1 Zmienna: krawedzie podstawy z i 2z, wysokos¢ h.

2 Zwiazek: prostopadlo$cian ma po 4 krawedzie kazdej dtugosci, wiec 4(x + 2z + h) =
36, stad h =9 — 3.

3 Funkcja: pole boczne to obwdd podstawy razy wysokosé, P(z) = 2(z + 2z)(9 — 3z) =
62(9 — 3z) = —18z2 + H4z.

4 Dziedzina:z >0ih =9 — 3z > 0, czyliz € (0, 3).

5 Wierzchotek: miejsca zerowe 0i3,p = 2 € (0, 3), ramiona w do6t.

[ Wynik: krawedzie 1,5, 3 i 4,5; najwieksze pole boczne P (3) =63 - § = 40,5. }

Sprawdzenie: 4(1,5 + 3 + 4,5) = 4-9 = 36 v. W zasadach oceniania podobnego
zadania z 2025 roku zalozenie bez podstaw, ze podstawa jest kwadratem, to inny
model i co najwyzej 2 punkty.

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 20 min

1 Roéznica dwodch liczb jest réwna 8. Wyznacz te liczby, jesli ich iloczyn jest najmniejszy
< mozliwy.

2 Nabokach kwadratu ABCD o boku 6 wybrano punkty E € AB,F € BC,G € CD,H €
< DAtak, ze |AE| = |BF| = |CG| = |DH| = z. Wyznacz z, dla ktérego pole czworokata
EFGH jest najmniejsze, i oblicz to pole.

3 W tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 6 i 8 wpisano prostokat tak, ze dwa jego boki
== leza na przyprostokatnych, a jeden wierzchotek na przeciwprostokatnej. Wyznacz
wymiary prostokata o najwiekszym polu.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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4 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 36 przykladow i zadan, z odpowiedziamiiw
wersji do druku.

POZIOM A - WARTOSCI W PRZEDZIALE

/. ZESTAWY A

1 Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$¢é funkcji w podanym przedziale.
a) x> — 2z — 3, [0, 3] b) z* + 4z + 1, [0, 2]

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Podaj argument, dla ktérego funkcja przyjmuje w przedziale najwiekszq wartos¢.
a) (z —4)? +2, [0, 10] b) —(z —3)? +1,[5, 9]

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - ZASTOSOWANIA I UKEADANIE FUNKCJI

/. ZESTAWY B

1 Wzdr jest podany. Odpowiedz: dla jakiego argumentu warto$c¢ jest najwieksza i ile
@ Wynosi?
a) wysokos¢ b) przychod
h(t) = —5t2 + 40t (m, t ws)  P(z) = (10 + z)(200 — 5z)
zt przy cenie 10 + z zt

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Nie rozwigzuj do konica: zapisz funkcje jednej zmiennej i jej dziedzine.

a) pole prostokata o b) pole boczne

obwodzie 30, x to jeden bok prostopadioscianu o
podstawie kwadratowej o
boku z i sumie krawedzi 24

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze
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POZIOM C - PELNE ZADANIE OPTYMALIZACYJINE

/. ZESTAWY C

1 Dokoncz zadania z zestawu B: wyznacz wymiary (albo liczby), dla ktérych warto$¢ jest
== najwieksza lub najmniejsza, i te wartosc¢.

a) prostokat o obwodzie 30, b) prostopadtoscian o

najwieksze pole podstawie kwadratowej,
suma krawedzi 24,
najwieksze pole boczne

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (36 przyktadow i zadan) >

5 Na maturze

W 7 z 8 arkuszy podstawowych pisanych wedlug podstawy z 2024 roku (sesje 2025-2026 i dwie
matury prébne) bylto zadanie optymalizacyjne. W 6smym (prébnym) byto zadanie o warto$ciach
w przedziale. Razem z odczytywaniem zastosowan ta lekcja daje §rednio okoto 3,4 z 50 punktéow
na arkusz. Trzy warianty:

¢ za 4 punkty: bryta (prostopadltoscian, walec) z jednym warunkiem na sume diugosci;
polecenie ,wyznacz wzoér i dziedzine funkcji... oblicz..., dla ktérego... jest najwieksze”. W
maju 2025 takie zadanie dato zdajacym srednio 38% punktow;

¢ za 3 punkty: figura ptaska, dziedzina podana w tresci; szukane bywa minimum;

¢ za 1-2 punkty: wzér podany (przychéd, rzut), trzeba wskazac p albo g i odpowiedzie¢ w
jednostkach zadania.

Ponizsze zadania sg nasze, w stylu arkusza; punktacja jest wzorowana na zasadach oceniania
CKE.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 6 zadan - 12 pkt - ok. 25 min

1 (0-1 pkt) Najmniejsza warto$é funkeji f(z) = 2® — 6z + 5 w przedziale [4, 7] jest réwna

A. 4 B. -3 C.5 D. 12
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2 (0-1 pkt) Funkcja f(z) = (z — 2)? + 1 przyjmuje w przedziale [0, 5] najwieksza warto$¢
= dlaargumentu

A.0 B. 2 C.5 D. 10

3 (0-1 pkt) Pitka po t sekundach od wyrzutu jest na wysokosci h(t) = —5t* + 20t (w
<« metrach). Najwieksza wysoko$¢, na jakg wzniosta sie pitka, jest rowna

A.2m B.4m C.20m D. 40 m

4 (0-2 pkt) Wypozyczalnia roweréw przy cenie 30 zt za dzien wypozycza 120 rowerdw.

«=  Kazda podwyzka ceny o 1 zt zmniejsza liczbe wypozyczen o 3. Przychdd przy podwyzce
o z zt opisuje wzér P(z) = (30 + z)(120 — 3z), gdzie = € [0, 40]. Oblicz cene
wypozyczenia, przy ktérej przychdd jest najwiekszy. Zapisz obliczenia.

5  (0-3 pkt) Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |AB| = 81|BC| = 4. Na boku AB
«=  wybrano punkt E, a na boku BC punkt F' tak, ze |AE| = |BF| = z, gdzie z € (0, 4).
Wyznacz wzor funkcji P(x) opisujacej pole tréjkata DEF. Oblicz z, dla ktérego to pole

jest najmniejsze.

6  (0-4 pkt) Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego

== czworokatnego jest réwna 48. Niech x oznacza dtugosé krawedzi podstawy. Wyznacz
wzor i dziedzine funkcji opisujacej pole powierzchni bocznej tego graniastostupa w
zalezno$ci od z. Oblicz z, dla ktérego pole powierzchni bocznej jest najwieksze. Zapisz

obliczenia.

moopodstawowe  mmo Srednie maa trudniejsze

6 Najczestsze btedy

»Najmniejsza warto$¢ w przedziale to zawsze q.”

Tylko gdy p nalezy do przedziatu (i a > 0). Najpierw sprawdz, czy wierzchotek w ogoéle
jest w przedziale.

x  Najwieksza wartos¢ jest na prawym koncu.”

Jest na koncu potozonym dalej od osi symetrii (dla a > 0), a ten moze by¢ lewym.
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X

,»Policzytem kilka wartosci w tabelce i widac, gdzie jest maksimum.”

Tabelka niczego nie dowodzi: miedzy sprawdzonymi liczbami moze by¢ lepsza. W
zasadach oceniania CKE za takie rozwiazanie jest 0 punktéw.

x .Dziedzina to formalno$é.”

W zadaniu za 4 punkty jest za nig punkt. A bez niej nie wiesz, czy p w ogdle wchodzi w
gre.

x  Podstawa prostopadtoscianu jest kwadratem.”

Tylko jesli tak mowi tre§¢. Wedlug sprawozdania CKE z 2025 roku zdajacy czesto
narzucali ten ,najbardziej znany” model, a w zasadach oceniania to najwyzej 2 punkty.

x ,Odpowiedz: z = 5.”

Pytanie bylo o cene, wymiary albo pole. p to krok, nie odpowiedz.

/4 °
7 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Ilu kandydatéw na warto$ci skrajne trzeba sprawdzi¢ w przedziale
domknietym?

Dwa konce i wierzcholek, ale wierzchotek tylko wtedy, gdy p nalezy do przedziatu.

2 Gdzie jest najwieksza warto$¢ funkcjiz a > 0, gdy p lezy w przedziale?

Na koncu dalszym od osi x = p.

3 Skad bierze sie dziedzina w zadaniu optymalizacyjnym?

Z warunku, ze wszystkie dltugosci (albo liczby sztuk, czas) sa dodatnie, zapisanego
przez x.

4 Wzoér przychodu ma postac (a + z)(b — kx). Jak najszybciej znalez¢ p?

b

To postac iloczynowa: miejsca zerowe —a i 7, a p jest w polowie miedzy nimi.
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5 Za co nie dostaniesz punktéw w zadaniu optymalizacyjnym, nawet przy
dobrym wyniku?

Za tabelke prob bez funkcji i za samo p bez wzoru.
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s Karta wzorow i co dalej

e N
PRZEDZIAL [a, (] OPTYMALIZACJA
kandydaci: f(a), f(8) oraz f(p),gdy p € zmienna - zwigzek - funkcja -
o, B] dziedzina - p € D? - odpowiedz
p ¢ [a, B]: funkcja monotoniczna, skrajne p= b mt m2’ warto$¢ skrajna g —
na konicach 2a 2
f(p)
- /

Wz6r na wierzchotek jest w tablicach CKE ,,Wybrane wzory matematyczne”. Przepisu na zadanie

optymalizacyjne tam nie ma: ten trzeba mie¢ w glowie.

4 N
Dalej: réwnania i nierownosci kwadratowe (lekcja 3.2 Rownania i nieréwnosci kwadratowe,
réwnania wielomianowe w postaci iloczynowej). Na poziomie rozszerzonym optymalizacja wraca
z pochodnq, gdy badana funkcja nie jest kwadratowa (np. objetos¢ pudetka to wielomian trzeciego
stopnia).
o j
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 1.p=-1€[-3,1].

2. f(-1)=-4

3.f(-3)=0

4. f(1)=0.

5. Najmniejsza —4, najwieksza 0 (na obu koncach: sa tak samo daleko od osi).
2. 1.p=3¢ 0, 2]: funkcja w tym przedziale rosnie.

2. f(0)=-5

3.f(2)=—-44+12-5=3.

4. Najmniejsza —5, najwieksza 3.

5. (Nie g = 4: wierzchotlek jest poza przedzialem.)
3. l.p=1, f(1) = —3 to najmniejsza wartos¢.

2.f(-2)=2-9-3=15

3.f(3)=2-4-3=5.

4. Najwieksza jest 15 dla x = —2: ten koniec lezy dalej od osi z = 1 (0 3, a nie 0 2). ,Prawy koniec” nie ma tu

nic do rzeczy.
Zadania - czesc 2

1. 1.p=3
. h(3) = —45 + 90 = 45 m.
.h(t) = —5t(t —6) =0dlat = 6s (it = 0, czyli chwili wyrzutu).

w N

2. 1l.p=—12 =30 sztuk
. Z(30) = —1800 + 3600 — 1000 = 800 zt.

N

3. 1.Liczby zi14 — z, iloczyn I(z) = (14 — z), miejsca zerowe 01 14.

N

.p=T.

w

. Liczby 717, iloczyn 49.

Zadania - czesc 3

1. 1.Liczbyziz — 8,iloczyn I(z) = xz(z — 8), ramiona w gore.
2.p=4.
3.Liczby 41 —4, iloczyn —16.
4. (Dziedzina: wszystkie liczby rzeczywiste.)

2. 1.8(z) =36 —4-1z(6 — z) = 22° — 12z + 36, dziedzina z < (0, 6).
2.p=3
3.5(3) =18.
4. Najmniejsze pole 18, gdy punkty sa sSrodkami bokow.
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3. 1.Boki prostokata: ziy =8 — %a: (to samo daje podobienstwo tréjkatow).
2.P(z) =z (8 — %a:), dziedzina z € (0, 6), miejsca zerowe 01 6.
3.p=3.
4. Prostokat 3 x 4, pole 12, czyli potowa pola tréjkata.

Zestawy A
1.a) min —4, max 0 b) min 1, max 13 (p = —2 poza przedziatem)
2.a)x =10 b)z =5
Zestawy B
l.a)t =4s,80m b)z = 15, cena 25 zl, 3125 zt
2.a) P(z) =z(15—z),z € (0, 15) b)h =6 — 2z, P(z) = 42(6 — 2z), z € (0, 3)
Zestawy C
1. a) kwadrat 7,5 x 7,5, pole 56,25 b) z = 1,5, h = 3, pole 18
Zadania w stylu maturalnym
1.B.

1.p = 3 ¢ [4, 7], funkcja w przedziale rosnie:

2. f(4) =16 — 24+ 5 = —3.

3. Ato g = f(3), czyli wierzcholek spoza przedziatu.
4.Dto f(7), warto$é najwieksza.

2.C.

1. Koniec 5 jest dalej od osi z = 2 niz koniec 0:
.f(5)=10
. f(0) =5.

. D to warto$¢, a pytanie jest o argument.

a ~ W N

. B to argument warto$ci najmniejsze;j.

3.C.

l.p=2s
.h(2) = —20+ 40 = 20 m.

. A to chwila, a nie wysoko$¢.

A~ W N

. B to chwila upadku.
4. 1.Miejsca zerowe. P(z) = (30 + z)(120 — 3z) zeruje sie dlaz = —301iz = 40; ramiona w dét.
2. Wierzchotek.

30440

40].
5 5 € [0, 40]

3. Odpowiedz. cena 30 + 5 = 35 zt (przychéd 35 - 105 = 3675 zt).

1pktzaz =5(np.zp = ﬂ%z albozp = — % po wymnozeniu). 2 pkt za cene 35 zt.
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Uwaga: odpowiedz ,,x = 5” bez ceny: 1 pkt. Same liczby bez obliczen: 1 pkt.
5. 1.Trzy tréjkaty.

PADE:%-4£I:—2.’I?
Pepr = $2(8 — z)
Prep=3%-8(4—2) =16 —4z

2. Funkcja.

P(z) = 32— 2z — (4 — $2%) — (16 — 4x)
= %ﬁz — 2z + 16.

3. Wierzcholek. p = 2—21_- =2 € (0, 4), ramiona w gbre.
2

4. Odpowiedz. najmniejsze pole dla = 2 (réwne 14).

1 pkt za zapisanie pola DEF jako r6znicy pola prostokata i p6l trzech tréjkatow ALBO za pola co
najmniej dwéch z tych tréjkatéw w zaleznoséci od z. 2 pkt za wzér P(z) = 32 — 2z + 16. 3 pktzaz =
2.

Uwaga: dziedzina jest podana w tresci, wiec nie jest punktowana. Samo ,,x = 2” bez wzoru: 0 pkt.

6. 1.Zwiazek. podstawa to kwadrat o boku z, wysokos$¢ h: 8z + 4h = 48, stad h = 12 — 2z.

2. Funkcja.
P(z) = 4zh
=4z(12 — 2z)
= —8x” + 48.

3. Dziedzina.z > 0i12 — 2z > 0, czyliz € (0, 6).
4. Wierzchotek. miejsca zerowe 016, wiec p = 3 € (0, 6); ramiona w dét.
5. Odpowiedz. z = 3 (wtedy h = 6, pole boczne 72).

1 pkt za zwigzek h = 12 — 2z ALBO za zakres z € (0, 6). 2 pkt za wzér P(z) = 42(12 — 2z) ALBO za
zwiazek i zakres. 3 pkt za wzor i dziedzine ALBO za wzor i p = 3. 4 pkt za wzor, dziedzine i z = 3.

Uwagi: tabelka wartosci bez funkcji: 0 pkt. Liczenie pochodnej bez uzasadnienia, ze w = 3 jest
maksimum: co najwyzej 3 pkt.

Matura z matematyki - Lekcja 5.4: Funkcja kwadratowa w przedziale i zadania optymalizacyjne - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z
matematyki, poziom podstawowy, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan i punktacja wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat
2025-2026. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt5_4.py).
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