MATURA - POZIOM PODSTAWOWY @ 5.3

Funkcja kwadratowa:
trzy postacie i wykres

Te sama funkcje kwadratowg mozna zapisac na trzy sposoby.
Kazdy zapis od razu odpowiada na inne pytanie: gdzie wykres

przecina o$ y, gdzie lezy wierzchotlek, gdzie sa miejsca zerowe.

Kto umie przechodzi¢ miedzy postaciami, ten na maturze
zamienia dlugie rachunki na odczytanie liczby ze wzoru.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 40 min 10 zadan w tresci, podstawa
czytania+ok.1lh probka treningu programowa,
zadan rachunkowego, 8 zakres

zadan w stylu
maturalnym,;

podstawowy: V.7,
V.8, V.9, V.12; IIL.4

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI

0 Jedna funkcja, trzy zapisy

1 Postac ogolna

2 Postac kanoniczna i wierzchotek

3 Postac iloczynowa i miejsca zerowe
4 Wzér funkcji z informacji o niej

5  Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordw i co dalej
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o Jedna funkcja, trzy zapisy
Popatrz na trzy wzory:
flz)=-2"+6z—-5  fl@)=—(z-3)"+4, f(z)=—(z—1)(z—5).

Wygladaja zupelnie inaczej, a to ta sama funkcja (wymnoéz nawiasy i sprawdz). Kazdy zapis co$
ujawnia:

* 7z pierwszego od razu widac, ze wykres przecina o$ y w punkcie (0, —5);
e zdrugiego, ze wierzchotek paraboli to W (3, 4), czyli funkcja przyjmuje najwieksza warto$é
4 dlax = 3;

* ztrzeciego, ze miejscazerowetox = liz = 5.

We wszystkich trzech na poczatku stoi ta sama liczba a = —1. Ujemne a oznacza, Ze ramiona
paraboli sa skierowane w doét. Ta lekcja to po kolei te trzy postacie i przechodzenie miedzy nimi.

1 Postac ogolna

e I
3 POSTAC OGOLNA

f(z) = az® + bz +c, a # 0.
a > 0: ramiona w gore; a < 0: ramiona w dét. Im wieksze |a|, tym wezsza parabola.

¢ = f(0): wykres przecina o$ y w punkcie (0, c).

Wierzcholek: p = —%, q= _4%1 =

o J

f(p), gdzie A = b? — 4ac.

Drugiej wspoélrzednej wierzchotka nie musisz liczy¢ ze wzoru z delta. Czesto szybciej jest wstawic

p do funkcji: ¢ = f(p). Dla f(z) = —a* + 6z — 5:p = —2,(‘11) =3,q=f(3)=-9+18-5=4.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 10 min

1 Dla f(x) = 22% — 8z + 6 podaj kierunek ramion paraboli, punkt przeciecia z osia y i
=« wspoblrzedne wierzchotka.

2 Wyznacz miejsca zerowe i wierzchotek funkcji f(z) = —z® + 4z + 5.

3 Dlajakiej wartosci c funkcja f(z) = 2* — 6z + ¢ ma dokladnie jedno miejsce zerowe?

5.3 - Funkcja kwadratowa: trzy postacie i wykres 2/15



moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

2 Postac kanoniczna i wierzchotek

e I
3 POSTAC KANONICZNA

fz) =a(z —p)* +a.
Wierzchotek W(p, q), o symetrii: prosta = p.
Wykres powstaje z wykresu y = ax’ przez przesuniecie o p w poziomie i o ¢ w pionie.

Dla a > 0: zbiér wartosci [g, +00), funkcja maleje w (—oo, p| i ro$nie w [p, +00). Dla
a < 0 odwrotnie, a zbiér wartosci to (—oo, g].

Przyktad 2.1
Z postaci ogdlnej do kanonicznej

Zapisz f(z) = x® + 6z + 5 w postaci kanonicznej.

1 Sposéb 1 (wzory):p=—%=-3,¢g=f(-3)=9—-18+5 = —4, wiec f(z) = (z + 3)* —
4.

2 Sposdb 2 (dopetnienie do kwadratu): 2% + 6z = (z + 3)? — 9, wiec f(z) = (z + 3)? —
9+5=(z+3)—4

[ Wynik: f(z) = (z + 3)? — 4, wierzchotek W (-3, —4). ]

Sprawdzenie: (z +3)? —4 =2? + 62 + 9 — 4 = 2% + 62 + 5 v. Zwrd¢ uwage na znak:
w nawiasie jestxz + 3,ap = —3.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 12 min

1 Dla f(z) = —3(z + 1)* + 4 podaj wierzchotek, 0$ symetrii, zbiér wartosci i przedziaty
= monotonicznosci.

2 Zapisz f(z) = 22 — 8z + 6 w postaci kanonicznej.
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3 Wykres funkcji y = 22 przesunieto o 3 jednostki w prawo i o 2 w dét. Zapisz wzér
= otrzymanej funkcji w postaci kanonicznej i ogdlne;j.

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

3 Postac iloczynowa i miejsca zerowe

e I
63 POSTAC ILOCZYNOWA (GDY A >0 )
f(z) = a(z — z1)(z — z2),

gdzie z1, £ to miejsca zerowe. Dla A = 0: f(z) = a(z — z1)%. Dla A < 0 postaé iloczynowa

nie istnieje: funkcja nie ma miejsc zerowych.

Wierzchotek lezy w potowie miedzy miejscami zerowymi: p = o _g L2
- J
To ostatnie to najszybsza droga do wierzchotka, gdy znasz miejsca zerowe. Dla f(z) = —(z —
(x-5):p="=3,q=f(3)=-(2)(-2) =4.
4115
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SYMULACJA 1 Jedna parabola, trzy postacie. Wybierz postac i zmieniaj jej liczby
suwakami; pod wykresem zawsze widaé wszystkie trzy zapisy tej samej funkcji. Przetacz
postacé: parabola zostaje, zmieniaja sie tylko suwaki. Sprobuj ustawi¢ A < 01izobacz, co
dzieje sie z postacia iloczynowa.

W(3, 4)

-10 -8 -6 -4 -2
— wykres funkcji = wierzchotek i 0$ symetrii — miejsca zerowe — punkt przeciecia z osigy
posta¢ ogolna £(x) = -x2 + 6x - 5 posta¢ kanoniczna £(x) = —-(x - 3)2 + 4
postaciloczynowa f(x) = -(x - 1)(x - 5) A 16 zbior wartosci (-«, 4]

rosngca / malejaca (-», 3] / [3, +®)

Postac¢ kanoniczna od razu pokazuje wierzchotek W(3, 4). To wykres y = —x2 przesuniety o 3 w
poziomie i 0 4 w pionie. Uwaga na znak: (x — p), wiec dla p = 3 w nawiasie stoi (x — 3).

Stan na rysunku: f(x) = -x2 + 6x - 5, czyli f(x) = -(x - 3)2 + 4; A = 16.

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 8 min

1 Dla f(z) = 2(z — 1)(z — 5) podaj miejsca zerowe, wierzchotek i posta¢ ogdlna.

2 Czy funkcje f(z) = 2% + 2z + 5 mozna zapisaé w postaci iloczynowe;j?
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

4 Wzor funkcji z informacji o niej

Czeste zadanie odwrotne: znasz kilka faktow o funkcji i masz podac jej wzor. Zasada: wybierz
postaé, w ktorej podane fakty juz sa, a nieznane a wylicz z jednego dodatkowego punktu.

* znasz wierzchotek - postaé kanoniczna a(z — p)? + ¢;
* znasz miejsca zerowe - postaciloczynowa a(z — z1)(z — x2);
* znasz trzy dowolne punkty - postaé ogoélna i uktad trzech rownan (rzadko na podstawie).

Przyktad 4.1

Wierzchotek i punkt

Wierzchotek paraboli to W (1, —4), a wykres przechodzi przez punkt (3, 4). Podaj wzor funkcji.
1 Postaé¢ kanoniczna: f(z) = a(z — 1)% — 4.

2 Punkt(3,4):4=a-2* -4, wieca = 2.

[ Wynik: f(z) = 2(z — 1)? — 4 = 22 — 4z — 2. ]

Sprawdzenie: f(3) =18 —12—-2=4 v, f(l)=2—-4—-2=—4 v.

/. ZADANIA - CZESC 4 2 zadania - ok. 10 min

1 Funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe —21i4, a f(0) = —8. Wyznacz jej wzor w postaci
< ogblne;j.

2 Parabola ma o$ symetrii ¢ = 2, przechodzi przez punkt (0, 1) i ma wierzchotek na osi z.
= Wyznacz wzoér funkcji.

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 66 przykladow i zadan, z odpowiedziamiiw
wersji do druku.
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POZIOM A - ODCZYTYWANIE

/. ZESTAWY A

1 Wyznacz wspoélrzedne wierzchotka paraboli.
a)y=2z>—4z+3 b)y =z?+ 2z — 8

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Odczytaj wierzchotlek, zbiér wartosci i przedzial, w ktérym funkcja jest rosnaca.
a) f(z) = (z—4)*+1 b) f(z) = —(z+2)2+5

... pozostate przyktady na stronie treningu

3 Podaj miejsca zerowe i pierwsza wspoélrzedna wierzchotka.

a) f(z) = (z — 2)(z + 6) b) f(z) = =3(z + 1)(z - 7)

... pozostate przyktady na stronie treningu

4  Skorzystaj z symetrii paraboli: podaj liczbe ¢ r6zng od danego argumentu, dla ktdrej
= funkcja przyjmuje te sama wartosc.

a) o$ symetrii z = 2, b) o$ symetrii x = —3,
(1) =7f1t)="7 F0)=4;f(t)=4

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - PRZEKSZTALCANIE

/. ZESTAWY B

1 Zapisz funkcje w postaci kanonicznej.

a) z? — 6z + 11 b)z? +4z — 1

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Zapisz funkcje w postaci iloczynowej albo uzasadnij, ze sie nie da.

a)z? — 5z +6 b) z? +z — 12

... pozostate przyktady na stronie treningu
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3 Zapisz funkcje w postaci ogblne;j.

a)2(z—1)2+3 b) —(z+2)?+1

... pozostate przyktady na stronie treningu

4 Danajest funkcja f(z) = (xz — 2)? + 1. Podaj wspdtrzedne wierzchotka wykresu funkcji g

a) g(z) = f(z +3) b) g(z) = f(z — 1)

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

POZIOM C - WZOR Z INFORMACJI I PARAMETRY

/. ZESTAWY C

1 Wyznacz wzdr funkcji kwadratowej w postaci ogélnej.

a) wierzchotek W (-2, 3), b) miejsca zerowe 21 6,
wykres przechodzi przez zbiér wartosci (—oo, 8]
(Oa _1)

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Wyznacz parametry.

a) Dla jakiego m b) Dla jakich b wykres
wierzchotek paraboli y=2>+br+9mazosiaz
y = z% — 2mz + 5 lezy na doktadnie jeden punkt
prostej z = 3? wspolny?

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (66 przyktadow i zadan) »>

6 Na maturze

W arkuszach podstawowych z lat 2025-2026 tematy tej lekcji (wykres, postacie, wzor,
przesuniecia) dawaly $rednio 2-3 z 50 punktow, a razem z nastepna lekcja (wartosci w przedziale i
optymalizacja) okoto 6. Do tego prawie w kazdym arkuszu jest nieréwno$¢ kwadratowa za 2
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punkty, rozwiazywana z tego samego wykresu (lekcja 3.2 Réwnania i nieré6wnosci kwadratowe,
réwnania wielomianowe w postaci iloczynowej). Powtarza sie ten sam uktad:

* wigzka 2-3 krotkich zadan o jednej paraboli (wspélny wstep, np. ,wierzchotek w punkcie...
i punkt...”): zadanie zamkniete ABCD, ocena dwoch stwierdzen prawda/falsz za 1 punkt
lacznie, uzupelnienie zdania liczba;

* przesuniecia zapisane jako g(z) = f(z — a) albo g(z) = f(z) + b: gdzie jest wierzchotek g,
jaka jest 0§ symetrii;

¢ zadanie otwarte za 2-4 punkty: wyznacz wzor w konkretnej postaci (kanonicznej, ogélnej
albo iloczynowej) z informacji o wierzchotku, osi symetrii, miejscu zerowym i punkcie
wykresu. Kluczowy krok to zwykle odbicie znanego punktu wzgledem osi symetrii.

Wedtug sprawozdan CKE najwiecej punktéw uczniowie tracg na kierunku przesuniecia (w maju
2026 zadanie za 4 punkty taczace f i g(z) = f(x + 1) dato zdajacym Srednio 38% mozliwych
punktéw). Ponizsze zadania sa nasze, napisane w stylu arkusza; punktacja jest wzorowana na
zasadach oceniania CKE: punkty sa za kolejne istotne kroki, a wynik bez obliczen daje mnie;j.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 8 zadan - 9 pkt - ok. 15 min

1 (0-1 pkt) Wierzchotkiem paraboliy = —2(z — 3)? + 5 jest punkt
A. (-3, 5) B. (3, 5) C. (3, -5) D. (-3, —5)

2 (0-1 pkt) Funkcja f(z) = x? — 4z + 1 jest malejaca w przedziale
A. (—o0, 2] B. [2, +00) C. (—oo, —2] D. [-2, +00)

3 (0-1 pkt) Zbiorem warto$ci funkcji f(z) = —(z — 1)? + 3 jest przedziat
A. (—o0, 3] B. [3, +00) C. (—o0, 1] D. [1, +o0)

4  (0-1 pkt) Osiag symetrii paraboli y = 2(z + 4)(z — 2) jest prosta
A.x=—-4 B.xz=2 C.ez=-1 D.z=1

5 (0-1pkt) Dana jest funkcja f(z) = x2. Funkcja g jest okres$lona wzorem g(z) = f(z +
«°  2) 4 3. Wzdr funkcji g mozna zapisa¢ w postaci

Ay=(z—-2)*+3 B.y=(z+2)?>*+3 Cy=(x+2?-3 Dy=(x—-2)?2-3

6 (0-1 pkt) Funkcja f(x) = 22 + bz + 4 ma dokladnie jedno miejsce zerowe dla
A.b=2 B.b=4 C.b=38 D.b=16
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7 (0-1 pkt) Dana jest funkcja f(z) = —(z + 2)? + 1. Ocenr prawdziwo$¢ stwierdzen.
=« Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F, jesli jest falszywe.

1. Funkcja f ma dwa miejsca zerowe. P /F
2. Funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo, 2]. P/F

8  (0-2 pkt) Funkcja kwadratowa f ma miejsca zerowe —11 3, a jej wykres przechodzi
== przez punkt (1, —8). Wyznacz wzér funkcji f w postaci ogdlne;.

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

x W (z + 3)% wierzchotek map = 3.”

Postaéto (z — p)?, wiecz +3 =2 — (-3)ip= —3.

x ,ctodruga wspotrzedna wierzchotka.”

¢ = f(0) to punkt przeciecia z osia y. Wierzcholek to ¢ = f(p); réwne c tylko wtedy, gdy
p=0.

x  Zbior wartosci to wszystkie liczby rzeczywiste.”

To dziedzina. Zbiér warto$ci funkcji kwadratowej zawsze jest ograniczony z jednej
strony przez q.

x ,Kazda funkcje kwadratowa da sie zapisa¢ w postaci iloczynowej.”

Tylko gdy A > 0.Dla A < 0 nie ma miejsc zerowych, wiec nie ma czego wstawic za z, x»

x ,g(z) = f(xz — 3) to wykres f przesuniety o 3 w lewo.”

W prawo. Wierzcholek g jest tam, gdzie nawias daje p: ¢ — 3 = p, czyli ¢ = p + 3. Sprawdz
jednym punktem: g(p + 3) = f(p) = ¢. Na maturze to najczesciej tracony punkt w tym
temacie.
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x  ,Wspotczynnik a wida¢ z rysunku.”

Z rysunku wida¢ wierzchotek i punkty kratki. Liczbe a trzeba policzy¢ z réwnania, np.
3 =a(0 — 3)? + 6. W zasadach oceniania a podane bez rachunku daje tylko cze$¢
punktow.

x W postaci iloczynowej mozna pomina¢ a.”

(x +1)(z — 3)i2(z + 1)(x — 3) maja te same miejsca zerowe, ale to rézne funkcje. a
trzeba wyliczy¢ z dodatkowej informacji.

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e a
1 Ktora posta¢ wybraé, zeby od razu odczytaé¢ wierzchotek?

Kanoniczna: a(z — p)? + q, W(p, q).

2 Comoéwiznaka?

a > 0: ramiona w gére, warto$¢ najmniejsza w wierzchotku; a < 0: ramiona w dét,
wartos¢ najwieksza.

3 Jak najszybciej znalez¢ p, gdy znasz miejsca zerowe?

p = (21 + x2)/2, w potowie miedzy nimi.

4  Kiedy postac iloczynowa nie istnieje?

Gdy A < 0.

5 Co oznacza c w postaci ogdlnej?

f(0) = ¢: punkt przeciecia wykresu z osia y.
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’ ° °
9 Karta wzorow i co dalej
-~ N
TRZY POSTACIE WIERZCHOLEK I ZERA
ogélna:aw2+bw—i—c A dac x _—b:F\/Z
. ) - y £1,2 — 2.
kanoniczna: a(z — p)* + ¢ b o 4+ A
- =T - _=
iloczynowa: a(z — z1)(z — x2),gdy A > 0 p= 2 9 q=f(p) da
\ /)

Wzory na A, miejsca zerowe, wspolrzedne wierzchotka i trzy postacie sa w tablicach CKE
~Wybrane wzory matematyczne”, ktére dostajesz na egzaminie. Warto je mimo to znaé na pamie¢:

odczytanie ich z tablic kosztuje czas, a kto ich nie rozumie, ten i tak nie wie, ktéry zastosowad.

Dalej: réwnania i nierownosci kwadratowe (kiedy wykres jest nad osiq x?) oraz zadania o
najwiekszej i najmniejszej wartosci. Dla ambitnych: ta sama parabola jako tor rzuconej pitki w
lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne kursu matematyki.

53
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 1.a =2 > 0:ramiona w gore.
2.0$ y: (0, 6).
3.p=2%=2,¢g=f(2) =8—-16+6 = —2, wiec W(2, —2).

2. .A=16+20=236

2. VA = 6.

S.wl—%gﬁzf)

4.:1:2:#;6:—1.

5.p=2
6.g=f(2)=—-4+8+5=9:W(2,9).

3. 1.Jedno miejsce zerowe, gdy A = 0:
2.36 —4c=0
3.c=9.
4. Wtedy f(z) = (z — 3)? i wierzchotek lezy na osi .

Zadania - czesc 2

1. 1.W(-1,4),0éz=—1.
2.a = —3 < 0: zbidr wartosci (—oo, 4], ro$nie w (—oo, —1], maleje w [—1, 400).

2.Zzadania 1.1: W (2, —2), wiec f(z) = 2(z — 2)? — 2.
3. f(z) = (z — 3)> — 2 = 2 — 6z + 7. Przesuniecie w prawo o 3 to z — 3 w nawiasie, nie z + 3.
Zadania - czes$¢ 3

1. 1.Miejsca zerowe 1i5.
2.p=3
3.=2-2-(-2) = —8:W(3, —8).
4. Postac ogdlna: 2z2 — 12z + 10.

2.Nie: A =4 — 20 = —16 < 0, funkcja nie ma miejsc zerowych. (Jej wierzchotek to W(—1, 4), a ramiona
ida w gére, wiec wykres w ogole nie dotyka osi z.)

Zadania - czesc 4

1. 1. f(z) =a(z+2)(x —4)
2. f(0) = —8a = —8
3.a=1.
4. f(z) =22 — 2z — 8.
2. 1.W(2, 0), wiec f(z) = a(z — 2)°
2.f(0)=4a=1
3.a= %.

4.f(x) =4z -22 =12 -z +1.
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Zestawy A
1.a) W(2, —1) b) W(-1, —9)
2.a) W(4, 1), [1, 400), rosnaca w [4, +00) b) W (-2, 5), (—oo, 5], rosnaca w (—oo, —2]
3.a)2i—6,p=-2 b)—-1i7,p=3
4.a)t=5 b)t=—6
Zestawy B
l.a)(z—3)2+2 b)(z+2)>—5
2.a)(z—2)(z—3) b)(z+4)(z—3)
3.a)222 — 4z +5 b) —2® — 4z —3
4.2)(=1,1) b)(3,1)
Zestawy C
l.a)—(z+2)?%+3=—a’—4z—1 b)p=4, f(4) = —4a=8,a = —2: —22° + 16z — 24
2.a) p=m=3 b)A=b>-36=0:b=6albob= —6
Zadania w stylu maturalnym
1.B.

1. Posta¢ kanoniczna:

2.p = 3 (w nawiasie z — 3)

3.q=05.

4. Odpowiedzi A i D to typowy btad znaku.

2.A.p= % =2,a =1 > 0: ramiona w gbre, wiec funkcja maleje na lewo od wierzchotka.

3.A.a = —1 < 0, wiec najwieksza wartos¢ to ¢ = 3. Ci D myla zbiér wartosci z pierwsza wspbdlrzedng
wierzchotka.
4. C.

1. Miejsca zerowe —4 i 2, 0§ w polowie:

2. =42 = 1.

3. D to blad znaku przy odczycie x + 4.
5.B.

1L.fz+2)+3=(z+2)2+3.
2. Wykres f przesuniety o 2 w lewo i 0 3 w goére: wierzcholek (-2, 3).
3. A to najczestszy blad: przesuniecie w zlq strone.

6.B.A =01 —16 =0dlab =4 (albo b = —4, ktérego nie ma wéréd odpowiedzi). D to b*> zamiast b.
7. PF.

1. Wierzchotek (—2, 1) lezy nad osia z, a ramiona idg w dé}, wiec sa dwa miejsca zerowe (—31 —1).
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2. Funkcja rosnie tylko w (—oo, —2]; w [—2, 2] juz maleje.
3. Punkt dostajesz tylko za obie odpowiedzi poprawne.
8. 1. Postaéiloczynowa. z miejsc zerowych: f(z) = a(z + 1)(z — 3).

2. Wspoélczynnik a. z punktu (1, —8):

3. Posta¢ ogdlna.
f(z) =2(x +1)(z — 3) = 22" — 4z — 6.

1 pkt za zapisanie f(z) = a(z + 1)(z — 3) i rownania —4a = —8 ALBO za a = 2 wyznaczone inna
metoda. 2 pkt za wzér w postaci ogélnej f(z) = 22> — 4z — 6.

Uwaga: polecenie méwi ,w postaci ogdlnej”. Wzér 2(z + 1)(z — 3) bez wymnozenia to 1 pkt, nie 2.

Matura z matematyki - Lekcja 5.3: Funkcja kwadratowa, trzy postacie i wykres - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
podstawowy, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE). Typy zadan i punktacja wedtug arkuszy i zasad oceniania CKE z lat 2025-2026. Zadania w stylu
maturalnym sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt5_3.py).

5.3 - Funkcja kwadratowa: trzy postacie i wykres 15/15



