MATURA - POZIOM PODSTAWOWY 5.1

Funkcja i jej wykres:

odczytywanie
wtasnosci

Najczestsze zadanie z funkcji na maturze podstawowej to

funkcja sklejona z dwdéch albo trzech odcinkéw i cztery luki do

uzupelnienia: dziedzina, zbiér wartosci i zbiory argumentow

spelniajacych podany warunek. Rachunku jest tu mato. Punkty

traci sie na nawiasach w miejscach, gdzie odcinki sie stykaja, i

na zbiorach, ktére obejmuja kilka odcinkéw naraz.
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W TEJ LEKCJI

0 Jedno pytanie, trzy odcinki

1 Cojest funkcjg

2 Wartosci ze wzoru i funkcja okreslona przedziatami
3 Odczyt z wykresu

4 Zbiory argumentow dla warunku

flz) 2

5  Trening rachunkowy
6 Na maturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzoréw i co dalej

5.1 - Funkcja i jej wykres: odczytywanie wtasnosci

1/16



o Jedno pytanie, trzy odcinki

Funkcja f jest okres$lona tak: na przedziale [—4, —1] wzorem f(z) = = + 4, na przedziale (—1, 2)
jest stale réwna 3, a na przedziale [2, 5) jest rOwna —2z + 7. Dla jakich argumentow jej wartosci sa
dodatnie?

Odpowiedzig jest jeden przedziat (—4, %), cho¢ skiada sie z trzech kawatkéw: lewy odcinek jest
dodatni od z > —4, $rodkowy caly, prawy do z < 7. Wz = —4 wartos¢ jest réwna 0, wigc ten
koniec jest otwarty. Kawatki stykaja sie w z = —11iz = 2 bez przerwy, wiec nawiasy w §rodku
znikaja. Te dwa ruchy, czyli sprawdzenie koncow i sklejenie kawatkéw, wystarczajq na cztery
punkty w typowym zadaniu.

1 Cojest funkcja

/7~ 2
2 FUNKC3IA

Funkcja f: X — Y przyporzadkowuje kazdemu elementowi zbioru X (dziedziny)
dokladnie jeden element zbioru Y. Zapis f(z) oznacza warto$¢ funkcji dla argumentu z.

Funkcje mozna poda¢ wzorem, tabela, wykresem albo opisem stownym. Na
wykresie: kazda prosta pionowa z = a, gdzie a nalezy do dziedziny, przecina wykres
w dokladnie jednym punkcie.
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Przyktad 1.1
Funkcja dana tabela

Funkcja f jest okreslona tabelg:

Podayj liczbeg miejsc zerowych, zbidr wartosci i liczbe argumentow, dla ktorych f(z) = 4.

1 Miejscazerowe: z = —2 iz = 0, czyli dwa.

2 Zbidr warto$ci to wszystkie liczby z drugiego wiersza: {—1, 0, 2, 4}.

3 f(z)=4dlaz = —3iz = 3, czyli dla dwoch argumentéw.

Wynik: 2 miejsca zerowe; zbidr wartosci {—1, 0, 2, 4}; dwa argumenty. Dziedzina ma

tu tylko siedem elementow, wiec wykres to siedem punktéw, a nie linia.

/ ZADANIA - CZESC 1

1 Czy przyporzadkowanie ,kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy jej dzielnik”

= jestfunkcja?

2 Czyokrag z* + y* = 4 jest wykresem funkcji?

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

5.1 - Funkcja i jej wykres: odczytywanie wtasnosci

2 zadania - ok. 4 min
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2 Wartosci ze wzoru i funkcja okreslona przedziatami

~ )
58 FUNKCJA OKRESLONA PRZEDZIAEAMI
g(lz) dlax<a
fla) = {1 9%)
h(z) dlaz >a
Wartos¢ liczysz wzorem tej gatezi, do ktorej nalezy argument. Miejsce zerowe
szukasz w kazdej gatezi osobno i zostawiasz tylko te rozwiazania, ktore naleza do
przedziatu tej galezi.
NG J

Przyktad 2.1
Miejsca zerowe z odrzucaniem

22 —4 dlax<1

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) = .
3—x dlax>1

1 Galgzz <1: 22 —4=0, wiec x = —2 albo x = 2. Warunek z < 1 spelnia tylko —2.

2 Galgzz >1:3—x=0,wiecz=3,i3>1v.

Wynik: miejsca zerowe —2 i 3. Liczba 2 nie jest miejscem zerowym, bo f(2) =3 — 2 =

1.

/. ZADANIA - CZESC 2

2c+1 dlaxz <0
z2—3 dlaz>0

1

Dla f(z) = { oblicz f(—2), f(0) i f(3).

2¢+6 dlaz>-1
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) = { vt ar=

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

5.1 - Funkcja i jej wykres: odczytywanie wtasnosci

z—3 dlaz< -1

2 zadania - ok. 5 min
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3

Odczyt z wykresu

-~

68 CO ODCZYTUJESZ I SKAD

¢ Dziedzina: rzut wykresu na o$ Oz. Zbiér warto$ci: rzut na o$ Oy.

* Miejsca zerowe: pierwsze wspoéirzedne punktéw wspdlnych wykresu z osia Ox.

* Monotoniczno$¢: przedzialy, na ktérych wykres idzie w gére (rosnaca), w do6t
(malejaca) albo poziomo (stata).

e Wartos¢ najwieksza i najmniejsza: najwyzszy i najnizszy punkt wykresu, o ile
istnieje. Puste kétko na konicu oznacza, ze ta warto$é nie jest przyjmowana.

* Pelne kotko to punkt nalezacy do wykresu: przy koncu przedziatu nawias
kwadratowy. Puste kétko: nawias okragty.
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SYMULACJA 1  Funkcja przedzialami liniowa i prosta y = c. Wybierz funkcje i warunek,
przesuwaj c. Na zielono cze$ci wykresu spelniajace warunek i odpowiadajacy im zbiér
argumentow na osi Ox. Funkcja 2 to funkcja z prologu i z przyktadu 3.1. Ustaw ¢ = 3 i
warunek f(z) = c: rozwigzaniem rownania jest caly przedzial.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
— wykresf — prostay=c — zbidr rozwigzan

dziedzina [-4, 5) zbiér wartosci (-3, 3] fx)>0 (-4, 7/2)

Nawias przy koncu przedziatu bierzesz z wykresu: kotko petne to ,,nalezy” (nawias kwadratowy),
puste to ,,nie nalezy” (okragty). Przy nieréwnosci ostrej punkt, w ktérym f(x) = ¢, nie nalezy do
rozwigzan.

Stan na rysunku: funkcja 2, warunek f(x) > 0; zbidr rozwiazan (-4, 7/2).

5.1 - Funkcja i jej wykres: odczytywanie wtasnosci 6/16



Przyktad 3.1
Komplet wtasnosci

z+4 dlaz € [—4, —1]
Funkcja f(xz) =< 3 dlaz € (-1, 2) (funkcja 2w symulacji). Odczytaj jej wltasnosci.
(—2z+7 dlaze[2,5)

1 Dziedzina: [—4, 5).

2 Zbiér wartoS$ci: lewa gataz daje [0, 3], Srodkowa 3, prawa od f(2) = 3 w détdo —3, ale 5
nie nalezy do dziedziny, wiec —3 nie jest przyjmowane. Razem (—3, 3].

3 Miejscazerowe:z +4=0dlaz = —4; 2z +7=0dlaz=1I €2, 5).
4  Monotoniczno$¢: rosnaca w [—4, —1], stata w [—1, 2], malejaca w [2, 5).

5 Najwieksza warto$¢ 3, dla kazdego z € [—1, 2|. Najmniejszej wartosci nie ma.

Wynik: D = [—4, 5), ZW = (-3, 3|, miejsca zerowe —4 i I, najwieksza warto$¢ 3,
najmniejszej brak.

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 6 min
1 2 dlaz € [-5, —2)
== Funkcja f(z) = —z dlaz € [-2,1] (funkcja 1 w symulacji). Podaj dziedzine,

z—2 dlaze (1, 4]
zbiér wartosci i miejsca zerowe.

2 Dlatej samej funkcji podaj przedzialy monotonicznosci oraz najmniejszg wartos¢ i
== argument, dla ktérego jest przyjmowana.

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze
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4 Zbiory argumentéw dla warunku f(x) = c

4 I
63 PRZEPIS NA NIEROWNOSC Z WYKRESU

1. Narysuj prosta y = c.

2. Na kazdej gatezi znajdz cze$¢ wykresu nad prosta (dla >) albo pod nia (dla <).
Punkty przeciecia policz ze wzoru galezi.

3. Rzuc¢ te czesci na 0§ Oz. Konce: przy nieréwnosci ostrej punkt przeciecia jest
wykluczony, przy koncu dziedziny decyduje koétko.

4. Sklej kawatki, ktore sie stykaja, i zapisz sume przedziatow.

Galgz stata f(z) = c¢ na przedziale daje rownanie f(x) = c z przedzialem rozwigzan.
N J

Przyktad 4.1
Rownanie i nierownos¢ dla funkcji 1

Dla funkcji z zadania w czesci 3 wyznacz zbior rozwiqzan rownania f(z) = 2 i nieréwnosci

f(z) > 1.

1 f(z) =2:na[-b, —2) zawsze; —z = 2dajex = -2 € [-2, 1;z —2=2dajex =4 €
(1, 4]. Kawalek [—5, —2) i punkt —2 sklejaja sie w [—5, —2].

2 f(z) > 1l:na[-5, —2) zawsze (2 > 1); —z > 1dajex < —1,czyli[-2, —1;z —2>1
daje z > 3, czyli [3, 4].

{ Wynik: f(z) =2dlaz € [-5, —2]U{4}; f(z) > 1dlaz € [-5, —1] U [3, 4]. }

Sprawdzenie w symulacji: funkcja 1, warunek f(z) > ¢, c = 1.

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 10 min

1 Dla funkcji 2 (przyktad 3.1) wyznacz zbiér rozwigzan nieréwnosci f(z) < 1.

2 Ile rozwigzan ma réwnanie f(z) = 2 dla funkcji 2? A rdwnanie f(z) = 3?
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3 —z—1 dlaz €[5, —1)
=== Funkcja f(z) = {xz+2 dlaze[-1,2] (funkcja3w symulacji) maskokw z = —1.
1 dlaz € (2, 5]
Podaj jej zbidr wartosci i zbiér rozwigzan nieréwnosci f(z) > 2.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Proébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 44 przyktadéw i zadan, z odpowiedziamii w
wersji do druku.

POZIOM A - WARTOSCI I MIEJSCA ZEROWE

/. ZESTAWY A

2-2z dlaz<1
Oblicz warto$¢ funkcji f(x) = {Z 3 ! dla T= ) dla podanego argumentu.
— 3z ax >

a) f(—2) b) (1)

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Wyznacz wszystkie miejsca zerowe (albo stwierdz, ze ich nie ma).

i 2) 2c+4 dlaz <0 b) z22—1 dlaz<0
z—5 dlaxz>0 20 —6 dlaxz >0

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - TABELA I PARAMETR

/. ZESTAWY B

1 Funkcja f jest okreslona tabela: f(—2) =3, f(—1) =0, f(0) = -2, f(1) =0, f(2) = 3,
< f(3) = 5. 0dpowiedz.

a) liczba miejsc zerowych

... pozostate przyktady na stronie treningu
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2  Wyznacz parametr.

a) f(z) =3z +m,
F2) = -1

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

POZIOM C - FUNKCJA PRZEDZIAtAMI LINIOWA

/. ZESTAWY C

1 z+3 daze][-4, 1)
= f(z)=142 dlaz € [-1,1] .Podaj.
—z+3 dlaz € (1, 4]
a) dziedzine b) zbior warto$ci

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 —2z—4 dlaz e [-5, —2]
= flz)=<Cz+2 dlaz € (-2, 2) .Podaj.
4 dlaz € [2, 5)
a) zbiér wartosci b) zbidr rozwiazan f(z) = 4

... pozostate przyktady na stronie treningu

3 z+5 dlaze|[-5, —2)
= flz)=< —=z dlaz € [-2, 3] (ze skokiem). Podaj.
(1 dlaz € (3, 5]

a) zbiér wartoéci

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (44 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

Zadanie ,funkcja przedzialami liniowa i cztery luki” pojawia sie w wiekszosci sesji od 2024 roku i
jest warte zwykle 4 punkty. Wedlug sprawozdan CKE w maju 2025 zdajacy uzyskali $rednio 67%
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punktéw, a w maju 2026 w dwdch czesciach 66% i 63%. Od sierpnia 2025 zasady oceniania mowiag
wprost: zdanie jest poprawne tylko wtedy, gdy krance przedzialu sa poprawne i da sie
jednoznacznie ustalié, czy przedzial jest otwarty, czy domkniety. Niestaranny nawias oznacza

wiec 0 punktéw za to zdanie. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 7 pkt - ok. 15 min
1 —x—1 dlaz e [-5, —2]
«= (0-4 pkt) Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) =< 1 dlaz € (-2, 1) .Uzupelnij

[
(
2c —1 dlaz €1, 3)
zdania. Wpisz odpowiednie przedzialy w wykropkowanych miejscach.

1. Dziedzina funkcji f jest przedziat ............ .

2. Zbiorem wartos$ci funkgcji f jest przedziat ............ .

3. Zbiorem wszystkich rozwiazan réwnania f(z) = 1 jest przedziat ............ .
4. Zbiorem wszystkich rozwiazan nieréwnosci f(x) > 3 jest zbior ............ .

2-9 dlaz<1
(0-1 pkt) Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = X o . Zbiorem
2—z2 dlaz>1

wszystkich miejsc zerowych funkcji f jest

A. {-3, 3} B. {-3, 2} c.{-3,2,3} D. {2, 3}

3 (0-1 pkt) Funkcja f jest okreslona tabela:

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F, jesli
jest falszywe.

1. Funkcja f ma dokladnie dwa miejsca zerowe. P F
2. Najwieksza wartos$cia funkcji f jest f(3). P F

a4  (0-1pkt) Funkcja f(z) = 2% + kz — 8 ma miejsce zerowe z = 2. Wtedy
A k=-2 B. k=2 C.k=4 D.k=6

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze
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7 Najczestsze btedy

X

»Kawatki [—4, —1] i (—1, 2) zapisuje jako [—4, —1] U (-1, 2).”

Matematycznie to ten sam zbiér. Gdy luka moéwi ,,jest przedzial”, zapisz jeden przedziat
[—4, 2). Przy sklejaniu od razu widaé, czy punkt styku nalezy do zbioru.

x ,Najmniejsza wartos¢ to —3, bo tam konczy sie wykres.”

Jesli na koncu jest puste kotko, ta wartos¢ nie jest przyjmowana i najmniejszej wartosci
moze nie by¢ wcale.

x ,Miejsca zerowe gatezi =2 — 9 to +3, wiec oba sa miejscami zerowymi f.”

Tylko te, ktoére nalezg do przedziatu tej gatezi. Pozostale odrzucasz.

x ,Réwnanie f(xz) = ¢ ma jedno albo kilka rozwiazan.”

Na galezi stalej rownej c rozwiazan jest nieskoniczenie wiele: caty przedziat.

x ,Przy f(x) > 0 biore nawias z wykresu.”

W punkcie przeciecia z prosta y = ¢ nierd6wno$¢ ostra nie zachodzi, wiec nawias jest
okragtly, nawet jesli kétko jest pelne.

14 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Jak na wykresie sprawdzié, czy krzywa jest wykresem funkcji?

Kazda prosta pionowa przecina ja co najwyzej w jednym punkcie.

2  Wykres konczy sie pustym koétkiem w (5, —3). Czy —3 nalezy do zbioru
warto$ci?

Nie, chyba ze —3 jest przyjmowane w innym punkcie wykresu.

3 Co oznacza pozioma cze$¢ wykresu na wysokosci c dla réwnania f(x) = c?

Catly przedzial rozwigzan.
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4  Dlaczego miejsca zerowe galezi trzeba sprawdzié z przedzialem?

Wzér gatezi obowiazuje tylko na jej przedziale; poza nim wartos¢ f liczy sie innym
wzorem.

5.1 - Funkcja i jej wykres: odczytywanie wtasnosci 13/16



9 Karta wzorow i co dalej

4 N
oDCZYT WARUNEK f(z) 2 ¢
D: rzutna Oz, ZW:rzut na Oy prosta y = ¢, kazda galaz osobno
pelne kétko [], puste () ostra: punkt przeciecia wykluczony
wartos¢ skrajna: o ile istnieje sklej stykajace sie kawatki )
\

Broszura CKE ,\Wybrane wzory matematyczne” nie zawiera nic z tej lekcji: odczyt z wykresu i
zapis przedzialéw trzeba mie¢ opanowany.

Dalej: funkcja liniowa (lekcja 5.2 Funkcja liniowa), a potem funkcja kwadratowa (5.3 Funkcja
kwadratowa: trzy postacie i wykres).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. Nie: liczba 6 ma kilka dzielnikéw (1, 2, 3, 6), wiec przyporzadkowanie nie jest jednoznaczne.

2Najmniejszy dzielnik wiekszy od 1” (dla liczb wiekszych od 1) bytby juz funkcja.
2. Nie: prosta z = 0 przecina go w dwdch punktach, (0, 2) i (0, —2).
Zadania - czesc 2

1. Lf(-2)=—-4+1=-3
2. £(0) =0—3=—3(bo0 > 0)
3.f(3)=9-3=6.

2. 1.2z + 6 = 0dajez = —3, ale —3 # —1: odrzucamy.
2.z —3 =0dajex = 3, ale 3 £ —1: odrzucamy.

3. Funkcja nie ma miejsc zerowych.
Zadania - czesc 3

1. 1.D=[-5,4].
2. ZW:{2}, -1, 2]i (-1, 2], razem [—1, 2].
3. Miejsca zerowe: —z = 0dlaz =0;2 —2=0dlaz =2 € (1, 4].Sato 012.

2. 1.Stataw [—5, —2], malejaca w [—2, 1], rosnaca w [1, 4].

2. Najmniejsza warto$¢ —1 dla z = 1 (pelne kétko w (1, —1), bo 1 nalezy do srodkowej gatezi).

Zadania - czes¢ 4

1. 1.z+4 < 1ldajexz < —3, czyli [—4, —3).
2. Galaz stata: 3 < 1 falsz.
3. -2z + 7 < 1dajez > 3, czyli (3, 5).
4.z €[4, -3)U(3,5).
2. 1. f(z) =2:2 = —2iz = 3, czyli dwa rozwiazania.
2. f(z) = 3: kazde z € [—1, 2], czyli nieskoriczenie wiele.
3. 1. ZW:lewa galaz (0, 4], Srodkowa [1, 4], prawa {1}, razem (0, 4].
2. —z —1>2dajex < —3, czyli [-5, —3).
3.2+ 2> 2dajex > 0, czyli (0, 2].
4.z €[5, -3)U (0, 2].

Zestawy A
1.a)8 b) -1
2.a)—2,5 b)—-1,3
Zestawy B

1l.a)2

5.1 - Funkcja i jej wykres: odczytywanie wtasnosci
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2.a)m=—7

Zestawy C
1.a) [-4, 4] b)[-1, 2]
2.a)[0,6] b){-4}U[2,5)
3.a)[-3,3)

Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Dziedzina. [-5, 3).

2. Zbidr wartosci. lewa gataz od f(—5) = 4 do f(—2) = 1, czyli [1, 4]; Srodkowa 1; prawa od f(1) =1do 5
(bez 5), czyli [1, 5). Razem [1, 5).

3.ROwnanie. —z — 1 = 1 dlaz = —2; galaz stalana (-2, 1); 2 — 1 = 1 dlaz = 1. Razem [-2, 1].

4. Nieré6wnosé. —x — 1 > 3dlaz < —4, czyli [-5, —4); 2z — 1 > 3dlaz > 2, czyli (2, 3). Razem [-5, —4) U
(2, 3).

1 pkt za kazde poprawnie uzupeinione zdanie.
Uwaga: zdanie jest poprawne tylko wtedy, gdy oba kratnice i rodzaje nawiaséw sa poprawne.
2.B.

1.z — 9 = 0 daje z = +3; warunek z < 1 spelnia tylko —3.
2.2—z=0dajez=22>1v.
3. Cto biad ,bez odrzucania™ f(3) =2—-3=-1+#0.

3. PF.

l.Zerawz = —1liz = 1: dwa.
2. Najwieksza wartosc¢ to f(0) = 3,a f(3) = 2.
4. B.

1.f(2)=4+2k—-8=0
2.2k =4, wieck = 2.

Matura z matematyki - Lekcja 5.1: Funkcja i jej wykres - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom podstawowy, od roku
szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan, tatwosci i Uwagi wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2024—-2026. Zadania sg autorskie.
Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt5_1.py).
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