MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 4.2

Uktady rownan
Z rownaniem
kwadratowym

Na poziomie rozszerzonym ukiad z réwnaniem kwadratowym
rzadko jest zadaniem samym w sobie. Pojawia sie w $rodku
zadan z geometrii analitycznej (punkty wspdlne prostej i okregu,
dwoéch okregow, punkt na prostej w danej odlegtosci) i z ciagéw
(dwa warunki na wyrazy). Technika jest jedna: podstawienie,
ktore daje rownanie kwadratowe z jedna niewiadoma. Za samo
zapisanie takiego réwnania klucz zwykle daje wiekszosé

punktow.
CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 25 min 5 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 50 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 3 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym,; dzial IV;
pelny trening na zastosowania w
osobnej stronie dziatach VI i VIII

W TEJ LEKCJI

©  Prostaiokrag

1 Podstawienie

2 Uktady symetryczne: sumaiiloczyn
3 Dwa okregi: odejmowanie rownan
4 Trening rachunkowy

5 Namaturze

6 Najczestsze btedy

7 Sprawdz sie

8  Karta wzoréw i co dalej
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o Prostaiokrag

Ile punktéw wspdlnych maja okrag =2 + y? = 25 i prostay = x + 1? Wstawiamy y do réwnania
okregu: 2 + (z + 1)* = 25, czyli 22 + 2z — 24 = 0, 2 + £ — 12 = 0, = 3 albo x = —4. Punkty
(3, 4)i(—4, —3). Liczba rozwiazan uktadu to liczba pierwiastkdw jednego réwnania
kwadratowego, wiec o wszystkim decyduje jego A.

1 Podstawienie

4 )
8 UKEAD: ROWNANIE LINIOWE I KWADRATOWE

1. Z réwnania liniowego wyznacz jedna niewiadoma.

2. Wstaw do réwnania kwadratowego: dostajesz réwnanie kwadratowe z jedna
niewiadoma.

3. Rozwiaz je i dla kazdego pierwiastka wylicz drugg niewiadoma z rOwnania
liniowego.

4. Zapisz rozwiazania jako pary.

A > 0: dwie pary, A = 0: jedna (prosta styczna), A < 0: brak.
- J
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SYMULACJA 1 Okrag i prosta. Zmieniaj $rodek, promien i prosta. W odczycie jest
réwnanie kwadratowe po podstawieniu i jego A. Przesun prostg tak, zeby byla styczna: A
spada do zera, a odleglo$¢ srodka od prostej zrownuje sie z promieniem.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
— okrag (x —a)?+ (y-h)2=r2 — prostay=mx+k — punkty wspdlne
po podstawieniu 2x2 + 2x — 4 = 0 A 36 odlegtosc srodka od prostej 2,12 (r = 3)

potozenie sieczna (2 punkty) punkty (-2; -1), (1; 2)

Wstawiamy y = mx + k do rownania okregu i dostajemy réwnanie kwadratowe w x. Kazdy jego
pierwiastek to jeden punkt wspdlny: A > 0 dwa punkty, A = 0 stycznos¢, A < 0 brak. To samo méwi
poréwnanie odlegtosci $rodka od prostej z promieniem.

Stan na rysunku: okrag (1; -1), r = 3; prosta y = 1x + 1; sieczna (2 punkty).
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Przyktad 1.1

Punkt na prostej w danej odlegtosci

Punkt C lezy na prostej y = 2z — 11 jest odlegty od punktu A = (1, 1) 0 4/20. Wyznacz
wspdtrzedne C.

1 C=(z,2z—1); |AC)? = (z — 1) + (2z — 2)? = 20.

2 5(z—1)?=20,czyli(z —1)> =4,z =3alboz = —1.

[ Wynik: C = (3, 5) albo C = (-1, —3). j

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 8 min

z—y=1

Rozwiaz uklad
a {$2 + y2 =13

2 Dlajakich k prostay = k ma z parabolag y = 2? — 4z + 1 doktadnie jeden punkt wspélny?

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

2 Uktady symetryczne: sumaiiloczyn

e M
5 GDY DANE SA u+v I u’+v?
u+v)? — (u? + v? . . : L :
uv = ( ) 5 ( ) .Znajac s = u + vip = uwv, liczby u, v sa pierwiastkami
t? — st + p = 0 (wzory Viéte'a odwrotnie, lekcja 3.6 Wzory Viéte'a i rGwnania z
parametrem).
- J
4]12
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Przyktad 2.1

Wyrazy ciagu
W ciggu geometrycznym a; + a3 = 15ia} + a = 153. Wyznacz a1 i as.
225 — 1
1 ey = 222158 5 53 _ 36.

2 t2—-15t+36=0:t=3albot=12.

Wynik: (a;, a3) = (3, 12) albo (12, 3). W obu przypadkach a? = a,a; = 36; dalsza czes¢

zadania zwykle rozréznia te przypadki.

/. ZADANIA - CZESC 2 1 zadanie - ok. 5 min

x+y="7

Rozwiaz uklad
zy =10

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

3 Dwa okregi: odejmowanie réwnan

e M
58 PUNKTY WSPOLNE DWOCH OKREGOW

Po rozwinieciu oba réwnania maja ten sam fragment z2 + y2. Odejmujac je

stronami, dostajesz rownanie liniowe (prostg przez punkty wspoélne). Dalej jak w

sekcji 1: podstawienie do jednego z okregéw.
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Przyktad 3.1
Odejmowanie
Wyznacz punkty wspdlne okregéw z? + y? = 10 (z — 2)% + (y — 2)% = 2.

1 Drugie po rozwinieciu: 2 + y? — 4z — 4y + 6 = 0. Odejmujemy od pierwszego (z? +
y?—10=0):4z + 4y — 16 = 0, czyliy = 4 — z.

2 22+ (4-2)?=10:22 -82+6=0,z =lalboz = 3.

[ Wynik: (1, 3)1i (3, 1). j

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 10 min

1 Wyznacz punkty wspélne okregu z? + 3? = 5i okregu 2 + y* — 6z + 5 = 0.

2 Wyznacz punkty wspélne paraboliy = z? — 2i prostej y = z; oblicz dtugoé¢ odcinka
=== miedzy nimi.

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

4 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 17 przykladéw i zadan, z odpowiedziamii w

wersji do druku.

POZIOM A - PODSTAWIANIE

/. ZESTAWY A

1 Rozwigz uktad.

aAy=z+2, 22+1y2=10 b)y=2>-3, y=_2=x

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - LICZBA ROZWIAZAN
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/. ZESTAWY B

1 Podaj liczbe punktéw wspélnych (albo parametr).

a)z?+y’=4iy=x+3

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - OKREGI I CIAGI

/. ZESTAWY C

1  Oblicz.

™ a) punkty wspélne b) a; + a3 = 10,
2’ +y> =251 a} + a = 68 (ciag
22+ -8z =9 geometryczny, wyrazy

dodatnie); as

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (17 przyktadow i zadan) >

5 Na maturze

Informator CKE dla poziomu rozszerzonego w dziale IV cytuje tylko uktady liniowe, a w
arkuszach 2024-2026 nie bylo osobnego zadania z ukladem nieliniowym. Takie uklady bytly
jednak etapem zadan z ciagdw (maj 2025: a; + a3 i a? + a3; $rednio 46% punktéw) i z geometrii
analitycznej (maj 2025: punkty wspélne dwdch okregoéw; 23%; prébny arkusz z grudnia 2024:
punkt na prostej w danej odlegtosci). W kluczu punkt przyznaje sie zwykle za rOwnanie z jedna
niewiadoma po podstawieniu. Ponizsze zadania sg nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 3 zadania - 11 pkt - ok. 35 min

1 (0-4 pkt) Punkt C lezy na prostej y = —z + 4, a jego odlegtos¢ od punktu A = (2, 5) jest
e rowna +/13. Wyznacz wspoéirzedne punktu C.
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2 (0-4 pkt) Okregi 22 + y?> — 22 — 8 = 0iz? + y® + 4z — 6y + 4 = 0 przecinaja sie w
== punktach A i B. Wyznacz wspélrzedne tych punktéw i dtugos$é odcinka AB.

3 (0-3 pkt) Pierwszy i trzeci wyraz ciggu geometrycznego o wyrazach dodatnich speiniajaq
= a; + a3 = 26 oraz a} + a} = 388. Wyznacz a, i wszystkie mozliwe ilorazy q.

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

6 Najczestsze btedy

x x = 3 albox = —4, koniec.”

Rozwigzaniem uktadu sg pary. Dla kazdego z trzeba wyliczy¢ y.

”

x .y licze z rdwnania kwadratowego: y> = ..., wiecy = & .. ..

Wtedy pojawiaja sie pary, ktére nie spelniaja rownania liniowego. Druga niewiadoma
licz z réwnania liniowego.

x ,Zgadtem (2, 5) i sie zgadza.”

Zgadniecie bez wykazania, ze innych rozwigzan nie ma, to w kluczu co najwyzej 1 punkt.

x ,Przy odejmowaniu okregéw znika z? + y?, wiec znikaja tez wyrazy liniowe.”

Znikaja tylko kwadraty. Wyrazy liniowe zostaja i daja réwnanie proste;j.

14 .
7 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Ile rozwiazan moze mie¢ uklad prostej i okregu?

0, 1 albo 2.

2 Jak obliczyé uv, znajac u + v i u? 4 v??

(utv)?— (v +v?)

uv = D)
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3 Co daje odjecie rownan dwoch okregow?

Roéwnanie prostej przez ich punkty wspélne.

4  Kiedy prosta jest styczna do okregu?

Gdy réwnanie po podstawieniu ma A = 0 (odlegtos¢ srodka od prostej rowna
promieniowi).
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s Karta wzorow i co dalej

Ve
METODA SYMETRYCZNE

s oos _ (utv)’ = ()
liniowe - podstaw do kwadratowego w = ————

dwa okregi - odejmij, potem podstaw u, v: pierwiastki t? — st + p

rozwiazanie = pary
-

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” jest rOwnanie okregu i wzor na odlegtosé
punktu od prostej; metody rozwigzywania uktadow broszura nie podaje.

Dalej: ciqgi (lekcja 6.1 Ciggi: wzdr ogdlny, rekurencja, monotonicznosc) i geometria analityczna
(8.1 Okrqg: cieciwy, styczne, kqty wpisane i srodkowe, wycinek kota).

4.2 - Uktady rownan z rownaniem kwadratowym

10/12


http://127.0.0.1:33315/pl/matura/6-1/
http://127.0.0.1:33315/pl/matura/8-1/

+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. Lz=y+1:(y+1)>+y*=13,24° + 2y — 12 =0.
2.y =2alboy = —3.
3.(3, 2), (=2, —3).
2. L.z’ —42+1-k=0,A=16—-4(1 - k) =12+ 4k = 0.
2. k = —3 (wierzchotek paraboli).

Zadania - czesc 2
1.2 — 7t + 10 = 0: t = 2 albo 5. Pary (2, 5) i (5, 2).

Zadania - czes¢ 3

5

1. 1.0dejmujemy: —6z +5 = —5,z = 3.

2.y2:5—%5=2—£,y:1243§.
3. (g i%).
2. 1.z22—2z—-2=0:z=2albozx = —1.
2. Punkty (2, 2)i (-1, —1).
3. Dtugo$é v9 + 9 = 3v/2.

Zestawy A
1.a) (1, 3), (-3, —1) b) (3, 6), (-1, —2)
Zestawy B
1.a)0
Zestawy C
1.a) (2, £v/21) b)4
Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Parametryzacja.C = (z, 4 — ).
2. Réwnanie. (z — 2)2 + (-1 —z)?2 =13, czyli222 — 2z + 5 =13,22 —z — 4 = 0.

1$\/1—7

3. Pierwiastki. ¢ = > .

4. Punkty. C = (%m, M) albo C = (1i2f17, 77;/ﬁ)_

2
1 pkt za zapis C zaleznie od jednej zmiennej. 2 pkt za réwnanie (z — 2)% + (z + 1)? = 13. 3 pkt za
rozwigzania z. 4 pkt za oba punkty.

2. 1.0Odejmowanie. (—2z — 8) — (4z — 6y +4) =0, czyli -6z + 6y — 12 =0,y = = + 2.
2. Podstawienie. 22 4+ (z +2)?2 — 22 —8 =0:222 + 22 —4 =0,z = 1l alboz = —2.
3. Punkty. A = (1, 3), B = (-2, 0).
4. Dlugosé. |AB| = v/9+ 9 = 3v/2.
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1 pkt za réwnanie prostej AB (albo inne réwnanie z jedna niewiadoma). 2 pkt za rownanie
kwadratowe w . 3 pkt za punkty A, B. 4 pkt za 3+/2.

3. 1.Iloczyn. aja3 =

676388 — 144, wiec ay = 12 (wyrazy dodatnie).

2. Pary.t? — 26t + 144 = 0:t = 8 albo t = 18.

3.Iloraz. (a1,a3) = (8,18):¢ = 2 = 3; (18,8):q = 2.

3 2

1 pkt za aya3 = 144 (albo uktad z jedng niewiadoma). 2 pkt za obie pary. 3 pktzaa; = 12iq € {3, 5

Matura z matematyki - Lekcja 4.2: Uktady réwnan z rownaniem kwadratowym - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze, zasady oceniania i sprawozdania CKE z lat 2024-2026. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby
sprawdzone (tools/verify/mt4_2.py).
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