MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 3.6

Wzory Viéete'a
i rownania
Z parametrem

W kazdym arkuszu rozszerzonym jest jedno zadanie typu
s~wyznacz wszystkie m, dla ktérych rownanie kwadratowe ma
dwa rézne pierwiastki spelniajace warunek...”. Jest warte 4-6
punktéw i punktowane etapami: A, znaki pierwiastkéw,
warunek przeliczony przez x; + 2 i 12, czes¢ wspdlna. W 2026
roku wariant ,,oba pierwiastki w przedziale” byt drugim
najtrudniejszym zadaniem arkusza. Ta lekcja to lista warunkéw i
przeksztalcen, ktore trzeba znaé na pamiec.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 40 min 8 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 70 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 3 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym,; III.R3, III.R5

pelny trening na
osobnej stronie
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o Cztery etapy, cztery punkty

Zadanie z parametrem wyglada groznie, ale jego klucz jest zawsze podobny: osobny punkt za

A > 0, punkt za warunek znaku (jesli jest), trzy punkty za przeliczenie warunku na nieréwno$¢ w
m ijej rozwigzanie, punkt za cze$¢ wspélna. Kto zapisze A > 0i wzory Viete'a, ma juz punkty,
nawet jesli nie dokonczy rachunku. Kto napisze A > 0 przy ,,dwéch réznych” pierwiastkach, traci
punkt pierwszego etapu.

1 Wzory Viéete'a

4 R
s8 DLA az’+bz+c=0, a#0, A>0

c
T+ T2 = —— =5, T1Z2 = — = P.
a a

Wzory dzialajg tylko wtedy, gdy pierwiastki istnieja, dlatego warunek na A jest
zawsze pierwszym etapem. Gdy a zalezy od parametru, osobno rozpatrza = 0
(réwnanie liniowe) albo wpisz a # 0 do warunkéw.
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SYMULACIJA1 Rodzina réwnan z2? — 2mz + 3m — 2 = 0. Przesuwaj m i wybieraj
warunek. U gory parabola i jej pierwiastki, na dole 0§ parametru m z zaznaczonym
zbiorem dobrych m; tréjkat to biezace m. Porownaj warunki ,,dwa rézne dodatnie” i ,,dwa
rézne ujemne”: oba maja z;z2 > 0, a daja zupelnie inne zbiory.
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— y=x>-2mx+3m-2 — pierwiastki — dobre m (warunek spetniony)

Ad=m-1)(m-2) 0,75 v X1+ X,=2m 5 XiX2=3m-2 5,5 pierwiastki 1,63; 3,37

warunek: dwa rozne dodatnie spetniony odpowiedz m € (2/3, 1) U (2, +»)

A>0,X+X,=2m > 0ix;X, =3m - 2 > 0. Sam warunek x;x, > 0 nie wystarcza: oba mogtyby by¢
ujemne.

Stan na rysunku: m = 2,5; warunek ,dwa rézne dodatnie” speiniony; m € (2/3, 1) u (2,
+0) .
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Przyktad 1.1
Suma i iloczyn bez liczenia pierwiastkow

Pierwiastki réwnania 2x* — 6x + 1 = 0 to 1, 2. Oblicz £1 + T2, T122 i xl—l + %2

17 A=36—-8=28>0v.

2 s:3,p:%.

3 1L, 1 _a&te 3 o

T1 T2 12 1/2

[ Wynik: 3, 1, 6. j

/Z ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 4 min

1 Dlaréwnania z? 4 5z — 3 = 0 oblicz x5 + z123.

2 Dlajakich m réwnanie (m — 1)z% + 4z + 1 = 0 ma dwa rézne pierwiastki?

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

2 Wyrazenia symetryczne przez s i p

e M
58 NAJCZESTSZE PRZEKSZTALCENIA

m%—I—m%:s —2p

(z1 —xz9)* = s> —4p
L1 s
1 T, P
o3+ 23 =353 —3sp
zi 4z = (s —2p)* — 2p°
|21 — a0 = Y2

Wyrazenie, ktére nie jest symetryczne (np. z1 — z2 bez modutu albo z? — x3), rozpisz

jako iloczyn: x3 — z2 = (z1 — x2)(z1 + T2), a |[T1 — 22| = /5% — 4p.

-

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 5 min
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1 Wyrazz3 + z3 przez s i p (wyprowadz).

2 Dlaréwnaniaz? — 4z + 1 = 0 oblicz z} + z3.

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze

3 Szablon zadania z parametrem

~ )
§8 ETAPY (I PUNKTY W KLUCZU)

1. Istnienie: a # 0 (jesli zalezy od m) i A > 0 dla ,,dwéch réznych”.

2. Znaki (jesli tre$¢ ich wymaga): oba dodatnie: s > 0ip > 0; oba ujemne: s < 0ip > 0;
réznych znakéw: p < 0.

3. Warunek: zapisz przez s i p, podstaw wzory, rozwiaz nier6wnosé w m.

4. Czes¢ wspollna wszystkich warunkéw.

Przyktad 3.1
Suma kwadratow pierwiastkow

Wyznacz wszystkie m, dla ktdrych réwnanie x> — 2(m — 1)z + m + 5 = 0 ma dwa rézne
pierwiastki spetniajqce 2 + z3 < 30.
A

1 Z:(m—l)z—(m+5):m2—3m—4:(m—4)(m—|—1)>0: m € (—oo, —1) U

(4, +00).
2 s=2m—-1),p=m+5; 2?2 + 22 =4(m — 1) —2(m +5) = 4m? — 10m — 6.

3 4m?—10m —6 < 30 < 2m® — 5m — 18 < 0; pierwiastki —2i %: m € [-2, 1].

4 Cze$¢ wspblna: [—-2, —1) U (4, 1]

[ Wynik: m € [-2, —1) U (4, 3]. ]

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 12 min

1 Wyznacz m, dla ktérych réwnanie z* + mz + m + 3 = 0 ma dwa rézne pierwiastki
= yjemne.
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2 Wyznacz m, dla ktérych réwnanie z? — (m + 2)z 4+ 2m = 0 ma dwa r6zne pierwiastki
== gspelniajace |1 — x2| < 3.

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

4 Potozenie pierwiastkow wzgledem liczby

4 )

8 DLA f(z)=az’+br+c , a>0 1LICZBY k (WIERZCHOLEK Zw =—% )

* 71 <k<z < f(k)<0(wtedy A > 0 automatycznie).
* oba pierwiastki wieksze od k <— A > 0, z, > k, f(k) > 0.
* obaw przedziale (k,l) <— A >0,k <z, <l, f(k) >0, f(I) > 0.

Réwnowaznie mozna przesunaé pierwiastki: ,oba wieksze od k” <= (z1 — k) +
(zy — k) > 01i(x; — k)(xzy — k) > 0, przy A > 0.Dla a < 0 znaki f(k) sie odwracaja
(albo pomndz rownanie przez —1).

- J

Przyktad 4.1
Liczba miedzy pierwiastkami

Dla jakich m liczba 1 lezy miedzy pierwiastkami réwnania x> — 2mz + 3m — 2 = 0? A dla jakich
oba pierwiastki sq wigksze od 17

1 f)=1-2m+3m—-2=m-1<0: m<1.

2 Obawiekszeod 1: A > 0 (m < lalbom > 2),z, =m > 1, f(1) =m — 1> 0. Czesé
wspolna: m > 2.

[ Wynik: m € (—o0, 1); oba wieksze od 1 dlam € (2, +00). Sprawdz oba w symulacji. j

/. ZADANIA - CZESC 4 2 zadania - ok. 12 min

1 Dlajakich m réwnanie z? + (m — 1)z — m — 4 = 0 ma pierwiastki z; < 2 < z2?

2 Dlajakich m oba pierwiastki réwnania 2 — 2mzx + m? — 1 = 0 naleza do przedziatu
e (=2, 4)2
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 22 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - WYRAZENIA SYMETRYCZNE

/. ZESTAWY A

1 Dlaréwnania z? — 3z — 2 = 0 oblicz (bez wyznaczania pierwiastkéw).

a) x1 + T2, T1T2 b) (1 — 532)2

... pozostate przyktady na stronie treningu
oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - WARUNKI NA PARAMETR

/. ZESTAWY B

1 Wyznacz m, dla ktérych réwnanie ma dwa rézne pierwiastki.

a)z’+4x+m=0

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Zapisz pelny uktad warunkéw (bez rozwigzywania), dla f(z) = 22 + bz +czb, c
«=  zaleznymi od m.

a) dwa rézne dodatnie

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

POZIOM C - PEENE KROTKIE ZADANIA

Z ZESTAWY C
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1 Wyznacz wszystkie m.

a) z2 — 2z +m = 0, dwa b)z? — 4z +m =0,
rézne, z2 + z3 = 10 x, = 3z,

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

Petny trening (22 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

Zadanie z parametrem bylo w kazdym arkuszu rozszerzonym z lat 2024-2026, za 4-6 punktow.
Wedtug sprawozdan CKE zdajacy uzyskali $rednio 41% punktow w 2025 i tylko 18% w 2026
(wariant ,,oba pierwiastki w przedziale”). Typowe biedy: niepelny albo nieréwnowazny uktad
warunkow, zastapienie warunku ,,oba dodatnie” samym z;z, > 0, pominiecie A > 0, btedy w
nieréwnosciach wymiernych od m. Zasady oceniania: A > 0 zamiast A > 0 to 0 punktéw za etap
pierwszy, a btad nierachunkowy w etapach I-III to 0 punktéw za etap konicowy. Ponizsze zadania
sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 3 zadania - 14 pkt - ok. 45 min
1 (0-6 pkt) Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie (m + 1)z? —

e 2mz + m — 3 = 0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste tego samego znaku, speiniajace

1
warunek — + — > 1.
Iy T2

2 (0-5 pkt) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych oba pierwiastki
e réwnania z? — 2(m + 1)z + m? + 2m — 3 = 0 naleza do przedziatu (-1, 5).

3 (0-3 pkt) Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych réwnanie (z — 3)(z* + mz +4) = 0
== ma dokladnie jedno rozwiazanie.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze
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7 Najczestsze btedy

x . Dwa rozne pierwiastki: A > 0.”

A > 0.Przy A = 0 pierwiastek jest jeden. W kluczu: 0 punktéw za ten etap.

X

»Oba dodatnie: z;z2 > 0.”

To tylko ,tego samego znaku”. Dodatnie wymagaja jeszcze x; + z2 > 0.

x ”w% + J;% = (ml + w2)2'”

Brakuje —2z;x,. W kluczu z 2025 taki btad ograniczat wynik do 2 punktow.

x ,-2m > 1, wiec2m > m — 3.7

”m-3
Mnozenie przez m — 3 o nieznanym znaku. Przenie$ na jedna strone (lekcja 3.4
Wyrazenia, rOwnania i niero6wnosci wymierne).

X ,Mam trzy zbiory warunkéw, wiec to koniec.”

Odpowiedzia jest ich czes¢ wspodlna, za ktora jest osobny punkt.

L4 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Ilewynosiz; + z3 dla 3z? — 6z + 2 = 0?

2.

2 Jak wyrazié (z; — z2)? przez s i p?

s? — 4p.

3 Jaki warunek daje ,,pierwiastki roznych znakow”?

x1ze < 0 (wtedy A > 0 automatycznie).
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4  Kiedy liczba k lezy miedzy pierwiastkami f przy a > 0?

Gdy f(k) < 0.
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9 Karta wzorow i co dalej

e 2
VIETE WARUNKI
s:—g,p:§ dwarézne:a # 0, A > 0
242l =52 2p, (x1 —x2)* =8> —4dp dodatnie: s > 0, p > 0; réznych znakéw:

p<0

1 <k <z:af(k) <0
- J
W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sa wzory Viete'a (w dziale o funkcji

kwadratowej). Przeksztalcen wyrazen symetrycznych i warunkéw na potozenie pierwiastkéw
broszura nie zawiera.

Dalej: uktady rownarn i zadania tekstowe (lekcja 4.1 Uklady rownarn liniowych i zadania tekstowe).
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v

Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.

1.A=37>0;s=-5p=-3.

2. zyza(xy + @2) = 15.

l.a#0:m # 1.
2.A=16—-4(m—1) =20 —4m > 0:m < 5.
3.m € (—o0, 1) U(1, 5).

Zadania - czesc 2

1.

1o} + 23 = (z1 4 z2) (2} — z122 + 23)
2.=s(s*—2p—p) =5°— 3sp.
1.3:4,p:1;m%+x§:14,

2.14% — 2 = 194.

Zadania - czes¢ 3

1.

LA=m?—4m—12=(m—6)(m+2) >0:m < —2albom > 6.

s=—m<0m>0.p=m+3>0m>-3.

w N

. Cze$¢ wspolna: m > 6.

=

A=(m+2)2—-8m=(m—2)2>0:m+#2.

N

Jz — x| =VA=|m—2| <3:—1<m<5.
.m € (-1, 2) U (2, 5). (Pierwiastki to 2im.)

w

Zadania - czes$¢ 4

1. 1.f(2)=44+2m—-2-m—-4=m—-2<0.
2.m < 2.
2. 1.Pierwiastkitom —1im +1 (A =4 > 0 zawsze).
2m—1>-2im+1<4-1<m<3.
3. Ta sama odpowiedz wychodzi z warunkéw f(—2) > 0, f(4) >0, -2 < z,, < 4.
Zestawy A

1.a)3; -2 b)17

Zestawy B

l.aym < 4

2.a) A>0,-b>0,c>0

Zestawy C

l.aym=-3 b)m=3
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Zadania w stylu maturalnym

A
1. 1.EtapLm # —1; = m? — (m+1)(m—3)=2m+3>0:m > —3.Razemm € (-3, 1) U (-1, +o0).

-3
>0 <= (m—3)(m+1)>0:m< —1lalbom > 3.

m
2. Etap II (ten sam znak). z129 =

m+1
1 1 s 2m/(m +1) 2m m+3
3. Etap III (warunek). — + — = — = = >1 <= > 0:m < —3albom > 3.
z7 xz2 p (mMm-3)/(m+1) m-3 m—3

4. Cze$¢ wspélna. (—3, —1) U (—1, 00), (—o0, —1) U (3, 00), (—o0, —3) U (3, 00):

m € (3, +00).

1pktzaetapI(m # —1i A > 0). 1 pkt za etap II. 3 pkt za etap III: 1 pkt za zapis 2,2 pkt za nieréwnosé
WZL—TB > 1, 3 pkt za jej rozwiazanie. 1 pkt za cze$¢ wspdlna.

Uwaga: pomnozenie nf—:’g > 1 przez m — 3 bez badania znaku to btad metody w etapie III.

2. LA.2=(m+1)2— (m?+2m — 3) =4 > 0dlakazdego m; pierwiastkim + 1 F 2, czylim — 1im + 3.
2. Warunki.m —1> —-1im+3 < 5.
3. Wynik. 0 < m < 2.
1 pktza A > 0. 2 pkt za pierwiastki w zaleznosci od m (albo za warunki f(—1) > 0, f(5) > 0). 3 pkt za

warunek na wierzchotek albo oba warunki na pierwiastki. 4 pkt za rozwiazanie warunkow. 5 pkt za
m € (0, 2).

Uwaga: niepelny uktad warunkow (np. bez warunku na wierzchotek przy drodze przez f(—1) i f(5))
daje co najwyzej 3 pkt.

3. 1.Pierwiastek 3. jest zawsze; tréjmian nie moze da¢ zadnego innego.
2. Przypadek A < 0.m? — 16 < 0: m € (—4, 4).

3. Przypadek ,tréjmian ma tylko pierwiastek 3”. wymagalby A = 0iz, = — % = 3, czylim = —6; ale wtedy
A =36 — 16 # 0. Niemozliwe.
4. Odpowiedz. m € (—4, 4).
1 pktza A < 0. 2 pkt za rozwiazanie m € (—4, 4). 3 pkt za wykluczenie przypadku podwdjnego
pierwiastka 3.

Matura z matematyki - Lekcja 3.6: Wzory Viete'a i rownania z parametrem - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan, tatwosci, btedy i schematy punktacji wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat
2024-2026. Zadania s3 autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt3_6.py).
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