Rownania i
nierownosci
z wartoscia
bezwzgledna

W kazdym arkuszu rozszerzonym z lat 2024-2026 bylo jedno
zadanie za 4 punkty z wartoscig bezwzgledna; sprawozdanie
CKE nazywa je ,pewniakiem”. Algorytm jest mechaniczny:
punkty zerowania, przedzialy, ktére razem daja cala oS,
rozwigzanie w kazdym przedziale, czes¢ wspdlna, suma. Punkty
traci sie na przedziatach, ktére nie pokrywaja osi, i na
zapomnianej czesci wspolne;j.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 30 min 6 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 60 prébka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 4 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym; III.R4

pelny trening na
osobnej stronie

3.5 - Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng

1/13



W TEJ LEKCJI

©  Modutto odlegtos¢

1 Proste przypadki:
|fl =
C

Ifl <
C

f1 >

C

2 Metoda przedziatow

3 Skroty: wytaczanie i kwadraty
4 Modut z tréjmianem

5 Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordw i co dalej

3.5 - Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng 2/13



o Modut to odlegtosé

|z — a| to odlegtos¢ liczby = od a na osi (lekcja 1.1 Dzialania, przedziaty i warto$¢ bezwzgledna).
Dlatego |z — 3| < 2 to ,,z jest blizej niz 2 od 3”, czyli (1, 5). Przy dwéch modutach interpretacja
odleglosciowa przestaje wystarczac i potrzebny jest algorytm. W zadaniach maturalnych moduty
zawsze dzielg o$ na kilka przedziatéw, w ktorych mozna je opuscic.

1 Proste przypadki: |f|=c, |fl|<c, |f|>c

e N
3 DLA ¢>0

* |f(z)|=c < f(z) =calbo f(z) = —c;
* |f(z)|<c <= —c< f(z)<cg
* |f(z)| >c < f(x) < —calbo f(z) > c.

Dlac < 0:|f| = ci|f| < cnie maja rozwigzan, | f| > c zachodzi zawsze (w dziedzinie).
N /

Przyktad 1.1
Nierownos¢ z jednym modutem
Rozwiqz nierownos¢ |2z — 5| > 3.

1 2zx-—5<-3albo2x—5>3.

2 x<lalbox >4.

[ Wynik: z € (—o0, 1] U [4, +00). ]

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 4 min

1 Rozwiaz réwnanie |3z + 1| = 7.

2 Rozwiaz nieréwnos$¢ |z? — 5| < 4.

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze
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2 Metoda przedziatow

Ve
58 ALGORYTM (TAK JEST PUNKTOWANY)

1. Wyznacz punkty, w ktérych wyrazenia pod modutami sie zeruja.

2. Podziel o$ na przedzialy, ktére razem daja R: kazdy punkt zerowania dotacz do
jednego z sasiednich przedziatéw (np. (—oo, a), [a, b), [b, +00)).

3. W kazdym przedziale opusé¢ modutly zgodnie ze znakiem: |[u| = udlau > 0, |u| = —u
dlau < 0.

4. Rozwiaz nier6wnos¢ liniowa i wez cze$¢ wspolna z przedziatem.

5. Odpowiedz to suma wynikow ze wszystkich przedzialéw.
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SYMULACJA 1 Lewa i prawa strona nieréwnosci jako wykresy. Przerywane linie to
punkty zerowania moduléw: miedzy nimi wykresy sa odcinkami prostych (albo tukami
paraboli), bo moduly mozna tam opuscié. Zbiér rozwigzan to te z, dla ktérych wykres
lewej strony jest pod (albo nad) wykresem prawej. Pierwsza nieréwnos$¢ to przyktad 2.1.

10

\

-6 -4 -2 0 2 4 6

— lewa strona L(x) =— prawa strona P(x) = zbiorrozwigzan = punkty zerowania modutow
nierownos¢ |x - 1] - 2|x + 2| < -1 punkty zerowania -2 i 1

zbidr rozwigzan (-», -6) U (-2/3, +w)

Punkty —2 i 1 dzielg 0$ na przedziaty, w ktorych kazdy modut ma staty znak i mozna go opuscic.
Rozwigzanie to te x, dla ktérych wykres L(x) lezy pod wykresem P(x). Na koricu suma wynikow ze
wszystkich przedziatow.

Stan na rysunku: [x - 1| - 2|x + 2| < -1; zbidr rozwigzan (-o, -6) U (-2/3, +).
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Przyktad 2.1
Dwa moduty, trzy przedziaty
Rozwiqz nieréwnos¢ |z — 1| — 2|z + 2| < —1.

1 Punkty zerowania: —2 i 1. Przedziaty: (—oo, —2), [-2, 1), [1, +00).

2 < -2(l-z)+2(x+2)=z+5< —1,czyliz < —6. Cze$¢ wspdlna: (—oo, —6).

3 —2<z<1l:(1-z)—2(+2)=-3z—3<—1,czyliz > —3. Cze$¢ wspblna: (-3, 1).

4 xz>1li(z—1)—-2(z+2)=—z—5< —1,czyliz > —4. Cze$¢ wspdlna: [1, +00).

[ Wynik: z € (—o0, —6) U (—2, +00). ]

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 12 min

1 Rozwiaz nieréwnos¢ |2z + 4| + |z — 3| > 9.

2 Rozwiaz réwnanie |z + 3| + |z — 1| = 6.

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

3 Skroty: wytaczanie i kwadraty

e M
5 DWA RUCHY, KTORE SKRACAJA RACHUNEK

* Wylaczenie: |4z — 8| = 4|z — 2|, |2 — z| = |z — 2|. Czesto po tym zostaje mniej
réznych modutéw.

e Kwadraty: dla nieujemnych stron |A| < |B| <= A?’< B? «— (A-B)(A+B)<0
. Sprawozdanie CKE z 2026 roku wskazuje te droge jako najszybsza.
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Przyktad 3.1

Przez kwadraty

Rozwiqz nierownos¢ |x + 1| < |2z — 4.
1 (z+12<(22-4)? < (z+1-2z+4)(z+1+2z—4) <0.

2 b-2)Bxz-3)<0 < (z—-5)(z—1)>0.

[ Wynik: z € (—o0, 1] U [5, +00). ]

/. ZADANIA - CZESC 3 1 zadanie - ok. 5 min
1 Rozwiaz réwnanie |6z — 3| + |1 — 2z| = 8.
an

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze

4 Modut z trojmianem

Przyktad 4.1
Wspélny czynnik

Rozwigz nieréwnos¢ |2z — 2| < |z — 1].

1 2z-2|=2lz—1], |22 - 1|= |z —1||z + 1].
2 Dlaxz = 1 obie strony sa zerami: nieré6wnos$¢ ostra nie zachodzi.

3 Dlaz # 1dzielimy przez |z — 1| > 0: 2 < |z + 1|, czyliz < —3 albo = > 1.

Wynik: z € (—oo, —3) U (1, +00). Dzielenie przez |z — 1| bez osobnego zbadania z = 1
to doktadnie ten blad, ktéry w 2026 kosztowal zdajacych ostatni punkt.

/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 6 min

1 Rozwiaz nieréwnos¢ |z? — 4| > |z + 2|.
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 23 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - JEDEN MODUtL

/. ZESTAWY A

1 Rozwiaz.
a)|lz+2/=5 b)|z—3] < -1

... pozostate przyktady na stronie treningu
oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - OPUSZCZANIE MODUtOW

/. ZESTAWY B

1 Zapisz bez modutdéw w podanym przedziale.

a)le—1/+z+3, z< -3 Db)2lz+1—|z—4,
—1<x<4

... pozostate przyktady na stronie treningu
moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze

POZIOM C - DWA MODULY I SKROTY

Z ZESTAWY C

1 Rozwiaz metodg przedziatow.

a)lz—1/+|z+3| =10

... pozostate przyktady na stronie treningu
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2 Rozwiaz skrétem (wylaczenie albo kwadraty).

a) |z — 2| < |z + 4|

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze

Petny trening (23 przyktadow i zadan) -

6 Na maturze

Zadanie z warto$cig bezwzgledng za 4 punkty byto w kazdym arkuszu rozszerzonym 2024-2026.
Wedtug sprawozdan CKE zdajacy uzyskali za nie $rednio 52% punktéw w 2025 i 49% w 2026, gdy
po raz pierwszy pojawil sie modut z tréjmianem. Zasady oceniania maja stale ograniczenia:
przedzialy, ktére nie pokrywaja R, daja co najwyzej 3 punkty; jeden btad nierachunkowy przy
opuszczaniu modulu co najwyzej 2 punkty; rozwiazanie graficzne bez rachunkowego
sprawdzenia punktéw przeciecia co najwyzej 3 punkty. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu
arkusza.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 16 pkt - ok. 45 min
1 (0-4 pkt) Rozwiaz nieréwno$¢ |z + 4| — 3|z — 1| > —2.
2 (0-4 pkt) Rozwiaz réwnanie [3z — 9| + |z + 1| = |3 — z| + |z — 5| + 6.
3 (0-4 pkt) Rozwiaz nier6wnos¢ |22 — 9| > |3z — 9.

4  (0-4 pkt) Rozwiaz nier6wnosé |z — 2| + |z + 2| < 6 — z.
oo podstawowe  weo $rednie sas trudniejsze
7 Najczestsze btedy

x  Przedziaty:z < -2, 2 <z <1,z >1.

Punkty —2 i1 nie naleza do zadnego przedzialu. Przedzialy musza dawaé R; inaczej co
najwyzej 3 punkty.
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x W przedziale wyszto x > —4, wiec to jest wynik.”

Wynik w przedziale [1, +00) to cze$¢ wspélna [1, +00) N (—4, +o0) = [1, +00).

x ,,0dpowiedz to czes¢ wspolna wynikow z przedziatow.”

Odpowiedz to suma: kazdy przedzial daje swoja cze$¢ zbioru.

”

x ,Dziele obie strony przez |z — 3|.

Tylko dla z # 3; przypadek « = 3 trzeba sprawdzi¢ osobno.

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- A
1 Ilewynosi|z —2|dlaz < 2?
2 — .
. J
- A
2 Jaki jest zbidr rozwiazan |z + 1| < —3?
Pusty.
. J
- N
3 Naile przedzialéw dziela o$ trzy rézne punkty zerowania?
Na cztery.
AN J
- N
4  Kiedy wolno podnie$é nieréwnos¢ |A| < |B| do kwadratu?
Zawsze: obie strony sa nieujemne.
AN J
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9 Karta wzorow i co dalej

e N
PROSTE PRZYPADKI ( ¢>0 ) PRZEDZIALY

fl<e —e<f<e razem R; w kazdym cze$¢ wspélna; na
lfl>c <= f<—-cVf>c koAcu suma

|A| < |B| «= (A-B)(A+B)<0 [ku| = k| |ul, la—b] = |b— al
o /
W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” jest definicja wartosci bezwzglednej i jej
podstawowe wlasnosci. Metody przedzialéw broszura nie opisuje.

Dalej: wzory Viete'a i rownania z parametrem (lekcja 3.6 Wzory Viéte'a i rownania z parametrem,).

3.5 - Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng 11/13


http://127.0.0.1:33037/pl/matura/3-6/

+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.3x+1:7albo3m—|—1:—7:w:2albox:—§.
2. 1.-4<x®>-5<4,czylil < 2?2 <9.

2.z € (-3, —1)uU(l, 3).

Zadania - czes$¢ 2

. LLza<-2-3z—-1>9,z< -3,
2.2<z<3c+7>9,z>2:2 3).

3.2>3:3z+1>9:caly [3, +00).

4

.z € (—oo0, —XJU[2, +o0).

2, lLa<—-3:2x—-2=06,x=—4v.
2. -3 <z < 1:4 = 6, sprzecznosc.
.x>1l:2z+2=6,x=2v.
4.z € {4, 2}.

Zadania - czes¢ 3

1. 1.|6z — 3| =32z — 1|, |1 — 2z| = |2z — 1|, wiec 4|2z — 1| = 8.

2.2z—1=22z=3aboz=—1.
Zadania - czesc 4

1. Ljz+2|jlz—2|>|z+2
2.2 =-2:0>0wv.
3.x# -2z —2|>1,czyliz < lalboz > 3.
4.z € (—o0, 1] U [3, +00) (liczba —2 juz jest w zbiorze).

Zestawy A

l.a)-7,3 b) o
Zestawy B

l.a) -2z —2 b)3z —2
Zestawy C

l.a) -6, 4

2.a) (-1, +o0)
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Zadania w stylu maturalnym

1.

4.

1. Przedzialy. (—oo, —4), [—4, 1), [1, +00).
2.2 < —4.—(z+4) +3(x —1) =2z — 7> —2,z > }: brak czeéci wspélnej.
3. 4<z<l(z+4)+3@x—-1)=4dz+1>-2,z>—3:(-3,1).
4z>1(z+4)-3@z—-1)=-22+7>-2,z<3:[1,3).

3 9

5.Suma.z € (-4, 3)-

1 pkt za podzial na przedzialty i nier6wnos¢ bez modutu w jednym z nich. 2 pkt za nieréwnosci bez
modutéw we wszystkich przedziatach. 3 pkt za rozwigzania w dwdch przedziatach (z czescia
wspolna). 4 pkt za odpowiedz.

Uwaga: przedzialy, ktére nie daja razem R (np. same nierdwnosci ostre), ograniczajg wynik do 3 pkt.

1. Wylaczenie. |3z — 9| = 3|z — 3|, |3 —z|=|z—3|: 2]z — 3|+ |z + 1| = |z — 5| +6.
2.z < —-1.2zc+6—2x—1=—2a2+5+6:-3x+5=—a+1l,z=-3 v.
3.-1<z<3.-2x+6+xz+1=—x+11:7 =11, sprzecznos¢.
4.3<z<b5.2x—6+zx+1=—-x+1l:4zc =16,z =4 v.

5.2z > 5.3z — 5 =a+ 1: ¢ = 3, poza przedzialem.

6. Odpowiedz. z € {3, 4}.

1 pkt za wytaczenie (albo podzial na przedziaty i jeden przedziat bez modutéw). 2 pkt za réwnania we
wszystkich przedziatach. 3 pkt za rozwigzania w co najmniej dwoch przedziatach. 4 pkt za {—3, 4}.

1. Czynnik wspoélny. |z — 3| |z + 3| > 3|z — 3|.

2.2 =3.0 > 0: falsz.

3.z #3.|z+3| >3:x < —6alboz > 0.

4. Odpowiedz. z € (—oo, —6) U (0, 3) U (3, +00).
1 pkt za rozklad |z — 3||z + 3| i 3|z — 3|. 2 pkt za zbadanie = 3. 3 pkt za |z + 3| > 3 1ijego rozwiazanie.
4 pkt za zbiér z wykluczonym 3.

Uwaga: pominiecie warunku z # 3 daje co najwyzej 3 pkt.

l.e < —2.-2z<6—=z,z>—6:[—6, —2).
2.-2<2<2.4<6—z,z<2caly[-2,2).
3.2>2.22<6—=z,z <2:{2}.

4. Suma. z € [—6, 2].

1 pkt za przedziaty i jeden przedzial bez modutéw. 2 pkt za wszystkie trzy nieréwnosci. 3 pkt za
rozwigzania w dwoch przedziatach. 4 pkt za [—6, 2.

Matura z matematyki - Lekcja 3.5: Wartos¢ bezwzgledna - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom rozszerzony, od roku
szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan, tatwosci, btedy i ograniczenia punktacji wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2024-2026.
Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt3_5.py).

35

Rownania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna 13/13



