MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 3.4

Wyrazenia, rownania
I nierownosci
wymierne

Na poziomie rozszerzonym wyrazenia wymierne trzeba
dodawaé, réwnania z nimi rozwigzywac z dziedzina, a
nier6wnosci rozwigzywac bez mnozenia przez mianownik o

nieznanym znaku. Ten ostatni ruch decyduje o punktach w
m+8

zadaniach z parametrem, gdzie warunek typu 5— > 0 jest
jednym z etapow.
CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 30 min 6 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 50 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 4 zakres
zadania w stylu r0Zszerzony:
maturalnym,; II.R6, ITI.R2,
pelny trening na ITI.R7

osobnej stronie
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o Mnozenie, ktorego nie wolno zrobic

. T — 2 . . . .
Nieréwnosé = T > 1. Pomnozenie przez x + 1 dajex — 2 > x + 1, czyli —2 > 1: brak rozwigzan.
x
A przeciez x = —2 daje :—‘f =4 > 1.Blad: dlaz < —1 czynnik = + 1 jest ujemny i zwrot powinien
sie odwrocié. Bezpieczna droga to przeniesienie wszystkiego na jedna strone: ﬁ —1= x__+31 >0,

co zachodzi doktadnie dla z + 1 < 0. Wynik: z € (—oo, —1).

1 Dziatania na wyrazeniach wymiernych

W(z)
Q(x)

sh WYRAZENIE WYMIERNE

* Dziedzina: wszystkie z, dla ktérych Q(x) # 0 (we wszystkich mianownikach, takze
tych, ktére znikna po skréceniu).

¢ Dodawanie: roztéz mianowniki na czynniki, wez najmniejszy wspoélny mianownik,
rozszerz utamki.

¢ Skracanie tylko przez czynnik wspdlny licznika i mianownika, nigdy przez sktadnik.

- J

Przykiad 1.1

Suma utamkow

2
x—2 x?

8
Zapisz w najprostszej postaci — i podaj dziedzine.

1 2?2 —4=(z—2)(z+2);dziedzina R\ {-2, 2}.
,  2z+2)-8 2 — 4 2z — 2)

(z—2)(z+2) (z—-2)(z+2) (z—-2)(z+2)

2
Wynik: oy dlaz € R\ {—2, 2}. Liczba 2 zostaje wykluczona, cho¢ znikneta z
x

mianownika.

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 5 min

3 18
1 U ;. iy . )
proscm+3+m_3 2 —9
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1 1
2 Uproéé e i podaj wartoéé¢ dla z = v/2.

+1

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

2 ROéwnania wymierne

Q(z)

Przenie$ wszystko na jedna strone, sprowadz do jednego ulamka, przyréwnaj

i

=0 < W(z)=0iQ(z) #0

licznik do zera i odrzué liczby spoza dziedziny.
- J

Przyktad 2.1

Odrzucony pierwiastek

., . T 1 2
Rozwiaz rownanie = .
4 z—1 + z+1 2 —1

1 Dziedzina x # +1. Mnozymy przez x> — 1 (to wolno w réwnaniu, bo w dziedzinie jest
rézne od zera): z(z + 1) + (z — 1) = 2.

2 x*+2x—-3=0,czyli(z+3)(z—1)=0.

3 2 = 1nienalezy do dziedziny.

[ Wynik: z = —3. }

/. ZADANIA - CZESC 2 1 zadanie - ok. 4 min

1 RozwiaZz réwnanie

rT—2

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze
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3 Nierownosci wymierne

4 )

W) o

0
T °

1. Wyznacz dziedzine: Q(z) # 0.

2. Przenies$ wszystko na jedna strone i sprowadz do jednego utamka. Nie mnoéz przez
mianownik o nieznanym znaku.

w w

3. Iloraz ma ten sam znak co iloczyn: 6 >0 <= W-Q >0 5 >0 <= W-Q>0
iQ #0.

4. Rozwiaz nierownos$¢ wielomianowa metoda wezyka (lekcja 3.3 Nieréwnosci
wielomianowe i rOwnania dwukwadratowe); pierwiastki mianownika zawsze
wykluczone.

o J
Przyktad 3.1
Nieostra nierownos¢ wymierna
. . . ’ ’ 7 3
Rozwiqz nierownosc 2t 1 < 2.
z+3 x+3—-2x+2 —xz+5
1  Dziedzi 1. - 2= = <0.
ziedzina x # 1 p— p— <0
2 <<= b-z)(z—1)<0iz#1czyli(z—5)(x—1) >0,z # 1.
3 (z—5)(z—1)>0dlaz <1alboz > 5; wykluczamy 1.
[ Wynik: z € (—o0, 1) U [5, +00). }
/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 8 min
C e ,, 2z —1
1 Rozwiaz nieréwnosé > 1.
an X + 2
2 Rozwiaz nieréwnosé z —4 >0
ann 4 wz —2r—3 — ’
moopodstawowe  meo $rednie s trudniejsze
A
4711
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Nierowno$¢ wymierna z parametrem

Przyktad 4.1

Etap z zadania o wzorach Viete'a
Pierwiastki réwnania (3 — m)z? + 2z +m + 5 = 0 majq iloczyn x1x2 = mt5 Dla jakich m

3—m’
ten iloczyn jest dodatni?

5
1 ;’i>o e (m+5)(3—m) >0
—m

2  Parabola w zmiennej m z ramionami w dét, pierwiastki —51 3.

Wynik: m € (=5, 3). Mnozenie ,,na krzyz” dom + 5 > 3 — m datoby m > —1: blad, za
ktéry w kluczu traci sie punkt etapu.

/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 4 min

-1

1 Dlajakich m zachodzi 2
m

moopodstawowe e Srednie mam trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Probka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 23 przyktadéw i zadan, z odpowiedziamii w
wersji do druku.

POZIOM A - WYRAZENIA

Z ZESTAWY A

1 Uproscipodaj dziedzine.

- 1 2 z? -9
Azt b):z:2—|—3:z:

r xz=+1
... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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POZIOM B - ROWNANIA

/. ZESTAWY B

1 Rozwiaz.

o 2 —4 z+1 z-1 8

a)m_2=O b)m—l_:z:+1_a;2—1

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - NIEROWNOSCI

/. ZESTAWY C

1 Rozwiaz nieré6wnos¢é.

an x_4

x+1 r—17—

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Wyznacz warto$ci parametru.
ame m + 4
a) —— >0
1-m

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (23 przyktadow i zadan) -

6 Na maturze

W arkuszach rozszerzonych z lat 2024-2026 nie bylo samodzielnego zadania z nieréwnoscia
wymierna. Takie nier6wnosci sa jednak etapem prawie kazdego zadania z parametrem i wzorami
Viete'a (lekcja 3.6 Wzory Viete'a i rOwnania z parametrem), np. warunek % > 0 w maju 2025. W
informatorze CKE dwie nieréwnosci wymierne od parametru sa czescia zadania za 6 punktéw.
Ponizsze zadania sg nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 12 pkt - ok. 30 min
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z+1 T
r—2 " z+2

1 (0-3 pkt) Rozwiaz nieréwnos$é

2 T 6
2 (0-3 pkt) Rozwiaz rownanie = .
(0-3 pkt) Rozwiaz row w+1+w—2 22—z —2

2
-9
3 (0-2 pkt) Wyznacz wszystkie wartos$ci m, dla ktérych T:rLz — <0.

4 (0-4 pkt) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, ze a + b = 2, prawdziwa
1 1

—>1
a+1+b+1_

jest nieréwnos¢

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

w2 >1,wiecz —2 >+ 17

Mnozenie przez z + 1 wymagatoby znajomosci jego znaku. Przenie$ na jedng strone.

x ,Po skrdceniu (z — 2) dziedzina sie rozszerza.”

Dziedzine wyznacza sie przed skréceniem i ona sie nie zmienia.

&S ,,%20<:>W'QZO."

Trzeba doda¢ Q # 0: pierwiastki mianownika spelniajg W - Q = 0, ale nie naleza do
dziedziny.

+3 _ 9
X ,,%—1—‘—3.

Skraca sie czynniki, nie skladniki: %"—3 =1+3.

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.
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1 Kiedy %(3% =0?

x

Gdy W(z) =0iQ(z) # 0.

2 Jakiznak ma § w poré6wnaniu z ab?

Ten sam (dla b # 0).

- J
- a
3 Jakajest dziedzina 5—L?
R\ {0, 1}.
- J
- a

4  Czy w réwnaniu wymiernym wolno pomnozy¢ przez mianownik?

Tak, w dziedzinie (jest tam rézny od zera). W nierdwnosci nie, jesli nie znasz jego
znaku.
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9 Karta wzorow i co dalej

ROWNANIE NIEROWNOSC
% =0 <<= W=0ANQ#0 jedna strona, jeden ulamek
dziedzina przed skracaniem % 20 <= WQ=20,Q+#0

Broszura CKE ,Wybrane wzory matematyczne” nie zawiera regut z tej lekcji.

Dalej: wartos¢ bezwzgledna (lekcja 3.5 Rdwnania i nierownosci 2 wartosciq bezwzgledna) i wzory
Viete'a z parametrem (3.6 Wzory Viéte'a i rownania z parametrem,).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 1. Wspdlny mianownik (z — 3)(z + 3).
2. Licznik z(z — 3) + 3(z +3) — 18 = 2? — 9.
3. Wynik 1 dla z # +3.
1
“xz(z+1)
o 12— V2
2442 2

Zadania - czesc 2

1. 1.2#0,2; 3z —2(x —2) =z(z—2).
2.z +4=2?—2zx,czyliz? — 3z —4=0.
3.z =—lalboz =4.

Zadania - czes$¢ 3

rz—3

1. 0
T+ 2 -
2.(z—3)(x+2)>0:2 € (—00, =2) U (3, +0).
-2 2
2. 1. w > 0, dziedzinaxz # —1, 3.
(z—3)(z+1)

2. Pierwiastki —2, —1, 2, 3; znaki od prawej: +, —, +, —, +.
3.z € (—o0, —2]U (-1, 2] U (3, +00).

Zadania - czesc 4

m—3
“m+2
2.(m—3)(m+2) <0:me(-2,3).

1

<0

Zestawy A

3r+1 z—3
a) ———; ,—1Db
1a)m(w+1)$7é0 1 b) T

;e #£0, =3
Zestawy B

l.a)—2 b)2
Zestawy C

l.a) (—1,4) b)(—oo, 1)U [2, +00)

2.a)(—4,1)
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Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Dziedzina.z # +2.
(z+1)(z+2)—z(x—2) 5z + 2 -0
(z —2)(z +2) S (x—-2)(z+2) T
3. Wezyk. pierwiastki —2, —2, 2; iloczyn (5z + 2)(z — 2)(z +2) > 0dlaz € [-2, —2] U [2, +o0).

2. Jeden ulamek.

4. Dziedzina. wykluczamy +2: z € (-2, —2] U (2, +00).

1 pkt za dziedzine i sprowadzenie do jednego utamka. 2 pkt za nieréwnos$¢ wielomianowsg
réwnowazna. 3 pkt za zbiér z wykluczonymi +2.

2. 1.Dziedzina.z’ —z — 2= (z — 2)(z + 1), wiecz # —1, 2.
2. Mnozenie. 2(z — 2) + z(z + 1) = 6, czyliz? + 3z — 10 = 0.
3. Wynik. (z + 5)(z — 2) = 0; z = 2 poza dziedzina, zostaje z = —5.
1 pkt za dziedzine. 2 pkt za réwnanie kwadratowe i jego pierwiastki. 3 pkt za odrzucenie 2 i
odpowiedz —5.

3. 1l.Hoczyn. (m —3)(m+3)(m—1) <0, m # 1.
2. Wynik. znaki od prawej: 4+, —, +, —:m € (—o0, —=3] U (1, 3].

1 pkt za nieréwnos¢ wielomianowgq z warunkiem m # 1. 2 pkt za zbiér.

(b+1)+ (a+1) 4 4
4. 1. tamek. = - '
Jeden utame (a+1)(b+1) ab+a+b+1 ab+3

2. Réwnowazno$¢. mianownik dodatni, wiec niero6wno$é <= 4> ab+3 <= ab < 1.

3.Szacowanie.b=2—a: ab=2a—a*=1—(a—1)* < 1.
4. Wniosek. nierownos¢ prawdziwa; rownosé¢ dlaa = b = 1.

1 pkt za sprowadzenie do ab%. 2 pkt za réwnowazng nieréwnos¢ ab < 1 z uzasadnieniem znaku
mianownika. 3 pkt za ab = 1 — (a — 1)? (albo nieré6wno$é¢ miedzy $rednimi). 4 pkt za pelny dowéd.

Matura z matematyki - Lekcja 3.4: Wyrazenia, rownania i nierébwnosci wymierne - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze i zasady oceniania CKE z lat 2024-2026. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone
(tools/verify/mt3_4.py).
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