Nierownosci
wielomianowe

I rownania
dwukwadratowe

Nieréwnos¢ wielomianowa rzadko jest na maturze osobnym
zadaniem, ale pojawia sie w sSrodku zadan z wartoscia
bezwzgledna, z parametrem i w dowodach. Metoda jest zawsze
ta sama: rozlozy¢ wielomian na czynniki, zaznaczy¢ pierwiastki
z krotnosciami i odczytac znak z ,wezyka”. Punkty traci sie na
pierwiastkach parzystej krotnosci i na czynnikach, ktére nie
maja pierwiastkow.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 30 min 6 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 50 prébka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 4 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym; ITI.R1, III.R6

pelny trening na
osobnej stronie
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o Znakiloczynu

Hoczyn (z 4+ 2)(z — 1)(z — 3) jest dodatni, gdy ujemnych czynnikéw jest parzyscie wiele. Dla
bardzo duzego = wszystkie trzy sa dodatnie, wiec iloczyn tez. Przy przejsciu przez x = 3 czynnik
x — 3 zmienia znak, wiec zmienia sie znak calos$ci. Potem tak samo przy 11i przy —2. Stad zbi6r
(x+2)(x —1)(z —3) >0to (-2, 1) U (3, +00). Rysunek, na ktérym znak ,wije sie” przez kolejne
pierwiastki, nazywa sie w szkole wezykiem.

1 Metoda ,,wezyka”

e I
§f8 PRZEPIS NA W(z) =0

1. Rozt6z W na czynniki liniowe i kwadratowe bez pierwiastkéw: W (z) = a(zx —
)k (2 —z,)" - Q(x), gdzie Q > 0.

2. Zaznacz pierwiastki na osi. Zacznij z prawej strony od znaku a.

3. Idac w lewo, przy pierwiastku nieparzystej krotnosci zmien znak, przy parzystej
zostaw (wykres sie odbija).

4. Odczytaj przedzialy; przy > i < dotacz wszystkie pierwiastki, takze te parzystej
krotnosci, wokét ktorych znak jest ,,zty”.
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SYMULACJA 1 Wielomian roztozony na czynniki, jego wykres i pasek znakéw pod
spodem. Wybierz wielomian i nier6wnos$¢. Wieksze kropki to pierwiastki parzystej
krotnos$ci: wykres sie od nich odbija i znak sie nie zmienia. Poréwnaj W (z) > 0i W (z) >
0dla (z + 3)(x + 1)(x — 2)*: liczba 2 wchodzi do zbioru tylko przy nieréwnosci nieostrej.

x2

+ - + +

— y=W(x) — pierwiastki (podwdjne: odbicie) = zbidr rozwigzan
W) (x + 3)(x + 1)(x - 2)2 pierwiastki (krotnos¢) -3 (1); -1 (1); 2 (2)

W) =0 (-«, -3] U [-1, +=)

Znak skrajnie po prawej to znak wspotczynnika przy najwyzszej potedze (+). Przy pierwiastku
nieparzystej krotnosci znak sie zmienia, przy parzystej nie (tu: x = 2; wykres sie odbija). Przy
nieostrej nierownosci pierwiastek parzystej krotnosci nalezy do zbioru, nawet jesli wokot niego znak
jest zty.

Stan na rysunku: W(x) = (x + 3)(x + 1)(x = 2)2; W(x) = 0 dla x € (-», -3] U [-1, +w).
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Przyktad 1.1
Pierwiastek podwojny
Rozwiqz nieréwnos¢ (z + 3)(z + 1)(z — 2)? < 0.
1 Pierwiastki: —3 (1), —1 (1), 2 (2). Wspdtczynnik przy z* dodatni.

2  Znaki od prawej: (2, +00): +; przy 2 bez zmiany: (—1, 2): +; przy —1 zmiana: (—3, —1)
: —; przy —3 zmiana: (—oo, —3): +.

3 < 0: przedzial ze znakiem — z koficami oraz pierwiastek 2.

[ Wynik: z € -3, —1] U {2}. j

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 5 min

1 Rozwiaz nieréwnosé —z(z — 4)(z + 1) > 0.

2 Rozwigz nier6wnos$é (z — 1)?(z + 2) > 0.

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

2 Najpierw rozktad

Narzedzia rozkladu sa w lekcji 2.2 Wielomiany: dzielenie, rozklad na czynniki, pierwiastki

calkowite: wylaczanie przed nawias, grupowanie, wzory skréconego mnozenia, pierwiastki
catkowite i dzielenie przez dwumian. Zanim zaczniesz szukac¢ pierwiastkow, sprawdz
grupowanie: czesto wystarcza.
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Przyktad 2.1
Grupowanie
Rozwiagz nieréwnosé 3 — 222 — 9z + 18 > 0.

1 22(z—-2)—-9(z—-2)=(z—2)(x®2—-9) = (z—2)(z — 3)(z + 3).

2  Pierwiastki —3, 2, 3 (pojedyncze), wspotczynnik dodatni: od prawej +, —, +, —.

[ Wynik: z € [-3, 2] U [3, +00). ]

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 8 min

1 Rozwiaz nieréwnosé z* + 4z? + 4z < 0.

2 Rozwiaz nieréwnoéé z® — 3z2 — 4z + 12 < 0.

moopodstawowe e Srednie mam trudniejsze

3 Rownania dwukwadratowe

M az* +b2x2+c=0

Podstaw t = z? z warunkiem ¢ > 0: at® + bt + ¢ = 0. Kazde t > 0 daje dwa
rozwigzania = ++/%, t = 0 daje jedno (z = 0), t < 0 nie daje zadnego.

Przyktad 3.1
Podstawienie
Rozwiqz réwnanie z* — 7z% — 18 = 0.

1 t=x>>0:2—-7t—-18=0,(t—9)(t+2) =0.

2 t=9dajexr = +£3;t = —2 < 0 odrzucamy.

[ Wynik: z € {3, 3}. J
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/. ZADANIA - CZESC 3 1 zadanie - ok. 4 min

1 Rozwiaz nieréwnoéé z* — 1022 + 9 < 0.

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

4 Liczbarozwigzan z parametrem

Przyktad 4.1
Cztery rozwiazania
Dla jakich m réwnanie z* — 4z + m = 0 ma cztery rézne rozwiqzania?

1 t=z2t®— 4t + m = 0 musi mie¢ dwa rdézne dodatnie pierwiastki.
2 A=16—4m >0, czylim < 4.

3 Obadodatnie:t;1 +t2 =4 >0vitita =m > 0.

[ Wynik: m € (0, 4). Dlam = 0jestt = 01t = 4: trzy rozwiazania (0, +2). J

/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 5 min
1 Dlajakich m réwnanie z* — 222 + m — 3 = 0 ma doktadnie dwa rozwiazania?

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 25 przykladow i zadan, z odpowiedziamiiw
wersji do druku.

POZIOM A - POSTAC ILOCZYNOWA

/. ZESTAWY A
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1 Rozwiaz nieré6wnosc¢.
a)(z—-1)(z+2)(z—4) <0 D) (z+1)*(z—3)<0

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - NAJPIERW ROZKtAD

/. ZESTAWY B

1 Rozlézirozwiaz.

a)zd — 4z >0 b)yz? - Tz +6<0

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - DWUKWADRATOWE

/. ZESTAWY C

1 Rozwiaz.

a)zt —1322+36=0

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Podaj liczbe rozwiazan réwnania z* — 62> + m = 0 dla podanego m.

aym=>5

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (25 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W arkuszach rozszerzonych z lat 2024-2026 nie bylo osobnego zadania z nieré6wnoscia
wielomianowa. Nieréwnosci tego typu pojawiaja sie jako etap: w zadaniu z wartoscia
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bezwzgledng z maja 2026 jedna z drég prowadzila przez nieré6wno$¢ stopnia czwartego z
pierwiastkiem podwdéjnym, a sprawozdanie CKE odnotowuje, ze czesto pomijano warunek = # 3.
W informatorze nieréwnosci wielomianowe od parametru sa fragmentem zadania za 6 punktéw.
Ponizsze zadania sg nasze; ¢wicza to samo narzedzie w osobnych zadaniach.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 12 pkt - ok. 30 min

1 (0-3 pkt) Rozwiaz nieréwnoéé z* + z? — 8z — 12 > 0.

2 (0-2 pkt) Rozwiaz réwnanie 20t — 72 — 4 =0.

3 (0-3 pkt) Rozwiaz nieréwnos¢ (22 — 4)(z? — 6z + 9) < 0.

4 (0-4 pkt) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie z* — (m +
«= 1)z? + m = 0 ma dokladnie cztery rézne rozwiazania.

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze

7 Najczestsze btedy

X

»Przy kazdym pierwiastku znak sie zmienia.”

Tylko przy pierwiastku nieparzystej krotnosci. Przy (z — 2)? znak zostaje.

X

w(z —3)%(z+1) >0, wiecz > —1.”
To prawda, ale przy > 0 trzeba wykluczy¢ « = 3, a przy < 0 dotaczy¢ {3} do (—oo, —1].

X

»Zaczynam od znaku + z prawej.”

Zaczynasz od znaku wspétczynnika przy najwyzszej potedze. Przy —z° + ... z prawej jest

X

»x2 + 4 to czynnik z pierwiastkami +2.”

z? + 4 > 0 zawsze. Nie zmienia znaku i nie daje pierwiastkéw.

3.3 - Nieréwnosci wielomianowe i réwnania dwukwadratowe 8/12



8 Sprawdz sie

Odpowiedz w myslach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e A
1 Jakiznak ma —2z° + ... dla bardzo duzych z?

Ujemny.

2 Czyz = 1 nalezy do zbioru rozwiazan (z — 1)*(z + 5) > 0?

Nie: tam wielomian jest réwny 0.

3 Ilerozwiazan ma z* = 16?

Dwa: £2.

4 Tle rozwiazan dajet = z? = 0?

Jedno: z = 0.
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9 Karta wzorow i co dalej

' N
WEZYK DWUKWADRATOWE
start z prawej: znak a,, t=2>>0
nieparzysta krotno$é: zmiana; parzysta: t > 0:dwaz, t = 0:jedno, ¢t < 0: zadne
odbicie
>, <: dolacz wszystkie pierwiastki

& J
Broszura CKE ,Wybrane wzory matematyczne” nie opisuje metody wezyka ani podstawienia ¢t =

z2.

Dalej: réwnania i nierownosci wymierne (lekcja 3.4 Wyrazenia, réwnania i nierownosci
wymierne), wartosc¢ bezwzgledna (3.5 Rownania i nierdwnosci z wartosciq bezwzglednaq).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 1.Pierwiastki —1, 0, 4; wspétczynnik przy z* ujemny.
2. Znaki od prawej: —, +, —, +.
3.z € (—oo, —1) U (0, 4).

2. 1.Dlaz # 1 kwadrat jest dodatni, wiec znak to znak x + 2.
2.2 >-2iz#1:(-2,1)U (1, +00).

Zadania - czesc 2

1. l.z(z+2)2<0.

N

.Dlaz # —2znaktoznakz:z < 0, x # —2.
. (=00, =2) U (-2, 0).

g
_ o w

.23z —3) —4(z - 3) = (z — 3)(z — 2)(z + 2).
. Znaki od prawej: 4+, —, +, —.

N

3.z € (—o0, —2]U[2, 3].
Zadania - czesc 3

1. 1.(z22-1)(a®—-9)=(z—1)(z+ 1)(z — 3)(z + 3).
2. Znaki od prawej: +, —, +, —, +.
.z e (-3, -1)U(1,3).

Zadania - czesc¢ 4

1. 1.t2—2t+m —3=0,t> 0. Dwa rozwigzania z sa wtedy, gdy jest doktadnie jedno ¢ > 0 (i nie ma t = 0).
2. Podwojny pierwiastekt = 1: A =4 —4(m — 3) =0, czylim = 4.
3. Albo pierwiastki réznych znakéw: t1ts = m — 3 < 0, czylim < 3.

4.m € (—oo, 3) U {4}.
Zestawy A
1.a) (—oo, —2) U (1,4) b) (—oo0, 3]
Zestawy B
1.a)[-2, 0] U[2, +00) b) (—o0, —3] U1, 2]
Zestawy C
1.a) +2, +3

2.a)4
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Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Pierwiastek. dzielniki 12; W (3) =27+9 —24 - 12 =0.
2. Rozklad. Horner przez z — 3: 1;4; 4; 0, czyli W(z) = (z — 3)(z® + 4z + 4) = (z — 3)(z + 2)*.
3.Znak. (z + 2)? > 0; dla z # —2 znak to znak z — 3.
4. Wynik. z € {—2} U [3, +00).
1 pkt za znalezienie pierwiastka 3. 2 pkt za rozktad (z — 3)(z + 2)%. 3 pkt za zbi6r {—2} U [3, +c0).

Uwaga: odpowied? [3, +00) bez —2 to typowa utrata ostatniego punktu.

2. 1.Podstawienie.t = 2> > 0:2t> -7t —4 =0, A =81,t =4albot = —1.
2. Wynik. t = 4: ¢ = +2; ¢t = —1 odrzucamy.

1 pkt za rozwiazania réwnania w ¢. 2 pkt za x = +2 z odrzuceniem ¢ < 0.

3. 1.Rozklad. (z — 2)(z + 2)(z — 3).
2.Znak. dla z # 3 znak to znak (z — 2)(z + 2): yjemny dla —2 < z < 2.
3. Wynik. z € (-2, 2) (liczba 3 nie spelnia nieréwnosci ostrej i nie lezy w tym przedziale).

1 pkt za rozklad na czynniki liniowe. 2 pkt za poprawny uktad znakéw z uwzglednieniem pierwiastka
podwdjnego. 3 pkt za zbiér (-2, 2).

4. 1.Podstawienie.t = z%t* — (m+ 1)t + m = (t — 1)(t —m) = 0, czylit = 1 albo t = m.
2. Warunek. potrzeba dwdéch réznych dodatnich ¢:m > 0im # 1.
3. Wynik. m € (0, 1) U (1, +o0).
1 pkt za rOwnanie w t. 2 pkt za pierwiastki t = 1, t = m (albo za warunki A > 0, t1t5 > 0,¢; + t5 > 0). 3
pkt za warunki m > 01im # 1. 4 pkt za odpowiedz.

Matura z matematyki - Lekcja 3.3: Nieréwnosci wielomianowe i réwnania dwukwadratowe - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z
matematyki, poziom rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze, zasady oceniania i sprawozdania CKE z lat 2024-2026. Zadania sg
autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt3_3.py).
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