Rownania i
nierownosci
kwadratowe,

rownania
wielomianowe w

postaci iloczynowej

Nierownos¢ kwadratowa za 2 punkty jest w kazdym arkuszu
podstawowym i nalezy do najtatwiejszych zadan otwartych, pod

warunkiem Ze algorytm doprowadzi sie do korica. Obok niej

stoja réwnania w postaci iloczynowej, w ktérych trzeba policzy¢

rozwigzania i nie dac sie zltapac na czynnik bez pierwiastkow,

oraz rOwnania wymierne, ktére po wymnozeniu daja réwnanie

kwadratowe.
CZAS ZADANIA
ok. 35 min 8 zadan w tresci,
czytania + ok. 50 prébka treningu
min zadan rachunkowego, 5
zadan w stylu
maturalnym,;

pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
podstawowy:
I11.4, II1.5
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o Cztery czynniki, dwa rozwigzania

Ile rozwigzai ma réwnanie 3z(z — 2)(z? + 9) = 0? Iloczyn jest zerem, gdy zeruje sie ktory$
czynnik. 3z = 0 daje 0, z — 2 = 0 daje 2, a z* + 9 = 0 nie ma rozwiazan, bo 2> + 9 > 9. Odpowied:
dwa rozwigzania. Kto ,rozwiaze” z> + 9 = 0 jako x = +3, dostaje cztery. Ten sam btad na odwrét
dotyczy pierwiastka podwéjnego: (z — 1)2 = 0 ma jedno rozwiazanie, nie dwa.

1 Rownanie kwadratowe

4 )
§* TRZY DROGI DO PIERWIASTKOW az’ +bz+c=0
* Wylaczenie (gdy ¢ = 0): az® + bx = z(ax + b).
* Wzory skr6conego mnozenia (gdy b = 0 albo widaé kwadrat): z> — 9 = (z — 3)(z + 3)

—bF VA

* Wyréznik: A = b* — dac;dla A > 0: 215 = 90

brak pierwiastkow.

b
;dlaA =02 = ——;dlaA <0
2a

Przyktad 1.1
Bez wyrdznika
Rozwiqz réownania: a) 5x* = 15x; b) 4z> — 25 = 0.

1 a)bz? — 15z = 5z(z — 3) = 0, wiec z = 0 albo = = 3. Dzielenie przez z zgubiloby
rozwiazanie 0.

2 b)(2z—5)(2z +5) =0, wiecz = +2.

[ Wynik: a) {0, 3}; b) {2, 2}. }

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 4 min

1 Rozwiaz réwnanie z° — 5z — 14 = 0.

2 Rozwiaz réwnanie 922 — 6z + 1 = 0.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze
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2 Nierownos¢ kwadratowa: pie¢ krokow

Ve
68 ALGORYTM (DOKLADNIE TAK PUNKTUJE KLUCZ)

1. Przenie$ wszystko na jedna strone: az® + bx + ¢ = 0.

2. Policz pierwiastki tréojmianu (wylaczenie, wzory albo A). Za to jest 1 punkt.

3. Naszkicuj parabole: ramiona w gore dla a > 0, w dét dla a < 0, przez pierwiastki.
4. Odczytaj, gdzie parabola jest nad osia (> 0) albo pod nia (< 0).

5. Zapisz zbiér z wlasciwymi nawiasami: przy >, < pierwiastki naleza do zbioru. Za to
jest drugi punkt.

Nigdy nie dziel obu stron przez wyrazenie z x: klucz daje za to 0 punktow.
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SYMULACIA1  Nier6wno$é az? + bz + ¢ = 0. Zmieniaj wspétczynniki i zwrot. Kropki na
osi Oz to pierwiastki, zielony zbidr to rozwigzania. Porownaja = 1ia = —1 przy tym
samym zwrocie: zbidér przechodzi z ,na zewnatrz” do ,,miedzy”. Ustaw A < 0 i zobacz,
kiedy rozwiazaniem jest R, a kiedy zbior pusty.

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
— y=ax?+bx+c — miejscazerowe = zbiorrozwigzan
nierownos¢ x2 - 2x - 3 =z 0 A 16 pierwiastki -1; 3

zbidér rozwiazan (-, -1] U [3, +®)

Ramiona w gore (a > 0). Parabola lezy nad osig Ox na zewnatrz pierwiastkow. Nierownos¢ nieostra:
pierwiastki nalezg do zbioru.

Stan na rysunku: x2 - 2x - 3 = 0; zbior rozwigzan (-«, -1] U [3, +x).
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/. ZADANIA - CZESC 2

Przyktad 2.1

Petne rozwigzanie za 2 punkty

Rozwiqz nieréwnosé 2z — 3z > x + 6.

1 2z% — 4z — 6 > 0, czyli (po podzieleniu przez 2 > 0) 2 — 2z — 3 > 0.

24 244
2 A=4+12=16 @ =~ = -1, m2:%:3,

3 Ramiona w gore: parabola jest nad osig na zewnatrz pierwiastkéw.

[ Wynik: z € (—oo0, —1] U [3, +00). ]

2 zadania - ok. 6 min

1 Rozwiaz nier6wnos¢ z(x — 4) < 12.

2 Rozwiaz nieréwno$éé —z? + 6z — 9 < 0.

moopodstawowe e Srednie mam trudniejsze

Rownanie w postaci iloczynowej

-~

sfp W(z)=0 ,GDY W JEST ILOCZYNEM

Iloczyn jest rowny zero <= ktéry$ czynnik jest réwny zero. Rozwiazania to suma
rozwigzan poszczegélnych czynnikéw, przy czym:

e stata rézna od zera (np. 3) nie daje rozwiazan;
e czynnik bez pierwiastkéw (z% + 9, 22 + 2z + 5z A < 0) nie daje rozwiazan;
* ten sam pierwiastek z dwoch czynnikéw liczymy raz.
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Przyktad 3.1
Suma rozwigzah z parametrem

Réwnanie 2(x — 4)(x + m)(3z + 6) = 0 ma trzy rézne rogwiqzania, ktorych suma jest réwna 0.
Wyznacz m.

1 Rozwiazania: 4, —m, —2.
2 4—m—2=0,wiec m = 2. Wtedy rozwiazania to 4, —2, —2: tylko dwa rézne!

3 Warunek ,trzy rézne” wymaga —m # 4i —m # —2. Dlam = 2 nie jest speiniony.

Wynik: nie ma takiego m. Gdyby pomina¢ stowo ,,r6zne”, wynik m = 2 tez nie bylby
poprawny, bo suma rozwigzan {4, —2} wynosi 2, a nie 0.

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 6 min

1 Ile rozwigzan ma réwnanie 5(z + 1)2(z? — 16) = 0?

2 Ile rozwigzan ma réwnanie z(z% — 5)(z2 + z + 1) = 0?

w

Rownanie (z — 3)(z + m)(2z — 4) = 0 ma rozwiazania, ktérych suma jest rowna 10.
==  Wyznacz m (rozwigzania liczymy bez powtérzen).

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze
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Rownanie wymierne
prowadzace do kwadratowego

Przyktad 4.1

Rozwiazanie z przedziatu

. . . . 2z +3 1 . .
Wyznacz wszystkie rozwiqzania rownania vt 5 = Tt nalezqce do przedziatu (—oo, 0).
r — €T

1 Dziedzina: x # 2, x # 0.
2 Nakrzyz: z(2z +3) = (z + 1)(z — 2), czyli 22> + 3z = 2® —z — 2.
3 2?+42+2=0, A=8,z=-2F2.

4 Obasaujemne: —2 — 2 ~ —3,41i —2 + /2 ~ —0,59.

[Wynik:m:—2—\/§albox:—2+\/§. }
/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 5 min
S . T+2 2z, . . . .
1 Rozwiaz rownanie 1= 771 i wybierz rozwiazania z przedziatu (1, +o0).
r — x

moopodstawowe  mmo Srednie maa trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 31 przykladow i zadan, z odpowiedziamiiw

wersji do druku.

POZIOM A - ROWNANIA

Z ZESTAWY A

1 Rozwiaz réwnanie.
-

a) 3z2 = 12z b)z? +2x —-15=0

... pozostate przyktady na stronie treningu
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

POZIOM B - NIEROWNOSCI

/ ZESTAWY B

1 Rozwiaz niero6wnosc.
a)z? -3z —-10<0 b)z2+4z+4>0

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Przenies$ najedna strone i rozwiaz.

a)z(z +3) <10

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - ILOCZYN I ROWNANIA WYMIERNE

/. ZESTAWY C

1 Podaj liczbe rozwiazan (albo ich sume, gdy napisano ,suma”).

a)2z(z — 3)(z>2+4) =0

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Rozwiaz (z dziedzina).
amp a) T + 3 B §
r 2

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (31 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W kazdej sesji z lat 2024-2026 byta dokladnie jedna nieréwnos$é kwadratowa za 2 punkty. Wedtug
sprawozdan CKE zdajacy uzyskali za nig Srednio 68% punktéw w 2025 i 73% w 2026, kiedy byta
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najlatwiejszym zadaniem otwartym arkusza. Najczestsze btedy to zakonczenie na pierwiastkach,
zty kierunek przy odczycie z paraboli i pomylki w A. Zadania zamkniete z rownaniem w postaci
iloczynowej mialy tatwos¢ 62-64%: gubiono czynnik bez pierwiastkéw albo liczono podwojny
pierwiastek dwa razy. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 8 pkt - ok. 20 min

1 (0-2 pkt) Rozwiaz nieréwnoéé 22> + 5z < 3z + 12.
2 (0-1 pkt) Réwnanie 4z(z + 2)*(z? 4+ 16) = 0 ma w zbiorze liczb rzeczywistych doktadnie

A. dwa rozwigzania B. trzy rozwigzania C. cztery D. pie¢ rozwigzan
rozwigzania

3 (0-1 pkt) Réwnanie (z + 5)(z — m)(3z — 6) = 0 ma trzy rézne rozwiazania, ktérych
*  suma jest rowna 4. Wtedy

A.m=-7 B.m=-1 C.m=1 D.m=7

4 (0-1 pkt) Zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnosci —x? + 4 > 0 jest

A. (-2, 2) B. C. (-4, 4) D. (—oo, 2)
(—OO, _2) U (2’ +OO)

L o 3z—1 z+1
5 (0-3 pkt) RozwiaZz réwnanie =
- x+2 2z

(0, +00).

. Podaj rozwigzania nalezace do przedziatu

moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze

7 Najczestsze btedy

x ,Policzytem pierwiastki, wiec koniec.”

To 1 punkt z 2. Zbiér rozwiazan nieréwnosci trzeba zapisac.

x ,z? <9, wiecz < 3.

22 <9 <= —3 < z < 3. Pierwiastkowanie nieréwnoéci gubi ujemne liczby.
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x 5z = 15z, dziele przez z: x = 3.”

Zgubione rozwigzanie z = 0. Wylaczaj, nie dziel.

x ,r?2+9=0dajexr =+3."

x> = —9 nie ma rozwiazan rzeczywistych.

4 =Y wigcA-C=B-D”

»B

Nakrzyzto A- D = B - C. Pomylka jest bledem metody: 0 punktow.

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- N
1 Dlaa > 0iA > 0: gdzie jest zbiér rozwiazan az’ + bz + ¢ < 0?

Miedzy pierwiastkami.

2 Jaki jest zbidr rozwiazan z? + 1 > 0?

R.

3 Ilerozwiazan ma (z — 2)%(z + 2) = 0?

Dwa: 21 —2.

4  Co trzeba zrobié z rozwigzaniami réwnania wymiernego?

Sprawdzi¢, czy naleza do dziedziny (i do przedzialu, jesli zadanie go podaje).
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9 Karta wzorow i co dalej

Ve
KWADRATOWE ILOCZYN

A =b*—4dac, z;5 = % zero, gdy ktéry$ czynnik zero

a > 0: > 0 na zewnatrz, < 0 miedzy z% + k, k > 0: brak pierwiastkéw

pierwiastek podwdjny liczymy raz
o

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sa wzory na A, pierwiastki i postac
iloczynowa tréjmianu. Algorytmu nieréwnosci broszura nie podaje.

Dalej: dla rozszerzenia nierownosci wielomianowe (lekcja 3.3 Nierdwnosci wielomianowe i
rownania dwukwadratowe) i wzory Viéte'a z parametrem (3.6 Wzory Viete'a i rownania z

parametrem); funkcje kwadratowq opisuje lekcja 5.3 Funkcja kwadratowa: trzy postacie i wykres.

3.2 - Réwnania i nieréwnosci kwadratowe, rownania wielomianowe w postaci iloczynowej

12714


http://127.0.0.1:37999/pl/matura/3-3/
http://127.0.0.1:37999/pl/matura/3-3/
http://127.0.0.1:37999/pl/matura/3-6/
http://127.0.0.1:37999/pl/matura/3-6/
http://127.0.0.1:37999/pl/matura/5-3/

+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 1.A=25+56=281

5F9 .
= —:-2iT.
X 2 1

2. (3z — 1)? = 0: jedno rozwiazanie z = %
Zadania - czesc 2

1. .22 —4z-12<0
2. A = 64, pierwiastki —21i 6.
3.z€[-2, 6]

2. 1. (z-3)2<0 < (z—3)2>0
2.z e R\ {3}.

Zadania - czes$¢ 3
1. -1, —4, 4: trzy rozwigzania.

2. 1.0, +45; 22+ 2z +1maA=-3<0.
2. Trzy rozwiazania.
3. 1.Rozwiazania 3, 2, —m.

2.Jesli—m ¢ {2, 3}: 5 —m =10, wiecm = =5 (—m =5 v).
Zadania - czesc 4

1. 1.Dziedzina x # +1.
2. (z+2)(z +1) = 2z(z — 1), czyliz® + 3z + 2 = 222 — 2z.

V33
3.w2—5w—2=0,m=5:':2 .

5+ +/33
4. Do (1, +o00) nalezy tylko +2 ~ 5,37.

Zestawy A
1.2)0,4 b)—5,3
Zestawy B
l.a)(—2,5) )R\ {-2}
2. a) [-5, 2]
Zestawy C
1l.a)2

2.2)z#0;1 -7, 1+7
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Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Jednastrona. 2z’ + 2z — 12 < 0,czyliz® + = — 6 < 0.
2. Pierwiastki. A = 25,21 = —3, 25 = 2.
3. Zbiér. ramiona w gore, parabola pod osig miedzy pierwiastkami: z € [—3, 2].

1 pkt za pierwiastki —3 i 2. 2 pkt za zbidr [—3, 2] (albo za poprawny rysunek z zaznaczonym zbiorem).
Uwaga: zapis zbioru musi jednoznacznie pokazywaé¢ domkniecie koncow.
2. A.

1. 01 —2; czynnik z® 4 16 nie ma pierwiastkéw.

2. D to ,pie¢ czynnikéw liniowych”, C to +4 z 2% + 16.

1. Rozwiazania —b5, m, 2.

2. -3+ m =4,wiecm =7 (rézneod —5i2 v).

4. A.
1.z22 <4
2.2 < x<2.

5. 1.Dziedzina.z # —2, x # 0.
2. Nakrzyz. 2z(3z — 1) = (z + 1)(z + 2), czyli 62 — 22 = 2® + 3z + 2.
3. Kwadratowe. 5z> — 5z — 2 = 0, A = 25 4 40 = 65:

5T /65
10

r =

4y B=/65 5465 ~
4. Wybor. = < 0, >55%* ~ 1,31 > 0.

1 pkt za réwnanie kwadratowe 522 — 52 — 2 = 0. 2 pkt za oba rozwiazania. 3 pkt za wybér z = 585

Uwaga: bledne wymnozenie, np. (3z — 1)(z + 1) = (z + 2) - 2z, to btad metody i daje 0 pkt.

Matura z matematyki - Lekcja 3.2: Rdwnania i nieréwnosci kwadratowe - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
podstawowy, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan, tatwosci, btedy i punktacja wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2024—
2026. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt3_2.py).
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