MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 2.2

Wielomiany:
dzielenie, rozktad

na czynniki,
pierwiastki catkowite

Na poziomie rozszerzonym wielomiany sa narzedziem: do
rozwigzywania rownan i nieréwnosci wyzszych stopni, do zadan
z parametrem i do dowodéw nieréwnosci. Ta lekcja to dzielenie
przez dwumian, twierdzenie o reszcie, szukanie pierwiastkow
catkowitych i wzory na szeSciany, ktorymi konczy sie wiekszos¢

dowodow.
CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 40 min 8 zadan w tresci, podstawa
czytania+ok.1lh probka treningu programowa,
zadan rachunkowego, 4 zakres
zadania w stylu rozszerzony:

maturalnym,;
pelny trening na
osobnej stronie

IL.R1, IL.R2, IL.R3,
IL.R5

W TEJ LEKCJI

Zgadnij jeden pierwiastek

Wielomian i réwnos¢ wielomianéw

Dzielenie przez dwumian i twierdzenie o reszcie
Pierwiastki catkowite i rozktad

Wzory na szesciany i dowody nierownosci
Trening rachunkowy

Na maturze

Najczestsze btedy

Sprawdz sie

Karta wzordw i co dalej
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o Zgadnij jeden pierwiastek

Réwnania z3 — 2z? — 5z + 6 = 0 nie rozwiaze sie delta. Ale jesli wielomian o wspdtczynnikach
catkowitych ma pierwiastek catkowity, to jest on dzielnikiem wyrazu wolnego, tu liczby 6.
Kandydatéw jest osiem: £1, £2, £3, £6. Pierwszy dziala: 1 — 2 — 5+ 6 = 0. Po podzieleniu przez
x — 1 zostaje trojmian:

2?22 — bz +6=(z—1)(z> —z—6)=(z —1)(z - 3)(z +2).

Jeden zgadniety pierwiastek obniza stopienl o jeden, a z tréjmianem juz sobie radzimy. Na tym
schemacie opiera sie cala lekcja.

1 Wielomian i rownos¢ wielomianow

e I
3 WIELOMIAN

W(z) = apz" + ap_12" ' + - -+ + a1 + ao, a, # 0: wielomian stopnia n; ag to wyraz wolny,

W(0) = ay.

Dwa wielomiany sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam stopien i réwne
wspoélczynniki przy tych samych potegach.

Liczba a jest pierwiastkiem W, gdy W (a) = 0.
N\ J

Przyktad 1.1
Poréwnanie wspoétczynnikow

Wyznacz a i b, dla ktérych (z — 2)(z* + az + b) = 2> — 5z + 8z — 4.
1 Lewastrona: z3 + (a — 2)z% + (b — 2a)x — 20.

2 Por6éwnanie:a —2= -5, b—2a =8, —2b= —4.

3 a= —3,b=2(iwszystkie trzy réwnania sie zgadzaja: 2 + 6 = 8 v).

[ Wynik:a = —3,b =2, czyliz® — 522 + 8z — 4 = (z — 2)(2? — 3z + 2) = (z — 2)%(z — 1). j

/. ZADANIA - CZESC 1 1 zadanie - ok. 4 min
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1 Wyznaczaib, dlaktérych (z + 1)(z? + az + b) = z® + 422 + 5z + 2.

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

2 Dzielenie przez dwumian i twierdzenie o reszcie

4 )
§3 DZIELENIE Z RESZTA I TWIERDZENIE BEZOUTA
Dla wielomianu W iliczby a: W(z) = (z — a) Q(z) + r, gdzie Q ma stopien o jeden
mniejszy, a reszta r jest liczba.
Twierdzenie o reszcie: r = W (a). W szczegdlnosci W dzieli sie przez x — a wtedy i tylko
wtedy, gdy W(a) = 0.
Schemat Hornera (dzielenie przez ¢ — a): przepisz pierwszy wspéiczynnik, potem
kolejno ,,pomnoz przez a i dodaj nastepny wspodiczynnik”. Ostatnia liczba to reszta.

- J

Przyktad 2.1
Schemat Hornera

Podziel W (z) = 2x3 — 32% + 4z — 5 przez = — 2.
1 Wspdlczynniki 2, —3,4, —5; a = 2.

> 22.2-3=1;1-2+4=6;6-2-5="1.

[ Wynik: W(z) = (z — 2)(22*> +z +6) + 7. j

Sprawdzenie: W (2) = 16 — 12 + 8 — 5 = 7 v (twierdzenie o reszcie).
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Przyktad 2.2
Parametr z twierdzenia o reszcie

Dla jakiej wartosci m wielomian x® + maz? — 4x + 4 jest podzielny przez x — 2?

1  Warunek: W(2) =8+4m —-8+4=4m+4=0.

[ Wynik: m = —1. J

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 6 min

1 Oblicz reszte z dzielenia W (z) = z* — 32> + ¢ — 2 przez z + 1.

2 Podziel 23 — 622 4 11z — 6 przez = — 3.

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

3 Pierwiastki catkowite i rozktad

~ )
58 PIERWIASTKI WYMIERNE WIELOMIANU O WSPOLCZYNNIKACH CALKOWITYCH

Pierwiastek catkowity jest dzielnikiem wyrazu wolnego ay. Ogdlniej: pierwiastek

wymierny £ (nieskracalny) map | agiq| a,.

Przepis: wypisz kandydatéw, znajdz jeden pierwiastek a, podziel przez x — a, rozt6z
iloraz. Pierwiastek wielokrotny: a jest k-krotny, gdy (z — a)* dzieli W.
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Przyktad 3.1
Trzy pierwiastki catkowite
Rozwiqz réwnanie 3 + 2% — 10z + 8 = 0.

1 Kandydaci: dzielniki 8, czyli +1, +2,+4,+8. W(1) =1+ 1—-10+ 8 = 0.

2 Horner przez z — 1: 1; 2; —8; 0. Iloraz 2% + 2z — 8 = (z + 4)(z — 2).

[ Wynik: z € {—4, 1, 2}. ]

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 8 min

1 Roztézna czynniki z® — 7z + 6.

2 Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu 2z — 3z% — 3z + 2.

moopodstawowe e Srednie mam trudniejsze

4 Wzory na szesciany i dowody nieréwnosci

e I
63 WZORY NA SZESCIANY

(a £b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b°

a®+b* = (a +b)(a* — ab + b?)

a® — b® = (a — b)(a* + ab + b?)

Strategia dowodu nieréwnosci L > P: przenie$ wszystko na jedna strone, roztéz
L — P na czynniki (grupowanie, wzory) i ustal znak kazdego czynnika z zalozen.
Kwadrat jest nieujemny, a a® + ab + b* > 0 dla (a, b) # (0,0).
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Przyktad 4.1
Dowodd nieréwnosci (typ za 3 punkty)
Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest nieréwnosé a® + b > a’b + ab?.
1 a®+b—a’b—ab® =a*(a—b)—b*(a—0b) = (a—b)(a®—b?).
2 (a—b)(a—b)(a+b)=(a—0b)*(a+bd).

3 (a—0b)*>0ia+b>0,wieciloczyn jest nieujemny.

Whniosek: a® + b® — (a?b + ab?) > 0, co koiczy dowdd. Réwnosé zachodzi tylko dla
a=nb.

Punktacja w takich zadaniach: 1 pkt za przeniesienie na jedng strone i grupowanie;
2 pkt za postac iloczynowgq z kwadratem; 3 pkt za uzasadnienie znaku wszystkich
czynnikéw.

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 12 min

1 Rozléz na czynniki 27z3 — 8.

2 Wykaz, ze (z + 1)® — (z — 1)® = 62? + 2 dla kazdej liczby rzeczywistej .

3 Wykaz, ze dla kazdej liczby # > —1 prawdziwa jest nieréwnosé z* + 1 > z? + .

moo podstawowe wmwo Srednie saa trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 43 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - RESZTA I DZIELENIE

/. ZESTAWY A
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1  Oblicz reszte z dzielenia W () przez podany dwumian.
a)z® —2x+5, T — 2 b)yzb -1, z -1

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Podziel schematem Hornera (podaj iloraz i reszte).

a) % — 422 + = + 6 przez b) z* — 323 + 2z — 5 przez
xz—2 z—3

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe  awo Srednie saa trudniejsze

POZIOM B - PIERWIASTKI I ROZKtAD

/. ZESTAWY B

1 Rozléz na czynniki liniowe.

a)z® — 322 —z+3 b) z3 — 622 + 12z — 8

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Rozwiaz réwnanie.

a)xzd —Te—6=0 bzt —22° —2+2=0

... pozostate przyktady na stronie treningu

3  Wyznacz parametr.

a) * + mx — 6 jest
podzielny przez x — 2

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  aao Srednie saa trudniejsze

POZIOM C - SZESCIANY I DOWODY

/Z ZESTAWY C
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1 Rozwin albo roztdz.

a) (z + 2)3 b) 2% + 27

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Zapisz L — P w postaci iloczynu, z ktérego widac¢ znak.

a)a® +b® > a’b + ab?, b)a2+223,a>0
a,b>0 a

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

Petny trening (43 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W arkuszach rozszerzonych z lat 2025-2026 wielomiany pojawialy sie gtéwnie w dowodach
nierownosci za 3 punkty, w ktérych kluczem byt wzér na szescian i rozklad na czynniki z
kwadratem (tatwos¢ 35% w 2025 i 44% w 2026). Szukanie pierwiastkéw catkowitych i dzielenie
przez dwumian bylto w informatorze CKE i jest potrzebne w nieréwnosciach wielomianowych
(3.3 Nierownosci wielomianowe i rownania dwukwadratowe) oraz zadaniach z parametrem.
Ponizsze zadania sg nasze, w stylu arkusza.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 12 pkt - ok. 30 min

1 (0-2 pkt) Oblicz reszte z dzielenia wielomianu W (z) = z'° + z° + 1 przez dwumian = + 1
== Zapisz obliczenia.

2 (0-3 pkt) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest nieréwno$¢ (a +
e p)3 > dab(a +b).

3 (0-3 pkt) Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W (z) = z* — 42* + 2 + 6.

4  (0-4 pkt) Wielomian W (z) = 2* + pz® + gz — 6 ma pierwiastek 1, a reszta z dzielenia W
== przezx + 1 jest rowna —8. Wyznacz p i q oraz wszystkie pierwiastki rzeczywiste
wielomianu W.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

2.2 - Wielomiany: dzielenie, rozktad na czynniki, pierwiastki catkowite 8/12


http://127.0.0.1:41809/pl/matura/2-2/trening/
http://127.0.0.1:41809/pl/matura/3-3/

7 Najczestsze btedy

x ,Reszta z dzielenia przez z + 2 to W(2).”

z+ 2=z — (—2), wiec reszta to W(—2).

x W schemacie Hornera pomijam zerowe wspotczynniki.”

Kazda potega musi mie¢ swoje miejsce: z* — 1 to wsp6lczynniki 1,0, 0,0, —1.

x ,(a+0b)3=a®+b
Brakuje 3a®b + 3ab?. Sprawdz: (1 + 1) = 8 # 2.

x ,Mam (a — b)*(a + b), wiec to jest dodatnie.”

Trzeba to uzasadnié z zalozen: (a — b)*> > 0 zawsze, aa + b > 0, bo a, b > 0. Bez tego
zdania nie ma ostatniego punktu.

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- D
1 Jakajestresztaz dzielenia W (x) przez z — a?

W(a).

2 Ktérzy kandydaci na pierwiastki catkowite ma z3 + - - - + 10?

Dzielniki 10: +1, +2, 45, +10.

3 Jakrozlozyé 3 + 82

(z +2)(x? — 2z + 4).

4 Dlaczego z% + x + 1 > 0 dla kazdego x?

A =1 —4 < 0iwspélczynnik przy z? dodatni.
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9 Karta wzorow i co dalej

e N
DZIELENIE I PIERWIASTKI SZESCIANY
W(z) = (z — a)Q(z) + W(a) (a +b)® = a® + 3a°b + 3ab® + b®
pierwiastek catkowity | ag a® +b° = (a £ b)(a® F ab + b?)
Horner: mnoéz przez a, dodaj nastepny

o /
Wzory na szeSciany sa w broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne”. Twierdzenia o reszcie,

schematu Hornera i twierdzenia o pierwiastkach wymiernych broszura nie zawiera.

Dalej: nierownosci wielomianowe (lekcja 3.3 Nierownosci wielomianowe i rownania
dwukwadratowe) i wyrazenia wymierne na poziomie rozszerzonym (3.4 Wyrazenia, réwnania i
nierownosci wymierne).
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http://127.0.0.1:41809/pl/matura/3-3/
http://127.0.0.1:41809/pl/matura/3-3/
http://127.0.0.1:41809/pl/matura/3-4/
http://127.0.0.1:41809/pl/matura/3-4/

+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. L2+ (a+1)z®+(a+bz+b
2.a+1=4,a+b=5b=2
3.a=3,b=2.

Zadania - czesc 2

1. L.z+1=2z—(-1), wiecr = W(-1)
2.=1-3-1-2=-5.

2. 1.Horner:1;1-3-6=-3;-3-3+11=2;2-3—-6=0.
2.Iloraz z® — 3z + 2, reszta 0.

Zadania - czes¢ 3

1. 1.W(1) = 0; Horner: 1; 1; —6; 0.
2.2 +z2—6=(z+3)(z—2)
3.W(z) = (z — 1)(z — 2)(z + 3).

2. LW(©2)=16-12—6+2=0.
2. Horner przez x — 2:2; 1; —1; 0, iloraz 222 + = — 1 = (2z — 1)(z + 1).
3. Pierwiastki 2, 3, —1.

Zadania - czes$¢ 4
1. (3z)3 — 2% = (3z — 2)(92* + 6z + 4).

2. 1L(2*+322+3z+1)— (2® - 32 + 3z — 1)
2. = 6z® + 2.

3. .-z —z+l=2*(z—-1)—(z—-1)=(z—1)(2> - 1)
2.=(z—1)*(z+1).

3.(z—1)2>0iz +1 > 0, wiec iloczyn jest nieujemny.

Zestawy A

1.a)9 b)0

2.)z2 -2z —3,r=0 b)z3+2,r=1
Zestawy B

lL.a) (z—3)(z—1)(z+1) b)(z—2)3

2.a)—2, —1,3 b)1, 2

3.aym= -1
Zestawy C

l.a) 23 + 622 + 12z +8 D) (z +3)(z*> — 3z +9)
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(a—1)%a+2)

2.a) (a — b)*(a+b) b) -

Zadania w stylu maturalnym

1. 1. Twierdzenie o reszcie.r = W(—1).
2. Wynik. (1) 4+ (-1’ +1=1-1+1=1.
1 pkt za zapisr = W(—1). 2 pktzar = 1.

2. 1.Jednastrona. (a +b)® — 4ab(a + b) = (a + b)((a + b)* — 4ab).
2. Kwadrat. (a + b)? — 4ab = a® — 2ab + b* = (a — b)*.
3.Znak. (a +b)(a —b)®> > 0,boa+b>0i(a—b)? > 0.

1 pkt za wylaczenie a + b (albo rozwiniecie sze$cianu i uporzadkowanie). 2 pkt za postaé (a + b)(a —
b). 3 pkt za uzasadnienie znaku i wniosek.

3. 1. Kandydaci. dzielniki 6: +1, £2, +3, £6.
2. Pierwiastek. W(-1) = -1—-4—-1+6 =0.
3. Dzielenie. Horner przez z + 1: 1; —5; 6; 0, iloraz 2° — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3).
4. Odpowiedz. pierwiastki —1, 2, 3.

1 pkt za wskazanie jednego pierwiastka z uzasadnieniem (W (—1) = 0). 2 pkt za podzielenie przez x +
1 (albo rozktad przez grupowanie). 3 pkt za wszystkie pierwiastki.

4. 1.Warunki. W(1) =1+p+q¢g—6=0iW(-1)=—-1+p—qg—6=—8.
2.Uklad.p+q=5,p—q=—1,wiecp=2,q=3.
3. Dzielenie. 3 4+ 222 + 3z — 6 = (z — 1)(2® + 3z + 6).
4. Tréjmian. A = 9 — 24 < 0: brak pierwiastkéw.
5. Odpowiedz. p = 2, ¢ = 3; jedyny pierwiastek rzeczywisty to 1.
1 pkt za jeden z warunkéw W (1) = 0 albo W (—1) = —8. 2 pkt za pi q. 3 pkt za rozktad (z — 1)(z® +
3z + 6). 4 pkt za uzasadnienie, ze innych pierwiastkéw nie ma.

Matura z matematyki - Lekcja 2.2: Wielomiany - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom rozszerzony, od roku szkolnego
2024/2025 (CKE); typy zadan i tatwosci wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2025-2026. Zadania sa autorskie. Wszystkie liczby
sprawdzone (tools/verify/mt2_2.py).
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