MATURA - POZIOM PODSTAWOWY 2.1

Wzory skroconego
mnozenia i
wyrazenia wymierne

Trzy wzory: kwadrat sumy, kwadrat réznicy i ré6znica
kwadratow. Rozwija sie nimi nawiasy, ale wazniejsze jest
czytanie ich od tytu: rozklad na czynniki, skracanie utamkéw i
liczenie wartosci wyrazen w glowie. Na nich opiera sie tez
potowa dowodow z lekcji o podzielnoSci.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 35 min 10 zadan w tresci, podstawa
czytania+ok.1lh probka treningu programowa,
zadan rachunkowego, 6 zakres
zadan w stylu podstawowy: II.1,
maturalnym,; 11.2,11.3, I1.4

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI

0 1012 -992w gtowie

1 Trzy wzory w obie strony
2 Rozktad na czynniki

3 Wyrazenia wymierne

4 Trening rachunkowy

5 Namaturze

6 Najczestsze btedy

7 Sprawdz sie

8  Karta wzordw i co dalej

2.1 - Wzory skréconego mnozenia i wyrazenia wymierne

1/13



o 1012-992w gltowie

Ile to jest 1012 — 992? Mozna podnie$¢ do kwadratu i odjac (10201 — 9801), ale pro$ciej skorzystac
z réznicy kwadratow:

1012 — 99% = (101 — 99)(101 + 99) = 2 - 200 = 400.
Ta sama sztuczka dziala na wyrazeniach z literami: rozklad na czynniki pozwala skraca¢ utamki,
liczy¢ wartosci dla liczb z pierwiastkami i dowodzi¢ podzielnosci. W maju 2025 i 2026 roku

zadania z tej lekcji rozwiazalo od 60% do 78% zdajacych; najtrudniejsze bylto dzialanie na
wyrazeniach wymiernych.

1 Trzy wzory w obie strony

4 N
8 WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

(a+b)* = a® + 2ab + b, (a —b)* = a® — 2ab + V%, a’> — b = (a —b)(a +b).
Czytane od lewej do prawej rozwijaja nawiasy; od prawej do lewej zwijajq wyrazenie

w kwadrat albo iloczyn. Tréjmian jest kwadratem, gdy srodkowy wyraz to
podwojony iloczyn: z2 + 10z +25 = 2> + 2 -z -5+ 5% = (z + 5)2.
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SYMULACJA1  Wzory jako pola. Kwadrat o boku a + b dzieli sie na a2, b? i dwa prostokaty
ab. W trybie ,,a®> — b?” z kwadratu wycinamy rég i przektadamy pasek tak, ze powstaje
prostokat (a + b) x (a — b).

a b
a a? ab
b ab g

— a? —ab — P2

(a+b)? 49 az+2ab+b225 + 20 + 4 az+ b2 29

Kwadrat o boku a + b sktada sie z kwadratow a2 i b2 oraz dwdéch prostokatéw ab. Dlatego (a + b)? = a2
+ 2ab + b? anie a2 + b brakowatoby 20.

Stan na rysunku: a =5, b =2; (a + b)2 =49 =25 + 20 + 4.

Przyktad 1.1
Roéznica dwdch kwadratow sum
Zapisz w postaci ogdlnej (2z + 3)2 — (z — 2)2.

1 (2z+3)? =42’ + 122 + 9.

2 (z—2)2 =24z +4.

3 Réznica (uwaga na minus przed nawiasem): 4x? + 12z + 9 — 2% + 4z — 4.

[ Wynik: 3z2 + 16z + 5. J

Sprawdzenie dlaz = 1:25 — 1 =24i3 + 16 + 5 = 24 v. Inna droga: rézZnica
kwadratéw, ((2z +3) — (z — 2)) ((2z + 3) + (z — 2)) = (z + 5)(3z + 1).
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Przyktad 1.2

Zwijanie w kwadrat

Oblicz wartos¢ 2 — 6z + 9dlaxz = 3+ /5.
1 22—6z+9=(z—3)%

2 (3+ 5 -3)2=(v5)

[ Wynik: 5. Bez zwijania trzeba by liczy¢ (3 + v/5)? — 6(3 + v/5) + 9. ]

/Z ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 8 min

1 Rozwin (v/3 — 2)2
2  Wymnoz (2a + 5b)(2a — 5b).
3 Zapiszjako kwadrat: z° 4 14z + 491 9y* — 12y + 4.

4  Oblicz w pamieci 52 - 48.

moopodstawowe e Srednie mam trudniejsze

2 Rozktad na czynniki

~ )
53 KOLEINOSC PRZY ROZKLADZIE
1. Wytacz wspélny czynnik przed nawias: 2° — 4z = z(z® — 4).
2. Zastosuj wzér skréconego mnozenia: z(z? — 4) = z(z — 2)(z + 2).
3. Przy czterech wyrazach sprébuj grupowania: z3 + 222 —z — 2 = 2*(z + 2) — (z +
2) = (z +2)(22 — 1).
- J
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Przyktad 2.1
Wytaczenie i wzor
Rozl6z na czynniki z3 — 6x + 9z.

1 z(z® — 6z +9).

2 x?2—6z+9=(z—3)%

[ Wynik: z(z — 3)% ]

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 8 min

1 Roztézna czynniki 222 — 18.

2 Roztézna czynniki 5z — 10z* 4 5z.

3 Rozlézna czynniki z® — 32% — 42 + 12.

moopodstawowe e Srednie mam trudniejsze

3 Wyrazenia wymierne

~ )
§f8 WYRAZENIE WYMIERNE
2

2+ 3z’

To iloraz dwéch wielomianow, np. Dziedzina: wszystkie liczby, dla ktérych

mianownik nie jest zerem.

Skraca¢ mozna tylko czynniki (po roztozeniu licznika i mianownika), nigdy sktadniki

sumy.

Mnozenie;: — g = A—C
"B D BD

QlT

A
B

So]
SlQ

; dzielenie: (wtedy takze C' # 0).
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Przyktad 3.1

Iloczyn
2-3 -3
Upros¢ x;c_ oz i 9 z 1 i podaj, dla jakich x wyrazZenie ma sens.
1 _z(z —3) z—3
Rozktlad: @32 =51

2 Dziedzina:z # 3iz # —1.

3 Skracanie: (z — 3)? w mianowniku i (z — 3) - (z — 3) w liczniku.

[ Wynik: —— dlaz # 3,z # —1.
z+1

Przyktad 3.2

Iloraz

6
Upros¢ : .
prosé o

1 3 .(:c—l)(ac—kl).

Dzielenie to mnozenie przez odwrotnos¢: ( 0 6
T\ T —

2 Dziedzina:x #0,x # 1, x # —1.

E |
Wynik: .
2z

/. ZADANIA - CZESC 3

2 J—
1 skro¢ a:2+—52)5 i podaj dziedzine.
x x

20 +6 =z
2 Uproéé Rty
- P z2+3x 4
3 U1‘oéé$2_4-w_2
an p 3$ ’ 6332 ’

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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4 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 34 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - WZORY

/. ZESTAWY A

1 Rozwiniuprosé.
a) (z +4)2 b) (2z — V/3)(2z + /3)

... pozostate przyktady na stronie treningu

2  Zapisz jako kwadrat albo iloczyn.

a)dz? + 12z +9 b) 22 — 22z +2

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

POZIOM B - ROZKtAD I WARTOSCI

/. ZESTAWY B

1 Rozléz na czynniki.

a) 3z2 — 12 b)z3 +22 -9z -9

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Oblicz warto$¢ wyrazenia (najpierw je zwin).

a) 22 + 8z + 16 dla b) 2% — 2zy + y? dla
r=1+/3—-4 z=vV5+1L,y=+/5-1

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze

POZIOM C - WYRAZENIA WYMIERNE
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/. ZESTAWY C

1 Uproscipodaj, dla jakich z wyrazenie ma sens.

= 2 — 16 5% 10
b) — :
r2 — 4 -9 z-—3

... pozostate przyktady na stronie treningu

a)

moopodstawowe  mmo Srednie maa trudniejsze

Petny trening (34 przyktadow i zadan) >

5 Na maturze

W arkuszach podstawowych z lat 2025-2026 tematy tej lekcji to zwykle jedno lub dwa zadania
zamkniete: r6znica dwoch kwadratow sum do zapisania w postaci ogélnej (72% w maju 2025),
warto$¢ trojmianu dla liczby z pierwiastkiem po zwinieciu w kwadrat (78% w maju 2026), rozklad
wielomianu na czynniki, iloczyn lub iloraz wyrazen wymiernych (60%). Wzory skréconego
mnozenia sg tez potrzebne w kazdym dowodzie podzielnosci. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu
arkusza.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 6 zadan - 7 pkt - ok. 15 min

1 (0-1 pkt) Dla kazdej liczby rzeczywistej z wyrazenie (2z + 3)? — (z — 2)? jest réwne

A. 32>+ 16z +5 B.3z2+5 C.322+8z+5 D. 5z + 8z + 13

2 (0-1 pkt) Warto$¢ wyrazenia 2> — 6z + 9 dlaz = 3 + /5 jest réwna
A.5 B. V5 C. 14+ 645 D. 9

3 (0-1 pkt) Wielomian z® — 8z2 + 16z jest rowny

A. z(x —4)? B. z(z + 4)? C.z(z—4)(z+4) D. (z — 4)3
4 o Lo @3z x-3.
(0-1 pkt) Dla kazdej liczby = # 3, ¢ # —1 wyrazenie 2 _6zt9 z1 jest rowne
z z—3 z(z — 3) 1
. B. _ D.
z+1 z+1 . z+1 z+1
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5  (0-1 pkt) Ocen prawdziwo$¢ stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe,
=« alboF, jesli jest falszywe.

1. Dla kazdej liczby rzeczywistej z: (z + 1)2 — (z — 1)2 =4z. P/F

2 —1
1 =x—1. P/F

2. Dla kazdej liczby = # 1:

x€r —

2

6 ' (0-2 pkt) Oblicz warto$¢ wyrazenia e dla z = /2 — 2. Zapisz obliczenia.
an 332 —+ 437 =+ 4

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

6 Najczestsze btedy

x ,(a+0b)?=a®+b2

Brakuje 2ab, czyli dwéch prostokatéw z symulacji. (3 + 4)? = 49,29 + 16 = 25.

x ,—(z— 2)2 = 22— 4z + 47

Minus przed nawiasem zmienia znak kazdego wyrazu: —(z? — 4z + 4) = —z? + 4z — 4.

* ,,w 3 = §, bo skracam z.”
T+5 5

Skraca sie tylko czynniki, a tu z jest skladnikiem sumy. Ten utamek nie da sie uproscic.

x . Po skroceniu dziedzina przestaje mie¢ znaczenie.”

Wyrazenie po skrdoceniu jest réwne wyjsciowemu tylko w dziedzinie wyj$ciowego:
% =z+1ldlax # 1.

x Ll 46z+9=(x+9)>

Ostatni wyraz to b%, wiec b = 3: (z + 3)%. Sprawdzaj érodkowy wyraz: 2 -z - 3 = 6z v.

7 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.
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1 Ileto (z —5)??

x2 — 10z + 25.

2 Jakrozlozyé x? — 49?

(z — 7)(z +7).

3 Kiedy tréjmian z? + bz + c jest kwadratem (z + k)??

Gdy b= 2kic = k2.

4  Co trzeba zrobi¢ przed skracaniem utamka?

Roztozy¢ licznik i mianownik na czynniki (i zapisa¢ dziedzine).

5 Ileto201-199?

200% — 1 = 39999.
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s Karta wzorow i co dalej

e N
WZORY WYRAZENIA WYMIERNE
(@ +£b)*=a®+2ab+b? dziedzina: mianownik # 0
a? —b* = (a —b)(a +b) skraca sie czynniki, nie sktadniki
dzielenie: mnozenie przez odwrotnosé

o /
Wzory skréconego mnozenia (takze na szesciany, potrzebne na poziomie rozszerzonym) sa w

broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne”. Rozpoznawania ich ,,0d tytu” i reguty skracania

broszura nie zawiera.

4 )
Dalej: na poziomie rozszerzonym wielomiany (2.2 Wielomiany: dzielenie, rozktad na czynniki,
pierwiastki catkowite); na podstawowym funkcje (5.1 Funkcja i jej wykres: odczytywanie
wlasnosci), a pézniej rownania wymierne w lekcji 3.1 Rownania i nierdwnosci liniowe,
przeksztalcenia rownowazne.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 1.3-4V3+4
2.=7—43.
2. 4a% — 25b2.

3. L(z+7)?
2.3y —

2)2.
4. 1.(50 +2)(50 — 2) = 2500 — 4
2. = 2496.

Zadania - czes$¢ 2

1.

=

.2(z% - 9)
2.=2(z — 3)(z + 3).

N
=

bx(z? — 22 4 1)

2. = 5z(z — 1)

.23z —3) —4(z—3) = (z —3)(z* — 4)
=(z-3)(z—2)(z +2).

d
NoR

Zadania - czes¢ 3

1 %’ dziedzina x # 0, x # —5.
rz—5
2. = .
T
2(x+3) =
2. l.mzdla$#05$#_3
1
2.= =,
2
—9 2 2
3. 1'(93 Jz+2) 6z dlaz # 0,z # 2
3z z—2
2. = 2z(z + 2).
Zestawy A

l.a) 2>+ 8z + 16 b)4z®> —3
2.2) (2¢ + 3)? b) (z — v2)?
Zestawy B

1.2)3(z — 2)(z +2) b) (z+1)(z —3)(z +3)

2.a)3 b)4
Zestawy C
T+ 4 T
1.a) ;e £0,x#£4 b)m,w#:ﬂ:?)
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Zadania w stylu maturalnym
1. A.

1422 + 122 + 9 — (2? — 4z + 4)
2. = 3z% + 16z + 5.
3. C to zgubiona zmiana znaku przy —4x.

2. A.

L.z — 6z +9=(z — 3)?
2.= (V5)? = 5.

3. A.
1. z(z? — 8z + 16)
2.=z(z —4)2.

4. A.

z(z—3) -3
1.2
(z—3)? z+1

5. PF.

Lz’ +2x+1— (22 -2z +1) = 4z.
5 (x—1)(z+1)

=z+1,aniex — 1.
z—1

6. 1. Uproszczenie.

(z—2)(z+2) =x—-2

= —2).
(z + 2)2 72 @77y
2—-4
2. Podstawienie. V2 .
V2
V2 -4 4
3. Wynik. —— =1— — =1-2v2.
yie % 2 v2
1 pkt za uproszczenie do ﬁ—;g ALBO za poprawne podstawienie do wyrazenia wyjSciowego. 2 pkt za

wynik 1 — 2v/2 (lub réwnowazny, np. %Q).

Matura z matematyki - Lekcja 2.1: Wzory skroconego mnozenia i wyrazenia wymierne - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki,
poziom podstawowy, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan i tatwosci wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2025-2026.
Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt2_1.py).
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