MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 13.4

Zadania
optymalizacyjne
z pochodna

Ostatnie zadanie kazdego arkusza rozszerzonego z lat 2025-2026

to wiazka: czesé pierwsza ,wykaz, ze wielkosé wyraza sie

wzorem ...” za 2-3 punkty i czesé druga ,wyznacz wartos¢

najwieksza (najmniejsza)” za 4 punkty. Druga czes$¢ zdajacy

rozwiazuja wyraznie lepiej (fatwos¢ 42% i 47%) niz pierwsza (

22% 1 16%). Oznacza to, ze pochodnag liczy¢ umiejg; trudniej jest

im zbudowa¢ model i przejsé caty, punktowany krok po kroku

rytual. Ta lekcja to oba elementy: jak doj$¢ do wzoru funkcji i jak

zapisaC rozwigzanie, ktére dostaje komplet punktow.

CZAS ZADANIA

ok. 30 min 5 zadan w tresci,

czytania + ok. 60 prébka treningu

min zadan rachunkowego, 2

zadania w stylu
maturalnym (w
tym wiazka);
pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
rozszerzony:
XIII.6R

W TEJ LEKCJI

©  Od opisu do funkcji jednej zmiennej

1 Rytuat w szesciu krokach

2 Cze$c¢ pierwsza: wyprowadzenie wzoru

3 Skroty: kwadrat odlegtosci, state czynniki
4 Trening rachunkowy

5 Namaturze

6 Najczestsze btedy

7 Sprawdz sie

8  Karta wzoréw i co dalej
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o Od opisu do funkcji jednej zmiennej

Zadanie optymalizacyjne opisuje rodzine obiektéw (puszki o danej objetosci, prostokaty wpisane
w figure, stozki opisane na kuli) i pyta, ktory z nich jest ,najlepszy”. Rozwigzanie zawsze ma ten
sam szkielet: wybierz jedna zmienna, wyraz przez niag badang wielko$¢, wyznacz dziedzine, a
potem znajdz ekstremum tej funkcji jak w lekcji 13.3 Monotoniczno$¢ i ekstrema funkcji. Na
poziomie podstawowym robilo sie to samo z funkcja kwadratowa i wierzchotkiem paraboli
(lekcja 5.4 Funkcja kwadratowa w przedziale i zadania optymalizacyjne); pochodna pozwala
zrobi¢ to dla dowolnej funkcji.

1 Rytuat w szesciu krokach

4 )
8 PELNE ROZWIAZANIE

1. Zmienna i dziedzina: co oznacza z i z jakiego przedzialu jest (wymiary dodatnie,
punkt w danej ¢wiartce).

. Wz6r funkcji f(z) badanej wielko$ci (w wigzce zwykle podany w czesci pierwszej).

. Pochodna f'(z), z licznikiem roztozonym na czynniki.

. Miejsca zerowe pochodnej w dziedzinie; odrzu¢ pozostate z uzasadnieniem.

a ~ W N

. Uzasadnienie, ze to warto$¢ najwieksza (najmniejsza): znak f’ i monotoniczno$é na
lewo i na prawo, albo ,jedyne ekstremum lokalne w przedziale, i to maksimum”.

6. Odpowiedz na pytanie z tresci: nie tylko z, ale to, o co pytano (wymiary, objetos¢,

wspolrzedne punktu, réwnanie prostej).

Klucz CKE punktuje kroki 3-6: 1 punkt za pochodna, 2 za zera w dziedzinie, 3 za
uzasadnienie, 4 za odpowiedz. Btad rachunkowy po poprawnym wzorze na
pochodna kosztuje mniej, jesli pochodna wciaz ma doktadnie jedno zero w
dziedzinie (mozna dosta¢ 3 punkty), a wiecej, jesli nie (najwyzej 2).
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Przyktad 1.1
Puszka o najmniejszej powierzchni

Puszka w ksztalcie walca ma objetosé 16w cm?. Wyznacz promieri i wysokos¢ puszki, dla ktdrych
jej pole powierzchni catkowitej jest najmniejsze.

1. Zmienna. r > 0 — promien podstawy. Z objetoéci mr’H = 16m: H = 114—9

2. Funkcja. P(r) = 2rr? 4+ 2nrH = 27r® + 22 r € (0, 400).

3. Pochodna. P'(r) = 4rr — 38 = %‘178).

4.Zera. 1> =8, r = 2.

5. Uzasadnienie. P'(r) < 0dlar € (0,2)i P'(r) > 0 dlar > 2: P maleje w (0, 2] i roénie
w [2, +00), wiec P(2) jest wartoscia najmniejsza.

6. Odpowiedz. r = 2 cm, H = 4 cm (wysoko$¢ réwna $rednicy); P = 2471 cm?.

Przyktad 1.2
Prostokat pod parabola

Wierzcholki A i B prostokqta ABCD lezq na osi Oz, a C i D na paraboliy = 12 — z* nad osig
Oz. Wyznacz najwieksze pole takiego prostokqta.

1.Zmienna. C = (z,12 — z?), D = (—z,12 — z?) z symetrii, = € (0,2V/3).

2. Funkcja. P(z) = 2z(12 — 2?) = 24z — 223.

3. Pochodnaizera. P'(z) = 24 — 62® = 6(2 — z)(2 + ); w dziedzinie tylko z = 2.

4. Uzasadnienie. P’ > 0w (0,2), P' < 0w (2,2+/3): maksimum, a zarazem warto$¢
najwieksza.

5. Odpowiedz. Py.x = P(2) = 32 (prostokat 4 x 8).
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SYMULACJA 1 Trzy zadania z lekcji. Przesuwaj zmienng i obserwuj figure oraz wykres
badanej funkcji. Kropka na wykresie to biezacy wybor; znak pochodnej méwi, w ktora

strone optlaca sie przesunaé zmienna. Optimum jest tam, gdzie pochodna zmienia znak.

r=1,00,H=16,00

=—
0,60 2,00 5,00
— figura — badana funkcja — optimum
promienr 1,00 pole P(r) 106,814 znak pochodnej - optimum 2,00 - 75,398

Szukamy minimum. Przy biezgcym wyborze zwieksz zmienng. Pochodna zmienia znak w 2,00.

Stan na rysunku: puszka o objetosci 16m, promien r = 1,00, pole P(r) = 106,814;
optimum dla 2,00.

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 10 min

1 Liczby ziysadodatnieix + y = 12. Wyznacz najwieksza warto$¢ wyrazenia z2y.

2  Prostopadtoscienne pudetko bez pokrywy ma kwadratowe dno i objetos$¢ 32. Wyznacz
== wymiary pudetka o najmniejszym polu powierzchni.

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze
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2 Czesc pierwsza: wyprowadzenie wzoru

e I
3 JAK D0OJISC DO WZORU

* Narysuj figure (przekrdj osiowy bryty, uktad wspoétrzednych) i nazwij zmienna tak,
jak w tresci.

* Znajdz wiez, ktéra usuwa druga zmienna: dana objetos¢, dany obwéd, punkt na
krzywej, styczno$é, podobienstwo tréjkatéw, twierdzenie Pitagorasa.

* Podstaw wiez do wzoru na badang wielkos$¢ i upros¢ do postaci z tresci. W ,wykaz,
ze” wzor koncowy jest dany, wiec liczy sie kazdy krok przejscia.

* Dziedzina wynika z geometrii: dodatnie dlugosci, punkt w danej ¢wiartce, warunek
istnienia figury.

Przyktad 2.1
Stozek opisany na kuli

Na kuli o promieniu 1 opisujemy stozki. a) Wykaz, Ze objetosc stozka o wysokosci h wyraza sie

wzorem V (h) = 3(’}1—@22) dla h > 2. b) Wyznacz najmniejszq objetosc.

1. Przekrdj osiowy. tréjkat rownoramienny o wysokos$ci h i podstawie 2r, okrag
wpisany o promieniu 1; §rodek okregu lezy na wysokosci, w odlegtosci h — 1 od

wierzchotka.

2. Wiez. sinus potowy kata rozwarcia na dwa sposoby: L5 = — Wiec r2(h — 1) =
r? + h2, r?2(h? — 2h) = h?, r? = %

3. Wzor. V = %mﬂh = ﬂ%; stozek istnieje dla h > 2 ($§rednica kuli).

4. Pochodna. V'(h) = % - 2”(&1—22));}‘2 =3 }(L,(fi;;)

5.Zeraiznak. w (2, +o0) tylkoh =4; V' < 0w (2,4), V' > 0dla h > 4: minimum.

6. Odpowiedz. Vy,,, = V(4) = 1% = & (wtedy r = v/2).

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 12 min

1 Zprostokatnego arkusza 8 x 5 wycinamy w rogach cztery kwadraty o boku z i sktadamy
== otwarte pudeltko. Wyznacz z, dla ktérego objetos¢ pudetka jest najwieksza, i te objetos¢.

2 Wyznacz punkty paraboli y = z? lezace najblizej punktu (0, 2) i te najmniejsza
== odlegltosé.

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze
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3 Skroty: kwadrat odlegtosci, state czynniki

e I
63 co wWOLNO UPROSCIC

* Odleglo$é d = /... jest najmniejsza tam, gdzie najmniejszy jest d® (pierwiastek jest
rosnacy). Badaj d?: unikasz pochodnej pierwiastka.

* Staly dodatni czynnik (3, 3) nie zmienia punktu, w ktérym jest ekstremum, ani
znaku pochodnej. Mozna go wylaczy¢ przed nawias, ale w odpowiedzi wartos¢ podaj
z nim.

* Jesli badana funkcja okaze sie kwadratowa, pochodna nie jest konieczna: wystarcza

wierzchotek paraboli. Klucz przyjmuje kazda poprawna metode.

/. ZADANIA - CZESC 3 1 zadanie - ok. 8 min
1 Prosta przechodzaca przez punkt (1, 3) przecina dodatnie pétosie uktadu w punktach
e« (a,0)1i(0,b). Wyznacz réwnanie tej prostej, dla ktérej pole tréjkata odcietego z pierwszej

¢wiartki jest najmniejsze.

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

4 Trening rachunkowy

Probka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 10 przyktadéw i zadan, z odpowiedziamii w

wersji do druku.

POZIOM A - WZOR FUNKCJI I DZIEDZINA

/. ZESTAWY A

1 Zapisz badana wielko$¢ jako funkcje jednej zmiennej i podaj dziedzine.

a) pole prostokata o
obwodzie 20 i boku z

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - POCHODNA I OPTIMUM
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/. ZESTAWY B

1 Dla funkcji z poziomu A wyznacz optimum.
a) P(z) = z(10 — z):
najwieksze pole

... pozostate przyktady na stronie treningu
moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

POZIOM C - KROTKIE ZADANIA

/. ZESTAWY C

1 Rozwiaz.

a)z,y >0,z + 2y =12:
najwieksze zy

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

Petny trening (10 przyktadow i zadan) >

5 Na maturze

Wiazka optymalizacyjna jest w kazdej sesji rozszerzonej jako ostatnie zadanie. Przyklady z lat
2025-2026: pole kwietnika jako funkcja wymierna na przedziale (4, 10], objetos¢ stozkéw V' (h) dla
h > 5, objetos¢ wielomianowa V (a) na przedziale otwartym, pole tréjkata odcietego przez prosta
(z odpowiedzia w postaci rownania prostej), punkt wykresu (z odpowiedzia w postaci
wspoélrzednych). Brak dziedziny, brak uzasadnienia, ze to warto$¢ najwieksza, albo odpowiedz ,,
x = 4+4/3” zamiast pola, o ktére pytano, kosztuje 1-2 punkty nawet przy dobrym rachunku.
Sprawozdanie z 2025 roku wymienia pochodna ilorazu w optymalizacji wéréd umiejetnosci
opanowanych ,stosunkowo tatwo”. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 2 zadania - 10 pkt - ok. 30 min
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1 (0-6 pkt) Rozpatrujemy wszystkie graniastostupy prawidlowe tréjkatne o objetosci 2.

1. (0-2 pkt) Wykaz, ze pole powierzchni catkowitej graniastostupa o krawedzi podstawy
a wyraza sie wzorem P(a) = Ha? + %

2. (0-4 pkt) Wyznacz dlugos$¢ krawedzi podstawy graniastostupa o najmniejszym polu
powierzchni catkowitej. Oblicz to pole.

2 (0-4 pkt) Punkt P = (z0,3 — z2), gdzie xy € (0,v/3), lezy na paraboli y = 3 — z2. Styczna
== do paraboli w punkcie P tworzy z osiami uktadu tréjkat. Wyznacz x,, dla ktérego pole
tego tréjkata jest najmniejsze, i to pole.

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze

¢ Najczestsze btedy

X

»P'(z) = 0dlaz = 2, wiec to minimum.”

Brak uzasadnienia kosztuje punkt. Dopisz znak pochodnej po obu stronach albo ,,jedyne
ekstremum lokalne w przedziale, i jest to minimum”.

x  Odpowiedz: z = 2.”

Pytanie brzmialo: jakie pole, jakie wymiary, jaki punkt, jaka prosta. Odpowiedz na
pytanie z tresci.

. o . _ 10 »
x ,Zerapochodnejiz =1liz = 3.

Sprawdz dziedzine: 13—0 > g nie daje pudetka. Odrzucenie trzeba zapisaé.

x  Wykazatem wzor, bo podstawitem a = 1 i sie zgadza.”

Sprawdzenie na przykladzie nie jest dowodem. W cze$ci pierwszej trzeba wyprowadzi¢
wzoér dla dowolnego a z dziedziny.

7 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.
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1 Zaktore kroki rozwigzania klucz daje punkty w czesci drugiej wiazki?

Pochodna, zera w dziedzinie, uzasadnienie ekstremum, odpowiedz na pytanie.

2 Dlaczego odleglos¢ mozna zastapié jej kwadratem?

Bo pierwiastek jest funkcja rosnaca: d i d*> maja minimum w tym samym punkcie.

- J
/ A
3 Puszka o danej objetosci i najmniejszej powierzchni: jaka jest zaleznos$¢
miedzy Hir?
H = 2r.
- J
e a

4  Kiedy wystarczy poréwnac wartosci na konicach przedziatu?

Na przedziale domknietym, razem z punktami krytycznymi w §rodku. Na otwartym
potrzebny jest argument z monotonicznosci.
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s Karta wzorow i co dalej

e N
RYTUAL WIEZI I SKROTY

zmienna + dziedzina, wzor f objeto$¢, obwod, punkt na krzywej,

f', zera w dziedzinie stycznosc

7’ I. . 2
znak f' = ekstremum, odpowiedz na odlegtosc: badaj d

pytanie staly czynnik: wylacz przed nawias
& J
W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” s wzory na pochodne i rOwnanie stycznej

(dzial 16) oraz wzory na pola i objetosci (dziaty 10 i 12), ktére daja wiezi. Schematu rozwigzania
zadania optymalizacyjnego w broszurze nie ma.

Dalej: arkusz prébny na poziomie rozszerzonym (lekcja 14.2 Arkusz probny: poziom rozszerzony).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. 1. f(z) =2*(12 — z), = € (0,12).
2. f'(z) = 24z — 32® = 32(8 — x); w dziedzinie z = 8; f' zmienia znak z + na —.
3. f(8) = 64 - 4 = 256.
2. 1.Dnoa x a, wysokos¢ #: P(a) = a* + &, a0 > 0.
2.P'(a) =2a— 2 = —(“a_—ﬁ‘ll zero a = 4, minimum.

3. Wymiary 4 x 4 x 2, P =48.
Zadania - czesc 2

1. L.V(z)==2(8—-2x)(5—2x), z€ (0,2).
2.V'(z) = 122® — 52z + 40 = 4(3z — 10)(z — 1); ¥ poza dziedzina, zostaje z = 1 (maksimum).
3.V(1)=1-6-3=18.

2. 1.Kwadrat odlegtoéci: d*(z) = z* + (2% — 2)? = z* — 32® + 4.
2. (d?)" = 42® — 6z = 2x(2x% — 3): zera 0 (maksimum lokalne, d> = 4) i j:\/g (minima).

_ 9 9 _ T _
3.d2—2*§+471 d= %,punkty(:t 2’2)

Zadania - czesc 3

1. 1.Prosta£+ﬂ:1przez(1 3)-l+§=1, b=3% q>1.

a—1’

2.P(a) =2 = (a 1), P'(a) = (Ja“—gl minimum dlaa = 2.
3.b=6,P =6;prostas + 4 = l,czyhy: —3z + 6.
Zestawy A
1.a) P(z) = z(10 — z), z € (0,10)
Zestawy B
l.a)xa =5,P =25
Zestawy C
l.a)y(12 — 2y): y=3,z =6, 18
Zadania w stylu maturalnym

\/_ a2 -
1. 1.1.Wysokos¢. H=2 H= \[(ﬂ

_ i \F 24 24 _ V3.2
.Pole. P =2- Y342 + 3aH = g +\/§a > a 24 8

.Pochodna.a > 0; P'(a) =+v3a - 83 = 4—1

.Zero.a = 2.

=

2.

@_Ia

. Uzasadnienie. P’ < 0w (0,2), P’ > 0 w (2, +00): warto$¢ najmniejsza w a = 2.
. Odpowiedz. a = 2, P(2) = 2+/3 + 43 = 61/3.

Cze$¢ 1: 1 pktza H = \/§a2 s
2 jako jedyne zero w dziedzinie, 3 pkt za uzasadnienie minimum, 4 pktzaa = 2i P = 6+/3.

3.2
4.2
5.2
6.2

2 pkt za doprowadzenie do wzoru. Czes¢ 2: 1 pkt za pochodna, 2 pktzaa =
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2
2. 1.Styczna.y = —2z(z — x9) + 3 — 2} = —2x¢x + % + 3; przecina osie w (0, z2 + 3) i (%mﬁ—ﬂg, 0).

2. Pole. S(z0) = S, 24 € (0,/3).

2 z2+3)-2z0-dzg—4(22+3)? 213).12(x2—1
3. Pochodna. S’(mo) — (z5+3) wg&;o (zg+3) — (zg+ 161.2(.’% )
0 0

4. Zero i znak. w dziedzinie zy = 1; §' < 0w (0,1), S’ > 0w (1, /3).

5. 0dpowiedz. zp = 1, punkt P = (1,2), Spn = £ = 4.
1 pkt za réwnanie stycznej i punkty przeciecia z osiami. 2 pkt za wzér S(z¢) z dziedzing. 3 pkt za
pochodna, zero zy = 1iuzasadnienie minimum. 4 pktzaz, =115 = 4.

Matura z matematyki - Lekcja 13.4: Zadania optymalizacyjne z pochodng - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i 2026; broszura
,Wybrane wzory matematyczne”. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt13_4.py).
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