MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 13.3

Monotonicznos¢ i
ekstrema funkcji

Badanie monotonicznosci pochodna to Srodek kazdego zadania

optymalizacyjnego (lekcja 13.4 Zadania optymalizacyjne z

pochodna) i osobny typ zadania w informatorze: wyznacz

przedzialy monotonicznosci i ekstrema, wykaz, ze funkcja jest

rosnaca, znajdz najmniejsza wartosé na przedziale. Narzedzie

jest jedno: znak pochodnej w tabeli. Punkty traci sie na trzech

rzeczach: taczeniu przedzialdow monotonicznosci suma, uznaniu

kazdego zera pochodnej za ekstremum i pomijaniu koncow

przedzialu domknietego.

CZAS ZADANIA

ok. 30 min 10 zadan w tresci,
czytania + ok. 45 probka treningu
min zadan rachunkowego, 3

zadania w stylu
maturalnym,;
pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
rozszerzony:
XIII.5R

W TEJ LEKCJI

0  Znak pochodnej mowi, dokad idzie wykres

1 Przedziaty monotonicznosci

2 Ekstrema lokalne

3 Najwieksza i najmniejsza warto$¢ na przedziale
4 Dowod monotonicznosci i liczba rozwigzan

5  Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie
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o Znak pochodnej mowi, dokad idzie wykres

Pochodna to nachylenie stycznej (lekcja 13.2 Pochodna: definicja, interpretacja i obliczanie).
Gdzie styczna wznosi sie, f' > 0, tam wykres roénie; gdzie opada, f' < 0, wykres maleje.
Wierzchotki ,,gérek” i ,,dolin” wykresu funkcji ré6zniczkowalnej sa tam, gdzie styczna jest
pozioma, f' = 0, i gdzie pochodna zmienia znak. Cate badanie funkcji sprowadza sie wiec do
rozwiazania nieréwnosci f'(z) > 0, a do tego wystarcza metoda z lekcji 3.3 Nieréwnosci
wielomianowe i rownania dwukwadratowe (wezyk) i 3.4 Wyrazenia, rOwnania i nieré6wnosci

wymierne (funkcje wymierne).

1 Przedziaty monotonicznosci

4 )
58 TWIERDZENIE I METODA

Jesli f'(z) > 0 dla kazdego = z przedziatu I, to f jest rosnaca w I; jesli f'(x) < 0, to

malejaca. Metoda:

1. wyznacz dziedzine f;

2. oblicz f'irozléz na czynniki (w ilorazie mianownik g? > 0 nie wplywa na znak);

3. wyznacz miejsca zerowe f’iznak f’' na przedziatach miedzy nimi (tabela albo
wezyk);

4. zapisz przedzialy monotoniczno$ci osobno, nie suma.

Przyktad 1.1
Wielomian

Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji f(x) = z3 — 3z.

1 fl(z)=322-3=3(x—1)(z+1);zera —11i1.

T (—o0,—1) -1 (-1,1) 1 (1, +00)

f'(z) + 0 - 0 n

f(z) v max 2 N min —2 v
[ Wynik: f ro$nie w (—oo, —1]iw [1, +00), maleje w [—1, 1]. }
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Przyktad 1.2
Funkcja z dziurg w dziedzinie

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f(z) = x + %.

i i 2_ z—2)(z
1 Dziedzinaz #0. f'(z) =1— ;1_2 _ 2’4 _ (z=2)(z+2)

z2 z2

2 Znak zalezy od licznika: ' > 0dla|z| > 2, f' < 0dla0 < |z| < 2.

Wynik: ro$nie w (—oo0, —2] i w [2, +00); maleje w [—2,0) i w (0, 2]. Zapis ,,maleje w
[—2,0) U (0,2]” jest bledny: f(—1) = —5 < f(1) = 5.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 6 min

1 Wyznacz przedzialy monotoniczno$ci funkcji f(z) = z3 — 12z.
2  Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f(z) = 4.

3 Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji f(z) = 2z + 322 — 12z + 1.

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

2 Ekstrema lokalne

4 N
58 WARUNEK KONIECZNY I WYSTARCZAJACY
* Konieczny: jesli f ma ekstremum w z i jest tam rézniczkowalna, to f’(z¢) = 0.

e Wystarczajacy: jesli f/(z,) = 01 f’ zmienia znak w z,: z + na — to maksimum, z — na
y Jjacy: ] 0 0
+ to minimum.

Samo f'(z9) = 0 nie wystarcza: f(z) = z* ma f'(0) = 0, ale jest rosnaca, bez
ekstremum. W tabeli znaku wida¢ to od razu.
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Przyktad 2.1
Zero pochodnej bez ekstremum

Wyznacz ekstrema funkcji f(z) = z* — 423,

1 f'(z) = 4x3 — 122% = 42?(z — 3); zera 0 (podwdjne) i 3.

2 Czynnik z? > 0 nie zmienia znaku, wiec znak f’ to znak z — 3: ujemny dla z < 3 (takze
po obu stronach 0), dodatni dla z > 3.

3 WO brak ekstremum; w 3 minimum, f(3) = 81 — 108.

[ Wynik: jedno ekstremum: minimum f(3) = —27. j
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SYMULACJA1  GOrny wykres to f, dolny to f'. Pas pod osia pokazuje znak pochodnej:
tam, gdzie f’ > 0, funkcja ro$nie, gdzie f' < 0, maleje. Kropki to ekstrema; zero
pochodnej bez zmiany znaku jest zaznaczone pier$cieniem. Suwakami ustaw przedzial
la, b]: odczyt podaje najmniejsza i najwieksza warto$¢ f na nim, z poréwnaniem koncéw.

7

i i ggmrmwm
fl’

\_/

— f = f' — przedziat|a, b]
f(a) -2,000 f(b) 2,000 najmniejsza na[a, b] -2,000 (x = -2,00)

najwiekszana[a, b] 2,000 (x = 2,00)

Punkty krytyczne: -1,00: maksimum; 1,00: minimum. Na [a, b] poréwnujemy wartoéci na koicach i
w punktach krytycznych lezacych w $rodku (4 kandydatow).

Stan na rysunku: f(x) = x®* - 3x, [a, b] = [-2,00, 2,00]; najmniejsza -2,000,
najwieksza 2,000.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 5 min

1 Wyznacz ekstrema funkgji f(z) = 23 — 322

2 Wyznacz ekstrema funkgji f(z) = z* — 222
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3 Czy funkcja f(z) = 23 4+ 3z ma ekstrema?

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

° ° ° ° ° ° &4 °
3 Najwieksza i najmniejsza wartosc na przedziale
4 )
f8 PRZEDZIAt DOMKNIETY [a,b]
Funkcja ciagla na [a, b] osiaga na nim warto$¢ najmniejsza i najwieksza. Kandydaci sa tylko
dwojakiego rodzaju: punkty krytyczne lezace wewnatrz (a, b) (gdzie f' = 0) i korice a, b.
Oblicz f we wszystkich kandydatach i poréwnaj.
Na przedziale otwartym albo na calej prostej porownanie koficéw nie jest mozliwe.
Wtedy argument brzmi: ,,f maleje na lewo od z( i ros$nie na prawo, wiec f(xo) jest
warto$cia najmniejsza” (jedyne ekstremum lokalne).
- J
Przyktad 3.1
Remis
Wyznacz najmniejszq i najwiekszq wartos¢ funkcji f(z) = x* — 62* 4+ 92 + 1 na przedziale [0, 4].
1 fl(z) = 32> — 122 + 9 = 3(z — 1)(z — 3); oba zera leza w (0, 4).
Wynik: najmniejsza 1 (dlaz = 0iz = 3), najwieksza 5 (dlax = 1iz = 4). Koniec
przedzialu moze dad te sama wartos¢ co ekstremum, a w innych zadaniach wieksza.
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Przyktad 3.2
Przedziat otwarty
Wyznacz najmniejszq wartosc funkcji f(z) = = + % dlax > 0.

1 flz)=1- % = 3@ 1, (0, +00) ujemna dla z < 3, dodatnia dla z > 3.

2  fmalejew (0,3]irosnie w [3,+00).

[ Wynik: wartos$é najmniejsza f(3) = 6. Najwiekszej nie ma. ]

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 8 min

1 Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartoéé funkeji f(z) = 2* — 3z na przedziale [0, 2].

2 Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji f(z) = « + 1 na przedziale |3, 3].

3 Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji f(z) = z* — 822 + 3 na przedziale
= [-1,3].

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

2 Dowod monotonicznosci i liczba rozwiazan

4 N
52 DWA ZASTOSOWANIA

* ,Wykaz, ze f jest rosnaca w przedziale I”: oblicz f’iuzasadnij, ze f'(z) > 0dlaz € I.
Zapisz wniosek z twierdzenia. Jesli f' > 0 i zeruje sie tylko w pojedynczych
punktach, funkcja tez jest rosnaca.

* Liczba rozwiazan rownania f(z) = c: z przedzialdéw monotonicznosci i wartosci w
ekstremach widad, ile razy wykres przecina prosta y = c¢. Funkcja rosnaca na catym
przedziale przyjmuje kazda warto$¢ co najwyzej raz; z wtasnoscig Darboux (lekcja
13.1 Granice i ciagltos¢ funkcji, wlasnos$¢ Darboux) daje to ,,dokladnie jedno
rozwigzanie”.
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Przyktad 4.1

Dowdd z pochodnej

Wykaz, ze funkcja f(x) = 25%31 jest rosngca w przedziale (—3, +00).
_ 2(x+3)—(2z—1) __ 7
1. fl(a") - (@+3)2 = (@32°

2.Dlaz > —3: licznik 7 > 0, mianownik (z + 3)% > 0, wiec f'(z) > 0.
3. Zatem f jest rosnacaw (—3,+0c0). B

/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 2 min
1 Wykaz, ze funkcja f(z) = 2 jest malejaca w przedziale (—1, +00).

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 17 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - MONOTONICZNOSC

Z ZESTAWY A

1 Wyznacz przedzialy monotoniczno$ci.

a) x? — 4x b) vz —=x

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze

POZIOM B - EKSTREMA

/Z ZESTAWY B
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1 Wyznacz ekstrema lokalne (rodzaj i wartosc¢).

a) z° — 622

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - WARTOSCI NA PRZEDZIALE

/. ZESTAWY C

1 Podaj najmniejsza i najwieksza wartos¢.

a) 22 — 2z na [0, 3]

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM D - DOWODY I LICZBA ROZWIAZAN

/. ZESTAWY D

1 Uzasadnij krotko.

a)z3 + 2z —7=0ma
dokladnie jedno
rozwigzanie

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mmo Srednie maa trudniejsze

Petny trening (17 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

Na egzaminie ta lekcja jest cze$cia zadania optymalizacyjnego (x.2, 4 punkty), w ktérym punkty
sg za pochodna, za jej miejsca zerowe w dziedzinie, za uzasadnienie typu ekstremum (znak
pochodnej i strzatki albo ,,jedyne ekstremum lokalne”) i za odpowiedz. Informator ma tez
samodzielne zadania: dowdd monotonicznosci za 3 punkty i najmniejsza wartos$¢ funkcji, w tym
na przedziale domknietym, gdzie trzeba poréwnacé wartosci na koncach. Latwosé zadan x.2 w
maju: 42% (2025) i 47% (2026). Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.
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/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 3 zadania - 11 pkt - ok. 30 min

1 (0-4 pkt) Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema lokalne funkeji f(z) = ££2.

2 (0-3 pkt) Wykaz, ze funkcja f(z) = z® — 3z + 3z — 5 jest rosnaca w R.

3 (0-4 pkt) Wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$é funkcji f(z) = z® — 12z + 5 na
«= przedziale [—1,4].

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

x ,Maleje w[—2,0) U (0,2].”

Monotoniczno$¢ na sumie przedziatéw rozdzielonych dziura w dziedzinie zwykle nie
zachodzi. Zapisuj przedzialy osobno.

x ,f'(x¢) = 0, wiec ekstremum.”

Potrzebna zmiana znaku pochodnej. Czynnik w parzystej potedze, np. z2, znaku nie
zmienia.

x ,Najwieksza wartos¢ na [a, b] to maksimum lokalne.”

Trzeba poréwnac z wartoSciami na koncach; w zadaniu 3 najwieksza wartos¢ jest na
koncu przedziatu.

x  ,Krytyczny punkt —2 tez licze.”

Na przedziale [a, b] bierzesz tylko punkty krytyczne lezace w tym przedziale.

I4 .
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Co trzeba sprawdzié, zeby z f'(zy) = 0 wywnioskowaé minimum?

Ze f' zmienia znak w zo z — na +.
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2 Czy z° ma ekstremum w 0?

Nie: 322 > 0 nie zmienia znaku.

3 Ktorzy kandydaci wchodza do poréwnania przy szukaniu wartosci
najwiekszej na [a, b]?

Punkty krytyczne lezace w (a, b) oraz kofice a i b.

4 Tlerozwiazah maz® — 3z = 12

Trzy: maksimum lokalne 2 i minimum lokalne —2, a 1 lezy miedzy nimi.
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9 Karta wzorow i co dalej

4 2
MONOTONICZNOSC EKSTREMA I WARTOSCI
f' > OnaI:ros$nie; f < 0: maleje ekstremum: f’ = 0 i zmiana znaku
tabela: zera f’, znak, strzatki [a, b]: krytyczne w $rodku + konce
przedzialy osobno, nie suma otwarty: jedyne ekstremum lokalne
o /

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” nie ma twierdzen o monotoniczno$ci ani
warunkoéw istnienia ekstremum; sa tylko wzory na pochodne (dziat 16). Metode trzeba znacd.

Dalej: zadania optymalizacyjne (lekcja 13.4 Zadania optymalizacyjne z pochodna,).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. f' = 3(z — 2)(z + 2): ro$nie w (—o0, —2] i 2, +00), maleje w [—2, 2].
2. f' = e maleje w (—oo, —1], ro$nie w [—1, 1], maleje w [1, +00).
3. f'=6(z+2)(z — 1): roénie w (—o0, —2] i [1, +00), maleje w [—2, 1].
Zadania - czesc 2
1. f' = 3z(x — 2): maksimum f(0) = 0, minimum f(2) = —4.
2. f' =4x(z — 1)(z + 1): minima f(—1) = f(1) = —1, maksimum f(0) = 0.
3. Nie: f' = 322 + 3 > 0 dla kazdego z.
Zadania - czes¢ 3

1. Krytyczny w $rodku: z = 1. f(0) =0, f(1) = —2, f(2) = 2: najmniejsza —2, najwieksza 2.

2. f' = ’”1}1, krytyczny 1. f(3) = 2, (1) =2, f(3) = L: najmniejsza 2, najwieksza 4

3. f =dz(z —2)(z+2); w(—1,3) leza 012 (—2 odpada). f(—1) = —4, f(0) = 3, f(2) = —13, f(3) = 12:
najmniejsza —13, najwieksza 12.

Zadania - czesc 4

= <0dlaz > —1.

(z+1)—(2+5)
L ff = = 5 (z+1)

z+1)2
Zestawy A

1. a) maleje w (—o00, 2], ro$nie w [2, +-00) b) f = 7 — 1: ro$nie w [0, 1], maleje w [1, +00)

Zestawy B

1. a) max f(0) = 0, min f(4) = —32
Zestawy C

l.a)—1i3
Zestawy D

l.a) f'=322+2>0, f(1) = —4, f(2) =
Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Pochodna. dziedzinaz # 1; f/(z) = M%%fi) = %315)723 = %ﬁ%u

2.Znak. f' >0dlaz < —1liz >3; f<0dla-l<z<lil<z<3.
3. Monotonicznos$¢. rosnie w (—oo, —1] i w [3, +00); maleje w [—1,1) i w (1, 3].

4. Ekstrema. maksimum f(—1) = 4 = —2, minimum f(3) = £ =6.
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1 pkt za pochodna. 2 pkt za miejsca zerowe i znak pochodne;j. 3 pkt za przedzialy monotonicznosci
zapisane osobno. 4 pkt za oba ekstrema z warto$ciami. Maksimum mniejsze od minimum nie jest
bledem: to ekstrema lokalne na dwoéch réznych galeziach.

2. 1.Pochodna. f'(z) = 3z% — 6z + 3 = 3(z — 1)
2.Znak. f'(z) > 0dlaz # 11i f'(1) = 0; pochodna nie zmienia znaku.
3. Wniosek. f jest rosnaca w (—oo, 1] i w [1, +00), a przedzialy maja wspdlny punkt, wiec rosnie w R.
(Inaczej: f(z) = (z — 1)® — 4, przesuniecie funkcji rosnacej z°.) W
1 pkt za pochodna. 2 pkt za postac 3(z — 1)? i znak. 3 pkt za poprawny wniosek uwzgledniajacy punkt

z=1.

3. 1.Pochodna. f'(z) = 32> — 12 = 3(z — 2)(z + 2).
2. Punkty krytyczne w przedziale. tylko z = 2 (—2 ¢ [—1, 4]).
3. Wartosci. f(—1) =16, f(2) = —11, f(4) =21.
4. Wynik. najmniejsza —11 (dla = 2), najwieksza 21 (dla xz = 4).
1 pkt za pochodna. 2 pkt za punkt krytyczny w przedziale z odrzuceniem —2. 3 pkt za wartosci w 2 i
na obu koncach. 4 pkt za obie odpowiedzi.

Matura z matematyki - Lekcja 13.3: Monotoniczno$¢ i ekstrema funkcji - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i 2026; broszura
,Wybrane wzory matematyczne”. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt13_3.py).
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