MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 13.2

Pochodna: definicja,

interpretacja
i obliczanie

Pochodna pojawia sie w kazdym arkuszu rozszerzonym,

najczesciej w zadaniu optymalizacyjnym za 4 punkty (lekcja 13.4

Zadania optymalizacyjne z pochodna), ale tez w zadaniach za 3-

4 punkty z parametrem i ze styczng. We wszystkich pierwszy

punkt jest za poprawnie policzona pochodnag. Najczestsza

przyczyna utraty wszystkich punktéw jest btad w pochodnej

ilorazu. Ta lekcja to definicja (jedno zdanie i jeden rachunek),

wzory z broszury i ich bezpieczne uzycie oraz rownanie

stycznej.
CZAS ZADANIA
ok. 30 min 11 zadan w tresci,
czytania + ok. 45 probka treningu
min zadan rachunkowego, 3
zadania w stylu
maturalnym,;

pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
rozszerzony:
XIII.3R, XIII.4R

W TEJ LEKCJI

©  Nachylenie stycznej, predko$¢ chwilowa

1 Definicja: granica ilorazu réznicowego

2 Wzory: potegi, suma, iloczyn, iloraz, ztozenie
3 Stycznaizadania z parametrem

4 Pochodna jako predkosé

5  Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordw i co dalej
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o Nachylenie stycznej, predkos¢ chwilowa

Sieczna przez dwa punkty wykresu, (zg, f(z,)) i (zg + h, f(zy + h)), ma wspéiczynnik kierunkowy
w. Gdy h — 0, sieczna obraca sie wokét punktu (zo, f(xo)) i w granicy staje sie styczna.
Granica tego ilorazu to pochodna f'(z(): wspdtczynnik kierunkowy stycznej (interpretacja
geometryczna). Jesli f(t) to droga przebyta do chwili ¢, ten sam iloraz to predko$c¢ srednia na

odcinku czasu dlugosci h, a jego granica to predkos$¢ chwilowa (interpretacja fizyczna).

1 Definicja: granica ilorazu réznicowego

e I
63 DEFINICIA

f(zo +h) — f(=)
h

/ 1
Fleo) =i

o ile ta granica istnieje i jest skonczona. W rachunku z definicji licznik zawsze ma
czynnik h, ktéry sie skraca: to granica typu % z lekcji 13.1 Granice i ciagtos$é funkgeji,
wlasno$¢ Darboux.

Przyktad 1.1

332

w punkcie

3

Korzystajqc z definicji, oblicz f'(3) dla f(z) = x>.
1 f(B+h)—f(38)=9+6h+h>—9=6h-+h%

2 R —g 4 ph 6.

[ Wynik: f'(3) = 6, zgodnie ze wzorem (z?)' = 2. ]
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Przyktad 1.2

1
x
w punkcie
2
Korzystajqc z definicji, oblicz f'(2) dla f(z) = i
1 1 1 _2-(4+h) _ _-h
T+h 2 T~ 2(2+h) T 202+R)°

2 Po podzieleniu przez h: 2(;—% - -1

[ Wynik: —1, zgodnie ze wzorem (%)' = 1. j

13.2 - Pochodna: definicja, interpretacja i obliczanie 3/14



SYMULACJA 1  Sieczna przez punkty o odcietych zg i g + h. Zmniejszaj h (takze do
wartosci ujemnych) i poréwnaj iloraz réznicowy z pochodna: sieczna przechodzi w
styczna, a jej wspdtczynnik kierunkowy dazy do f'(zo).

-3 -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5

— wykresf — sieczna = = styczna

Xo 1,00 h 1,00 iloraz r6znicowy 3,0000 f'(xo) 2,0000 réznica 1,0000

[f(xo + h) = f(Xo)] : h =3,0000, a f'(xo) = 2,0000. Im mniejsze |h|, tym mniejsza roznica; przy h - 0
sieczna przechodzi w styczna.

Stan na rysunku: f(x) = x2, xe = 1,00, h = 1,00; iloraz rdéznicowy 3,0000, f'(xe) =
2,0000.

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 4 min

1 Korzystajac z definicji, oblicz f'(1) dla f(z) = 2z°.

2 Korzystajac z definicji, oblicz f'(2) dla f(z) = =*.

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze
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Wzory: potegi, suma, iloczyn, iloraz, ztozenie

4 )
s8 WZORY (W BROSZURZE CKE)
* (¢") =ra" ! dlakazdego rzeczywistego r; w szczegélnosci (vz)' = 5=, (1) = -1,
s (c-f)=cf,(fxg)=f=*g.

f-9)="rfg+1d.
/ ! /
5) = L%tg_; w liczniku najpierw pochodna licznika, minus, mianownik do

[
=~

wadratu.
g(f (:13)))' =¢'(f(z)) - f'(z): pochodna ,zewnetrznej” razy pochodna ,wewnetrzne;j”.

[
~—~

Zanim zaczniesz rozniczkowac, uprosé: pierwiastki i utamki zamien na potegi (% =
bz~1, x/z = x%/2), wymnoz krétkie iloczyny. W ilorazie nie wymnazaj mianownika
g*: jego znak jest od razu widoczny, co przyda sie przy monotonicznosci.

- J

Przyktad 2.1
Potegi
Oblicz pochodng f(z) = 3z* — 2¢/z + 2.
1 f(z) = 3z* — 222 + 521,

2 fl(z) =122% — /2 — 5272,

[ Wynik: f'(z) = 122° — ﬁ -5 ]

Przyktad 2.2
Iloraz
Oblicz pochodng f(z) = %"Tl

2z-(z—1)—(x?+1)-1
1 f’ = T.

o> Licznik: 22?2 — 2z — 22 — 1 =22 — 22 — 1.

[ Wynik: f'(z) = %, z # 1. }
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Przyktad 2.3

Ztozenie

Oblicz pochodne: a) (2z + 1)°, b) v/x2 + 9.
1 a)b(2z+1)*-2=10(2z + 1)*

1 _ T
2 b 2V/z2+9 2z = 2249 "

Wynik: czynniki 2 i 2z to pochodne funkcji wewnetrznych; bez nich wynik jest
bledny.

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 8 min

1 Oblicz pochodna z* — 4z + 7.

2 Oblicz pochodna v/z + 5.

223

3 Oblicz pochodng -

4 Oblicz pochodna (3z — 1)%.

5 Oblicz pochodna z+/z.

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze

3 Stycznaizadania z parametrem

~ )
58 ROWNANIE STYCZNEJ (W BROSZURZE CKE)

y = f'(20)(z — x0) + f(z0)

* Dany punkt stycznosci zy: policz f(zo) i f'(zo), podstaw.

e Dany kierunek (,,styczna réwnolegta do y = 4z — 1”): rozwiaz f'(zo) = 4.

¢ Dany punkt poza wykresem, przez ktdéry styczna przechodzi: zapisz styczng w
punkcie z z niewiadomym x, podstaw wspoéirzedne punktu, rozwiagz réwnanie z .

o J
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Przyktad 3.1
Styczna w punkcie

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu f(z) = z3 — 2z w punkcie o odcietej 1.

1 fQ)=-1 f(z) =32 -2, f'(1) =1
2 y=1-(z—1)—-1.

[ Wynik:y = 2 — 2. ]

Przyktad 3.2
Styczna o danym kierunku
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu f(x) = x? + x réwnolegtej do prostejy = 4x — 1.
L ) =2mt L=t n= ki f(3) = +i- B

2 y=4(z-3)+ 1.

[ Wynik:y:4a:—%. J

Przyktad 3.3
Parametr z warunku na pochodna

Funkcja f(x) = %"T“ spetnia f'(1) = 3. Wyznacz a.

2¢(z+1)—(2%+a 22412z —a
R

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 6 min

1 Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu f(z) = x> — 3z w punkcie o odcietej 2.
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2 Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu f(z) = 1 w punkcie o odcietej .

3 Wyznacz punkty wykresu f(z) = z3, w ktérych styczna jest réwnolegta do prostej y =
e 12z,

moopodstawowe  mmo Srednie maa trudniejsze

4 Pochodna jako predkos¢

Jesli s(t) to polozenie ciala poruszajacego sie po prostej w chwili ¢, to v(t) = s'(t) jest predkoscia
chwilowa. Jednostki: metry na sekunde, gdy s jest w metrach, a t w sekundach. Predkos¢ ujemna

oznacza ruch w przeciwna strone.

Przyktad 4.1
Predkos¢ w chwili
t=2

Ciato porusza sie po prostej, a jego potozenie w chwili t (w sekundach) to s(t) = 2t> — 3t* 4 4t (w
metrach). Oblicz predkos¢ w chwilit = 2.

1 v(t) =6t — 6t + 4.

2 w(2)=24-12+4.

[ Wynik: 16 2. J

/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 1 min
1 s(t) = t* + 3t (metry, sekundy). Oblicz predko$¢ w chwili ¢ = 4.

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 21 przykladow i zadan, z odpowiedziamiiw

wersji do druku.
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POZIOM A - POTEGI I SUMA

/. ZESTAWY A

1 Oblicz pochodna.
‘ a) 5x? b) 22z

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

POZIOM B - ILOCZYN, ILORAZ, ZEOZENIE

/. ZESTAWY B

1  Oblicz pochodna.

a)z?(z — 1) b) ;21+—4

... pozostate przyktady na stronie treningu
oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - STYCZNA

/. ZESTAWY C

1 Wyznacz.

a) stycznado x> wxg = 1

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM D - DEFINICJA I PREDKOSC

/. ZESTAWY D
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1 Oblicz.
a) f'(5) z definicji dla
f(z) = 22

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

Petny trening (21 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

Zadania z pochodna spoza optymalizacji w arkuszach 2025-2026: wyznaczenie parametru z
warunku na pochodna ilorazu (3 punkty) i wielomian z warunkiem na styczna (4 punkty). Klucz:
1 punkt za pochodna, 2 punkty za réwnanie z jedna niewiadoma, 3 punkty za wynik; przy
stycznej osobny punkt za jej wspoétczynnik kierunkowy. Informator ma tez zadanie z potozeniem
z(t) i predkoscia jako pochodna. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 3 zadania - 10 pkt - ok. 25 min

1 (0-3 pkt) Funkcja f jest okre$lona wzorem f(z) = iﬁfr’f dla z € R. Wyznacz a, dla ktérego
=  f(1)=-3.

2 (0-4 pkt) Wyznacz réwnania wszystkich stycznych do wykresu funkcji f(z) = z? — 2z +
== 3 ktore przechodza przez punkt P = (1, —2).

3 (0-3 pkt) Cialo porusza sie po prostej, a jego polozenie w chwili ¢t € [0, 5] (w sekundach)
«= jestréwne s(t) = —t3 + 6t> + 15t (W metrach). Oblicz predko$¢ ciata w chwili t = 1 oraz
wyznacz chwile, w ktorej predkos¢ jest najwieksza, i te predkosé.

moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze

7 Najczestsze btedy

! / I
X ”(i) _ ‘gL/” albO ,,Lq?_zu"-

g9
Licznik zaczyna sie od f’g, potem minus fg'. Odwrécona kolejno$¢ zmienia znak catego
wyniku. Sprawdz sie na 7: musi wyjs¢ 1.
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x (22 +1)%) =5(2z + 1)*”

Brakuje pochodnej funkcji wewnetrznej, czyli czynnika 2.

x w(fg9) =147
(f9) = f'g + fg'. Kontrprzyktad: (z - z)’ = 2z,al-1=1.

x ,Styczna:y = f'(z)(x — xo) + f(z0).”

Wspdtczynnik kierunkowy to liczba f'(z,), a nie funkcja f’(x). Styczna jest prosta.

s Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e A
1 Co oznacza geometrycznie f'(x¢) = 0?

Styczna w punkcie (zg, f(z()) jest pozioma.

2 Ilewynosi f'(4) dla f(z) = /x?

I
=
.

3

3 Jaknajszybciej zrézniczkowaé 2?2

Jako 3z72: —62% = — 5. Wzor na iloraz jest tu zbedny.

4  Dlaczego w pochodnej ilorazu warto zostawi¢ mianownik w postaci g??

Bo g? > 0 poza miejscami zerowymi g, wiec znak pochodnej zalezy tylko od licznika.
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9 Karta wzorow i co dalej

4 a
WZORY ZASTOSOWANIA
(") = rz"! f'(xo): nachylenie stycznej
(f9) = f'a+fg' <§)I Ll styczna: y = f'(zo)(z — o) + f(20)
(9(@))) = ¢ (£(2)) f'() vH) =#(0)
=~ J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” (dziat 16) sg wzory na pochodng sumy,
réznicy, iloczynu, ilorazu i funkcji ztozonej, tabela pochodnych (stata, funkcja liniowa i
kwadratowa, z", £, Vz, sinz, cos z, tg =, €”) oraz rownanie stycznej. Definicji pochodnej przez

granice w broszurze nie ma.

Dalej: monotonicznosc i ekstrema (lekcja 13.3 Monotonicznosc i ekstrema funkcji).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

B i 2. Y
2. (2 + h)® — 8 = 12h + 6h% + h3; po podzieleniu przez h: 12 + 6h + h% — 12.

Zadania - czesc 2

1.3z% — 4.
1 2
2. m F.
3, 2e(e12)—(2’=3) _ 2’44043
(z+2)2 @+2)?

4.4(3z —1)%-3 = 12(3z — 1)3.
5.2%2, wiec 212 = 3,/z.

Zadania - czes¢ 3
L.f(2)=-2,f(2)=1y=2—4.
2.f(3)=2 f(})=—4y=—4z+4.
3.3z? = 12, = = +2: punkty (2,8)i (-2, —8).

Zadania - czes¢ 4
Lo=2t+3, v(4) =11 =.

Zestawy A
1.a) 1522 b) z7/3: §x4/3

Zestawy B
1.2)32% —2¢ b) — 4y

Zestawy C
l.a)y=2x—1

Zestawy D
1.a) WL, 10

Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Pochodna. f'(z) = %%—%ﬁ%&
2. Réwnanie. f/(1) = £222ta) — _a _ _3
3. Wynik. a = 6.

1 pkt za pochodng (wzo6r na pochodng ilorazu). 2 pkt za réwnanie —5 = —3. 3 pkt za a = 6.
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2. 1.Stycznawx,. f'(z) =2z — 2; y = (2z9 — 2)(x — xo) + 3 — 22 + 3.
2. Warunek P. —2 = (2z0 — 2)(1 — o) + 22 — 220 + 3 = —(z0 — 1)® + 2.
3. Punkty styczno$ci. (zy — 1)? = 4: 2y = 3albozg = —1.
4.Styczne. g = 3: f(3) =6, f'(3) =4, y=4x — 6. o = —1: f(—1) =6, f'(—1) = -4, y = —4dz + 2.
1 pkt za réwnanie stycznej w punkcie zy. 2 pkt za réwnanie z warunku przejscia przez P. 3 pkt za
xg = 3ixg = —1. 4 pkt za oba réwnania stycznych.

3. 1.Predko$é. v(t) = s'(t) = —3t*> 4 12t + 15.
2.t=1.v(1) =24 2.
3. Maksimum. v to funkcja kwadratowa o ujemnym wspétczynniku przy t*; wierzchotek t = 1—1(;2 =2¢€10,5],
v(2) =27 2.
1pktzav(t). 2 pktzav(l) =24.3pktzat =2iv = 27.

Matura z matematyki - Lekcja 13.2: Pochodna: definicja, interpretacja i obliczanie - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i 2026; broszura
,Wybrane wzory matematyczne”. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt13_2.py).
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