MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 13.1

Granice i
ciagtosc funkcii,
witasnosc Darboux

W arkuszach z lat 2024-2026 nie bytlo jeszcze zadnego zadania
przypisanego do tej lekcji. Informator CKE ma trzy dowody za 3
punkty z wlasnos$ci Darboux: funkcja ma miejsce zerowe w
danym przedziale, przyjmuje dana wartos$¢, ma co najmniej dwa
pierwiastki. Klucz jest bardzo formalny: osobno punktuje
wartos$ci na konficach, uzasadnienie ciggltosci i powotanie sie na
twierdzenie. Granice funkcji sa potrzebne przede wszystkim
jako narzedzie: do ciggtosci funkcji sklejanych i do definicji
pochodnej w lekcji 13.2 Pochodna: definicja, interpretacja i

obliczanie.
CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 30 min 14 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 40 prébka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 3 zakres
zadania w stylu rOZSzZerzony:
maturalnym,; XIII.1R, XIII.2R

pelny trening na
osobnej stronie
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W TEJ LEKCJI

0 Do czego zblizajg sie wartosci

1 Granica w punkcie: podstaw albo skroc
2 Granice jednostronne i nieskonczone

3 Granice w nieskonczonosci

4 Ciggtosc¢ i funkcje sklejane

5  Wtasnosc¢ Darboux

6 Trening rachunkowy

7 Namaturze

8  Najczestsze btedy

9  Sprawdz sie

10 Karta wzordw i co dalej
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o Do czego zblizajg sie wartosci

lim, .., f(z) = g znaczy: gdy z zbliza sie do z, (ale z # x,), wartosSci f(z) zblizaja sie do g. Sama
warto$¢ f(zo) nie ma znaczenia; funkcja moze nawet nie by¢ w zy okreslona. Funkcja jest ciagla
Wz, gdy granica istnieje i jest rowna f(zo): wykres nie ma w tym miejscu dziury ani skoku.
Formalnie granice funkcji definiuje sie przez ciagi (lekcja 6.4 Granice ciagdéw i szereg
geometryczny): g jest granica, jesli dla kazdego ciagu x,, — o, , # o, ciag f(x,) dazy do g.

1 Granica w punkcie: podstaw albo skroc

e I
3 DWA KROKI

* Wielomiany, funkcje wymierne, pierwiastki, wykladnicze, logarytmy i
trygonometryczne sg ciaglte w swoich dziedzinach. Jesli z, nalezy do dziedziny,
podstaw: granica to f(zo).

¢ Jesli podstawienie daje %, licznik i mianownik maja wspdlny czynnik (z — zo).
Roz16z i skréé (wzory skréconego mnozenia, schemat Hornera, sprzezenie przy
pierwiastkach), potem podstaw.

Przyktad 1.1

Skracanie

2 J—
Oblicz lim 2.
=2 I —

1 Podstawienie daje %. % =z +2dlaz # 2.

[ Wynik: 4, chociaz f(2) nie istnieje. j
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Przyktad 1.2

Dwa wzory skroconego mnozenia

31
Oblicz lim —
z—=1 e —1
1 (z—1) (@’ +z+1) — ziiztl
(z—1)(z+1) z+1

2 Podstawiamy z = 1: 3.

[ Wynik: 2. ]

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 5 min
2 p—
1 Oblicz lim Z—2.
- z—3 I — 3
243z +2
2 Oblicz lim © T *2
- z——1 T -+ 1
-2
3 Oblicz lim Y2

an z—4 .’,U—4

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

2 Granice jednostronne i nieskonczone

e M
58 GDY MIANOWNIK DAZY DO ZERA, A LICZNIK NIE

¢ lim, Loy 1O granica przy x zblizajacym sie do z, z prawej (z > xg), lim, ey Z lewej.
Granica (obustronna) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy obie jednostronne istniejq i sa
réwne.

* Gdy licznik dazy do liczby réznej od zera, a mianownik do 0, warto$¢ bezwzgledna
ro$nie nieograniczenie: granica to +o0o albo —oco. Znak ustal z tabelki znakéw: znak
licznika i znak mianownika tuz obok z.
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Przyktad 2.1
Rézne granice z dwoch stron
Oblicz granice jednostronne funkcji f(z) = i—j w punkcie 2.

1 Licznik — 3 > 0.

2 Dlaz—2":2—-2— 0",iloraz— +oco.Dlaz — 2 :x — 2 — 07, iloraz — —oo.

[ Wynik: 400 i —o0; granicy obustronnej nie ma. Prosta = 2 jest asymptotq pionowa. ]

Przyktad 2.2
Skok
Zbadaj granice funkcji f(x) = J% w punkcie 0.

1 Dlaz >0: f(z) =1;dlaz <0: f(z) = —1.

[ Wynik: granice jednostronne 1i —1; granica w 0 nie istnieje. ]

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 4 min

1 Oblicz lim

z—1" T —

kd

2 Czy istnieje hi% ?? Uzasadnij jednym zdaniem.

- -3
3 Oblicz glvl_% m

moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze
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3 @Granice w nieskonczonosci

-~
68 FUNKCJE WYMIERNE: NAJWYZSZE POTEGI

Podziel licznik i mianownik przez najwyzsza potege x z mianownika, tak jak przy
granicach ciagéw. Wynik zalezy od stopni:

¢ stopien licznika mniejszy: granica 0;

* stopnie réwne: iloraz wspotczynnikow przy najwyzszych potegach;

* stopien licznika wiekszy: +o00, znak z wyrazéw najwyzszego stopnia (uwazaj na z —

—00).

Przyktad 3.1
Trzy przypadki

. . . 22211 z+1 z3
Oblicz granice przy * — +00: a) £5—53, b) 275, ©) 7r7-

2+
1 a)tg——>2.

T

5 R
b) ol 0.

3 0 1f_]5 — 4-00.

[ Wynik: 2, 0, 4-oco0. j

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 3 min

3
1 . . 3T —=x
1 ovlics lim T
2
1

2 Oblicz lim T2
T rT——00 I — ]_

3 Oblicz lim 2272,
- z—+oo p* + 1

moopodstawowe mmo Srednie saa trudniejsze
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4 Ciagtosc i funkcje sklejane

e N
s CIAGLOSC W PUNKCIE

fciagltawzy <= lim, . f(z) = lim, f(z) = f(zg).
Typowe zadanie: funkcja sklejona z dwoch wzoréw z parametrem. Kazdy wzor jest

ciggly na swoim przedziale, wiec jedyny podejrzany punkt to punkt sklejenia. Oblicz
obie granice jednostronne i wartos¢ w tym punkcie, przyréwnaj.

Przyktad 4.1

Parametr w sklejeniu

22+a dlaz<l1

Dla jakiego a funkcja f(z) = {233 43 dlagz>1 jest ciggta?

1 lim, ;- f(z) =1+ a; lim, ,;+ f(z) = f(1) =5.

2 1+a=05.

[ Wynik: a = 4. ]

Przyktad 4.2
Dziura do zaklejenia
Dla jakiego m funkcja f(x) = ”;2%3? dlax # 31 f(3) = mjest ciggla?

1 lim, 3 f(z) =lim, ;3(z +3) =6.

[ Wynik: m = 6. ]

/. ZADANIA - CZESC 4 2 zadania - ok. 3 min

1 Dlajakiego a funkcja f(z) = ax + 1dlaz < 2i f(z) = 22 — 1 dlaz > 2 jest ciagla?
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2

2 Dlajakiego m funkcja f(z) = =242 dlaz # 2, f(2) = m, jest ciagla?

moo podstawowe meo Srednie saa trudniejsze

5  Witasnosc¢ Darboux

-

58 TWIERDZENIE

Je$li funkcja f jest ciagla na przedziale domknietym [a, b], to przyjmuje kazda wartos¢
posrednia miedzy f(a)i f(b). W szczegdlnosci: jesli f(a) i f(b) maja przeciwne znaki, to
istnieje z, € (a,b), dla ktérego f(z,) = 0.

Zapis dowodu w trzech krokach (tak punktuje klucz):

1. oblicz f(a) i f(b);

2. zapisz, ze maja przeciwne znaki, i uzasadnij ciaglos¢ (,,f jest wielomianem”, ,,f jest
suma funkcji ciagtych na [a, b]”);

3. powolaj sie na wlasnos$¢ Darboux i zapisz wniosek.

Przyktad 5.1

Petny zapis dowodu

Wykaz, ze réwnanie z* + = — 1 = 0 ma rozwiqzanie w przedziale (0,1).

1. Niech f(z) =23 +z — 1. f(0) = -1, f(1) = 1.
2. f(0) < 0 < f(1). Funkcja f jest wielomianem, wiec jest ciagta na [0, 1].
3. Z wlasnosci Darboux istnieje z, € (0, 1), dla ktérego f(z,) = 0, czyli rbwnanie ma

rozwiazanie w (0,1). W
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Przyktad 5.2
Przyblizanie pierwiastka: bisekcja

Znajdz przedziat dtugosci % zawierajqcy pierwiastek réownania z przykiadu 5.1.
1 f(0,5) = —2 < 0: pierwiastek w (0,5; 1).

2 f(0,75) = & > 0: pierwiastek w (0,5; 0,75).

3 f(0,625) = — &L < 0: pierwiastek w (0,625; 0,75).

[ Wynik: zy € (0,625; 0,75); doktadniej zy ~ 0,682. Kazdy krok potowi przedzial. }

Przyktad 5.3
Dwa pierwiastki
Wykaz, ze réwnanie x* — 4z + 1 = 0 ma co najmniej dwa rozwiqzania.
1. f(z) =z* -4z + 1: f(0)=1, f(1)=-2, f(2)=09.
2. f jest wielomianem, wiec jest ciagta na [0, 1] i na [1, 2|; na kazdym z tych przedziatéw
zmienia znak.

3. Z wlasnosci Darboux istnieje pierwiastek w (0, 1) i pierwiastek w (1, 2). Przedziaty sa
rozlaczne, wiec sa to dwa rézne rozwiazania. H
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SYMULACJA 1  Wybierz funkcje i wykonaj kolejne kroki bisekcji. Przedziat [a, b], na
ktorego konicach funkcja ma przeciwne znaki, potowi sie w kazdym kroku. Ostatnia

funkcja, %, zmienia znak na [—1, 2|, ale nie jest tam ciagla i nie ma miejsca zerowego: bez
ciaglosci twierdzenie nie dziala.

/

— wykresf — biezgcy przedziat[a, b] — $rodki kolejnych przedziatéw

a 0,62500 b 0,75000 dtugosc b -a 0,12500 f(a), f(b) -0,131; 0,172

f jest ciagta, a f(a) i f(b) maja przeciwne znaki, wiec z wtasnosci Darboux miejsce zerowe lezy w
[0,6250, 0,7500]. Kazdy krok potowi przedziat.

Stan na rysunku: x® + x - 1 na [0, 1], 3 krokdéw bisekcji, przedziat [0,6250, 0,7500].

/. ZADANIA - CZESC 5 3 zadania - ok. 8 min

1 Wykaz, ze réwnanie z° — 3z + 1 = 0 ma rozwiazanie w przedziale (0, 1).

2 Wykaz, ze rownanie z° + = = 1 ma rozwiazanie w przedziale (3,1).

3 Wykaz, ze réwnanie z® — 4z + 1 = 0 ma doktadnie trzy rozwigzania.

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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6 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 18 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - GRANICE Z 0/0

/. ZESTAWY A

1 Oblicz granice.

o« 2_1 3_1
z b)limac

z—1 x—1 z—1 ¢ —1

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - JEDNOSTRONNE I W NIESKONCZONOSCI

/ ZESTAWY B

1  Oblicz granice.

“ . 2z 4+ 1
a) lim
r—+o00 I — 3

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - CIAGLOSC Z PARAMETREM

Z ZESTAWY C

1 Wyznacz parametr, dla ktérego funkcja jest ciagla.

a)z +adlaz <0, 22 +2
dlaz >0

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM D - WARTOSCI DO DOWODU Z DARBOUX
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/. ZESTAWY D

1 Oblicz warto$ci funkcji w podanych punktach i wskaz przedzialty, w ktérych na pewno
== jest miejsce zerowe.

a)z’+2z —5wli2

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

Petny trening (18 przyktadow i zadan) >

7 Na maturze

Zadania z informatora CKE do tej lekcji to wylacznie dowody za 3 punkty z wlasnosci Darboux, a
w arkuszach 2024 - sierpienl 2026 nie bylo zadnego zadania z tego zakresu. Klucz: 1 punkt za
wartosci na koncach przedziatu, 2 punkty za przeciwne znaki i uzasadnienie ciagtosci, 3 punkty
za powolanie sie na wlasno$¢ Darboux i wniosek. Brak zdania o ciagtosci kosztuje punkt nawet
przy bezbtednym rachunku. Ponizsze zadania sg nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 3 zadania - 8 pkt - ok. 20 min

1 (0-3 pkt) Wykaz, ze réwnanie log, z = 4 — z ma rozwigzanie w przedziale (2, 3).

2 (0-2 pkt) Obli ice lim & =8
-2p icz granice lim ——.

3 (0-3 pkt) Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = % dlaz < 2oraz f(z) =mz+1
e« dlaz > 2. Wyznacz m, dla ktérego f jest ciaglta w punkcie 2.

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze

8 Najczestsze btedy

x ,f(0) <0< f(1), wiec jest pierwiastek.”

Tylko dla funkgji ciaglej. L ma f(—1) < 0 < (1) i nie ma miejsca zerowego. Zdanie o
ciaglosci jest obowigzkowe.
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0

»3 = 1”7 albo ,, = granica nie istnieje”.

% to sygnat do skracania, nie wynik.

i

3 _ 9
116 = O0.
Znak zalezy od strony: & — +o0, &
»Dwa przedziaty ze zmiang znaku, wiec doktadnie dwa pierwiastki.”

Darboux daje ,,co najmniej”. ,Dokladnie” wymaga osobnego argumentu (stopien
wielomianu, monotonicznosé).

Sprawdz sie

Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

3 s _ 0. Granica obustronna moze nie istnieé.

e a
1 Czy granica funkcji w z( zalezy od f(x¢)?
Nie. Licza sie tylko wartosci dla x # z blisko x.
- J
e a
. . 27
2 Ilewynosilim, , %?
2.
G J
e a
3 Jakie trzy elementy musi mie¢ dowdd z wlasnosci Darboux?
Wartosci na konicach o przeciwnych znakach, uzasadnienie ciaglosci, powotlanie sie na
twierdzenie i wniosek.
- J
e A
4  Czy funkcja ciaglana[a,b] z f(a) > 01 f(b) > 0 moze mieé miejsce zerowe w
(a,b)?
Tak (np. z% — ;11 na [—1, 1]). Darboux daje warunek wystarczajacy, nie konieczny.
. J
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10 Karta wzorow i co dalej

4 N
GRANICE CIAGtOSC I DARBOUX
w dziedzinie: podstaw; 2: roz6z i skro¢ ciggta: im~ = lim™ = f(z)
o5, ¢ # 0: oo ze znakow dowdd: wartos$ci, znaki + cigglosé,
& — “+oo: poréwnaj stopnie Darboux
,»,Co najmniej k”: k roztacznych
przedziatow
- J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” nie ma dzialu o granicach i ciagtosci funkcji
ani wlasno$ci Darboux; sa tylko granice ciggéw w dziale o ciggach. Twierdzenie i schemat
dowodu trzeba znad.

Dalej: pochodna funkcji (lekcja 13.2 Pochodna: definicja, interpretacja i obliczanie), ktdrej definicja
jest granicq ilorazu réznicowego.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

l.z+3 — 6.

2, ) — 42 1.

3.2 —4 = (vz —2)(v/z + 2), wiec wyrazenie to
Zadania - czesc 2
1. Mianownik — 07: —oo.

2. Nie: granice jednostronne sa réwne 11 —1.

3. Licznik — —1, mianownik — 0" z obu stron: —oo (granica obustronna niewtasciwa).

Zadania - czes¢ 3

Zadania - czesc 4
1.2a4+1=3, a=1.

2, &R _ 511 53 m=3.

Zadania - cze$c 5

1 1
V+2 vt

1. f(0) =1>0, f(1) = —1 < 0; f jest wielomianem, wiec ciagta na [0, 1]; z wlasno$ci Darboux istnieje

zo € (0,1) z f(zg) = 0.

2.f@)=a"+z-1: f(}) =%

+3—1=-1 <0, f(1) = 1> 0; wielomian, wiec ciagta; Darboux.

3. f(=3)=-14, f(—-2) =1, f(0) =1, f(1) = -2, f(2) = 1: zmiany znaku na (-3, —2), (0,1), (1, 2);

ciagto$¢ wielomianu i Darboux daja trzy rézne pierwiastki. Wielomian stopnia 3 ma ich co najwyzej

trzy, wiec dokladnie trzy.
Zestawy A
1.a)2 b)yz?+z+1—3
Zestawy B
1.a)2
Zestawy C

l.a)a=2
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Zestawy D
l.a) —21i7: pierwiastek w (1, 2)

Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Funkcjaiwartosci. f(z) =logyz+z—4; f(2)=1+2—-4=-1; f(3) =log,3 — 1.

2. Znaki i ciaglo$¢. log, 3 > log, 2 = 1, wiec f(3) > 0 > f(2). Funkcja f jest suma funkcji logarytmicznej i

liniowej, ciagtych na (0, +00), wiec jest ciagla na [2, 3.

3. Darboux. istnieje zy € (2, 3), dla ktérego f(xy) = 0, czylilogy, xzg =4 — z;. B

1pktza f(2)1 f(3). 2 pkt za uzasadnienie f(3) > 01i ciaglosci f. 3 pkt za powotanie sie na wlasnos$é¢

Darboux i wniosek.

2. 1. Rozklad. Ee 2ol _ a'ideit gl q 2 2,

2. Granica. £ = 3.

1 pkt za skrécenie przez x — 2. 2 pkt za wynik 3.

L8 _ g4 35,

3. 1. Granica lewostronna.
2. Prawa strona. lim,_,». f(z) = f(2) = 2m + 1.

3. Warunek.2m +1 =5, m = 2.

1 pkt za granice lewostronna 5. 2 pkt za rownanie 2m + 1 = 5. 3 pktzam = 2.

Matura z matematyki - Lekcja 13.1: Granice i ciggtos¢ funkcji, wtasnos¢ Darboux - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; broszura ,Wybrane wzory matematyczne”. Zadania

sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt13_1.py).
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