MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 12.4

Schemat Bernoulliego

Schemat Bernoulliego to jeden wzor z broszury, ale w puli CKE z
lat 2024-2026 sa tylko dwa zadania z nim: jedno egzaminacyjne
(czerwiec 2025) i jedno w informatorze. To mata probka, wiec ta
lekcja jest krotka. Wazniejsze od samego wzoru sg trzy rzeczy:
rozpoznanie, kiedy wolno go uzy¢, liczenie ,,co najmniej” i ,,co
najwyzej” przez dopelnienie lub sume oraz zaokraglanie dopiero

na koncu.
CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 20 min 9 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 30 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 3 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym,; XII.2R

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI

©  Powtdrzenia tej samej proby

1 Wzér na doktadnie k sukceséw

2 ,Conajmniej” i,co najwyzej”

3 Ile prob potrzeba

4 Kiedy to nie jest schemat Bernoulliego
5  Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordow i co dalej
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o Powtdrzenia tej samej proby

Proba Bernoulliego ma dwa wyniki: sukces z prawdopodobienstwem p i porazke z
prawdopodobienstwem g = 1 — p. Schemat Bernoulliego to n niezaleznych powtérzen tej samej
préby: rzuty kostka, rzuty moneta, losowania ze zwracaniem, kolejne niezalezne rzuty do kosza.
Pytamy o liczbe sukceséw, a nie o to, ktére proby sie udaty.

1 Wzor na doktadnie k& sukcesow

4 I
8 WzOR (W BROSZURZE CKE)

Pa(k) = (Z)p’“q"'“

Skad sie bierze: jeden konkretny ciag z k sukcesami i n — k porazkami ma

prawdopodobienstwo p*q" ¥ (iloczyn, bo préby sa niezalezne), a takich ciagéw jest
(Z), tyle, ile sposobow wyboru pozycji sukcesow (lekcja 11.2 Permutacje, wariacje,
kombinacje i symbol Newtona). W rozwiazaniu zawsze zapiszn, k, pi q: za to klucz

daje pierwszy punkt.

Przyktad 1.1
Dwie szdstki w pieciu rzutach

Rzucamy piec razy kostkq. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze szostka wypadnie doktadnie dwa razy.

1 n:5,k:2,p:%,q:%.
_ (5 (1\2 (5\3 _ 1 125 _ 1250
2 B(2)=() (5) (§) =10 55 355 = 77
. 625
/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 4 min

1 Rzucamy cztery razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo, ze orzet wypadnie
= dokladnie dwa razy.
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2 Testma 6 pytan, kazde z czterema odpowiedziami, z ktérych jedna jest poprawna.
== Uczen zgaduje wszystkie odpowiedzi. Oblicz prawdopodobienistwo, ze trafi doktadnie 3.

3 Oblicz P5(5) przy p = 0,9.

moopodstawowe  mmo Srednie maa trudniejsze

2 ,,Conajmniej” i,,co hajwyzej”

e I
s DWA SPOSOBY

* Conajwyzej m: suma P,(0) + P,(1) + ... + P,(m). Przy malym m to dwa, trzy
skladniki.

* Co najmniej m: je$li m jest mate, przez dopelnienie: 1 — P,(0) — ... — P,(m — 1).
Najczestszy przypadek: co najmniej jeden sukces = 1 — ¢".

Wybierz sposéb z mniejszg liczba sktadnikéw. Zaokraglaj dopiero wynik koncowy.
- J

Przyktad 2.1
Co najwyzej jeden sukces

Prawdopodobieristwo sukcesu w jednej probie wynosi 0,1. Wykonujemy 10 préb. Oblicz
prawdopodobieristwo co najwyzej jednego sukcesu. Wynik podaj w zaokrqgleniu do czesci

tysiecznych.
1 P;(0) =0,9% Py(1) =10-0,1-0,9° = 0,9°.

2 Suma:0,9°(0,9 +1) =1,9-0,9° = 1,9 - 0,387420489....

[ Wynik: ~ 0,736. Wylaczenie wspdlnego czynnika 0,9° oszczedza rachunki. j
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Przyktad 2.2
Co najmniej jedna szostka
Rzucamy cztery razy kostkq. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze szdstka wypadnie co najmniej raz.

625

D . 504
1 Dopelnienie: zadnej széstki, (2)" = £2.

[ Wynik: 1 — 25 = Bl ~ 0,518. ]

SYMULACJA 1 Rozklad liczby sukceséw w schemacie Bernoulliego: wysokos$¢ stupka
nad k to P, (k). Ustaw n i p, wybierz rodzaj zdarzenia i prég m. Zaznaczone stupki sktadaja
sie na szukane prawdopodobienstwo; odczyt pokazuje tez, ile sktadnikéw ma suma
bezposrednia, a ile dopelnienie.

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15 S

0,10 S

0,05 L

0,00

— zdarzenie = pozostate k
g=1-p 0,90 wzor P(0) + .. + P(1) prawdopodobienstwo 0,7361

sktadniki: wprost / dopetnienie 2 / 9

Zaznaczonych stupkow jest 2, w dopetnieniu 9. Sumuj wprost.

Stan na rysunku: n = 10, p = 0,10, m = 1; prawdopodobienstwo 0,7361.
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/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 6 min

1 Rzucamy sze$¢ razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo co najmniej jednego orta.

2 n=25,p=0,2. Oblicz prawdopodobienstwo co najwyzej jednego sukcesu.

3 Rzucamy trzy razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo, ze szoéstka wypadnie co
== najmniej dwa razy.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

3 Ile prob potrzeba

~ N
st NIEROWNOSCE Z POTEGA
,»1le co najmniej préb, by prawdopodobienstwo co najmniej jednego sukcesu
przekroczylo c?” prowadzi do 1 — ¢" > ¢, czyliq" < 1 — c. Poniewaz 0 < g < 1, potega
q" maleje, wiec szukamy najmniejszego n, dla ktérego nieréwnos¢ juz zachodzi. Licz
kolejne potegi (albo uzyj logarytmu, lekcja 1.3 Logarytmy) i sprawdz obie sasiednie
wartoscin — lin.

Przyktad 3.1
Ile rzutow do kosza

Zawodnik trafia z prawdopodobieristwem 0,3, a rzuty sq niezalezne. Ile co najmniej rzutow musi
wykonad, aby prawdopodobieristwo co najmniej jednego trafienia byto wigksze od 0,92

1 1-0,7">0,9 < 0,7 < 0,1.

2 0,7 ~ 0,118 (za duzo), 0,77 ~ 0,082 (wystarcza).

[ Wynik:n = 7. j

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 4 min
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1 Ile co najmniej razy trzeba rzuci¢ kostka, aby prawdopodobienistwo wyrzucenia co
= najmniej jednej sz6stki byto wieksze od %?

2 Ile co najmniej razy trzeba rzuci¢ moneta, aby prawdopodobienstwo co najmniej
«= jednego orla bylo nie mniejsze niz 0,992

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

4 Kiedy to nie jest schemat Bernoulliego

Wzdér wymaga, by proby byly niezalezne i miaty to samo p. Losowanie bez zwracania tego nie
spelnia: po wyjeciu biatej kuli szansa na nastepng biala maleje. Wtedy liczymy klasycznie (lekcja
12.1 Prawdopodobienstwo klasyczne). Sprawozdanie CKE z 2025 roku wymienia wéréd btedow

wlasnie ,nieuprawnione uzycie schematu Bernoulliego”.

Przyktad 4.1
Bez zwracania

W urnie jest 5 kul biatych i 5 czarnych. Losujemy jednoczesnie trzy kule. Oblicz
prawdopodobieristwo, ze doktadnie dwie sq biale.

1 Klasycznie: %4)2 ==
3

2 Blednie Bernoullim: (3) (

Bl
’

)" = 3. Wynik jest inny, bo losowania nie sa niezalezne.

N =

[ Wynik: 15—2 Schemat Bernoulliego pasowalby, gdyby losowac trzy razy ze zwracaniem. ]

/. ZADANIA - CZESC 4 1 zadanie - ok. 2 min

1 Ktoére z doswiadczen jest schematem Bernoulliego (podaj n i p)? a) 4 rzuty kostka, liczba
= szostek; b) 3 karty wyciagniete z talii bez zwracania, liczba aséw; ¢) 5 losowan ze
zwracaniem z urny z 3 kulami biatymi i 2 czarnymi, liczba biatych.

moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze
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5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 18 przykitadow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - WZOR

/. ZESTAWY A

1  Oblicz.

Y oap),p=1 b) Ps(2),p = 3

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

POZIOM B - CO NAJMNIEJ, CO NAJWYZEJ

/Z ZESTAWY B

1 Oblicz.

ayn=3,p=0,4:co
najmniej jeden sukces

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mmo Srednie maa trudniejsze

POZIOM C - ILE PROB

/. ZESTAWY C

1 Najmniejsze n, dla ktérego prawdopodobienstwo co najmniej jednego sukcesu speinia
=  warunek.

a) p = 0,5, wieksze od 0,9

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe  aeo Srednie saa trudniejsze
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POZIOM D - ROZPOZNAWANIE

/. ZESTAWY D

1 Czy to schemat Bernoulliego? Jesli tak, podaj n i p.

a) 4 rzuty kostka, liczba
szostek

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (18 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

Jedyne zadanie egzaminacyjne z lat 2024-2026 (czerwiec 2025) dotyczyto ,,co najwyzej jednego
sukcesu” w 10 prébach. Klucz: 1 punkt za pi g, 2 punkty za sume P(S = 0) + P(S = 1), 3 punkty
za wynik. Same skladniki bez sumy dawaly co najwyzej 1 punkt; btednie odczytane p przy
konsekwentnym rachunku dawato 2 punkty. Zadanie z informatora pyta o liczbe préb. Danych o
tatwosci z sesji majowych nie ma. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 3 zadania - 10 pkt - ok. 25 min

1 (0-3 pkt) Prawdopodobienistwo, ze losowo wybrana zaréwka jest wadliwa, jest réwne
«=  0,05. Kupujemy 8 zaréwek. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze co najwyzej jedna z nich jest
wadliwa. Wynik podaj w zaokragleniu do czesci tysiecznych.

2 (0-3 pkt) Ile co najmniej razy trzeba rzuci¢ symetryczna moneta, aby
== prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej jednej reszki byto wieksze od 0,999?

3 (0-4 pkt) Rzucamy piec razy kostka sze$cienna. Oblicz prawdopodobienstwo, ze szdstka
== wypadnie co najmniej dwa razy. Wynik podaj w postaci utamka nieskracalnego.

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze
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7 Najczestsze btedy

X

»,Doktadnie dwa sukcesy: p?q*2.”

To prawdopodobienstwo jednego konkretnego ciagu. Brakuje (’2’), czyli wyboru, ktére
proéby sa sukcesami.

x ,Conajmniej jeden: n - p.”

To nie jest prawdopodobienstwo (dlan = 10, p = 0,2 daloby 2). Poprawnie: 1 — ¢".

x ,Losowanie bez zwracania: Bernoulli.”

Bez zwracania préby nie sg niezalezne. Licz klasycznie.

x ,0,95" ~ 0,7, wiec wynik ~ 0,945.”

Zaokraglanie po drodze zmienia trzecia cyfre wyniku. Zaokraglaj tylko wynik koncowy.

L4 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Ile wynosi P,(0)?

n

q.

2 Ile wynosi prawdopodobienistwo co najmniej jednego orta w trzech rzutach
moneta?

1—

®|~
.

1
8

3 Dlaczego we wzorze jest (};)?

Tyle jest ciagéw prob z k sukcesami; kazdy ma prawdopodobiefistwo pFq™*.

4  Kiedy ,co najmniej m” liczy¢ przez dopelnienie?

Gdy m jest mate: dopelnienie ma wtedy tylko m sktadnikéw (k =0,...,m — 1).
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9 Karta wzorow i co dalej

' N
WZORY METODA
Pu(k) = ()P ", g=1—p zapiszn, k, p, q
co najmniej jeden: 1 — ¢" mniej sktadnikéw: suma albo dopelnienie
co najwyzej jeden: ¢" + npg™ ! ile préob: ¢" <1 —¢,sprawdzn — 1in
- J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” (dziat 14) jest definicja proby i schematu
Bernoulliego oraz wzoér na P, (k). Wzoru 1 — ¢" i metody ,,ile préb” w broszurze nie ma.

Dalej: rachunek rézniczkowy, zaczynajqc od granic i ciqglosci funkcji (lekcja 13.1 Granice i ciqglosc
funkcji, wlasnos¢ Darboux).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
L) H= =t
2.(9) (1) (9)° =20+ 7555 = 1055 ~ 0,132.
3.0,9° = 0,59049.

Zadania - czesc¢ 2

1.1 -

2k
@l@
N 9]

2.0,8° +5-0,2-0,8* = 0,32768 + 0,4096 = 0,73728.
3.P3(2)+ P3(3) =3 55 - 2 g = 1l = 2,
Zadania - czes¢ 3
1. ()" ~ 0,579, (2)" ~0,482 <05 n—4d.
2.0,5" < 0,01: 0,55 = 0,015625, 0,5” = 0,0078125; n = 7.
Zadania - czesc 4
l.a)tak,n =4,p = %; b) nie (bez zwracania); c) tak,n = 5,p = %
Zestawy A
l.a) 3 b) 25 ~0,201
Zestawy B
l.a)1—0,6° = 0,784
Zestawy C
l.ayn=4
Zestawy D
1.a)tak,n:4,p:%
Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Parametry. n = 8, sukces — zarowka wadliwa, p = 0,05, ¢ = 0,95.
2. Suma. P5(0) + Ps(1) = 0,95% + 8- 0,05 - 0,95” = 0,957(0,95 + 0,4) = 1,35 - 0,95".
3. Wynik. 0,957 ~ 0,69834, 1,35 - 0,69834 ~ 0,943.
1 pkt za n, p, q. 2 pkt za sume Ps(0) + Ps(1) z poprawnymi sktadnikami. 3 pkt za ~ 0,943.

2. 1.Nieréwno$é.1— (3)" > 0,999 <= 2" > 1000.
2. Sasiednie potegi. 2° = 512, 210 = 1024.
3. Wynik. n = 10.
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1 pkt za nieréwnos¢ 1 — 0,5" > 0,999. 2 pkt za postaé¢ 2" > 1000 albo 0,5 < 0,001. 3 pktzan = 10 ze
sprawdzeniem n = 9.

3. 1.Parametry.n =5,p = %, q=

(=[S0

625

1.
6 1296

oo

12
76 -

3

2. Sktadniki dopelnienia. P;(0) = 223, P5(1) =5-

-
-
(=2

P 6250 _ 1526
3. Dopelienie. 1 — =% = #=.

4. Wynik. 78 ~ 0,196.

1pktzan, p, q. 2 pktza P5(0) i Ps5(1). 3 pkt za zapis 1 — P5(0) — P5(1). 4 pkt za 753

Matura z matematyki - Lekcja 12.4: Schemat Bernoulliego - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom rozszerzony, od roku
szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i 2026; broszura ,,Wybrane wzory
matematyczne”. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt12_4.py).
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