MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 12.3

Prawdopodobienstwo
warunkowe,
catkowite i

wzor Bayesa

W arkuszach rozszerzonych 2024-2026 ta lekcja daje jedno
zadanie otwarte za 3-4 punkty: najczesciej wzor Bayesa w
kontekscie praktycznym (piekarnie, testy, dostawcy) z wynikiem
do cze$ci setnych, rzadziej P(A|B) w doswiadczeniu z kostkami.
To drugie miato w maju 2025 tatwos¢ 14%, najnizsza w calym
arkuszu. Powéd nie lezal we wzorze, tylko w liczeniu |[AN B|iw
zapisie zdarzen. Lekcja pokazuje, jak warunek zaweza (2, jak
liczy¢ po galeziach drzewa i jak czyta¢ wzér Bayesa jako
stosunek dwoch pél.

CzZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 30 min 9 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 45 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 3 zakres
zadania w stylu rozszerzony:
maturalnym,; XII.1IR

pelny trening na
osobnej stronie
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o Warunek zmienia €2

,2Prawdopodobienstwo A pod warunkiem B” to odpowiedz na pytanie: wiemy juz, ze zaszlo B;
jaka jest teraz szansa na A? Informacja ,,zaszlo B” wyrzuca z gry wszystkie wyniki spoza B.
Nowym zbiorem wszystkich mozliwosci staje sie B, a sprzyjajace A sa tylko te wyniki, ktére leza
w Aiw B jednocze$nie. W modelu klasycznym oznacza to, ze |{2| w ogdle nie jest potrzebne:
wystarcza |B|i|A N B|.

1 Prawdopodobienstwo warunkowe

s N

AIl DEFINICJA (W BROSZURZE CKE)

P(ANB)
P(B)

, P(B) >0; wmodelu klasycznym P(A|B) = Iﬁgllgl'

P(A|B) =

Kolejno$¢ ma znaczenie: P(A|B) i P(B|A) maja ten sam licznik P(A N B), ale rézne
mianowniki. W rozwigzaniu nazwij zdarzenia stowami (,,A — iloczyn oczek
parzysty”, ,,B — suma oczek réwna 9”), zanim zaczniesz liczy¢.

Przyktad 1.1
Dwie kostki

Rzucamy dwa razy kostkq. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze suma oczek jest rowna 8, pod
warunkiem ze w pierwszym rzucie wypadta parzysta liczba oczek.

1 B —w pierwszym rzucie wynik parzysty: |B| =3 -6 = 18.

2 ANDB:(2,6),(4,4),(6,2), czyli 3.

[ Wynik: P(A|B) = & = i. Bez warunku byloby 2. j
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Przyktad 1.2
Warunek o sumie

Ze zbioru {1,2,...,9} losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania. Oblicz prawdopodobieristwo,
Ze obie sq nieparzyste, jesli wiadomo, Ze ich suma jest parzysta.

1 B —suma parzysta: obie nieparzyste (5 - 4 = 20) albo obie parzyste (4 -3 = 12); |B| =
32.

2 AN B —obie nieparzyste: 20.

[ Wynik: P(A|B) = 23 = 2. j

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 5 min

1 Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienistwo, ze suma oczek jest co najmniej
. 10, pod warunkiem ze w obu rzutach wypadla ta sama liczba oczek.

2  Wrodzinie jest dwoje dzieci i wiadomo, Ze co najmniej jedno jest dziewczynka. Przyjmij,
== 7e kazda z czterech kolejnosci pici (DD, DC, CD, CC) jest jednakowo prawdopodobna.
Oblicz prawdopodobienstwo, Ze oboje dzieci to dziewczynki.

3 P(A) =05, P(B) =04, P(AN B) = 0,2. Oblicz P(A|B) i P(B|A).

moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze

2 Drzewo: mnozenie wzdtuz gatezi

~ N
st WZOR NA ILOCZYN I DRZEWO

P(ANB) = P(B)- P(A|B)

W do$wiadczeniu wieloetapowym rysujemy drzewo: na galeziach piszemy
prawdopodobienstwa warunkowe (pod warunkiem tego, co stato sie wczesniej).
Prawdopodobienstwo jednej Sciezki to iloczyn liczb na jej gateziach;
prawdopodobienstwo zdarzenia ztozonego z kilku Sciezek to suma ich iloczynow.
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Przyktad 2.1
Druga kula biata

W urnie sq 4 kule biate i 3 czarne. Losujemy kolejno dwie kule bez zwracania. Oblicz
prawdopodobieristwo, Ze druga kula jest biata.

1 Sciezka ,biala, biata”: % . % = g.

2 Sciezka ,czarna, biala”: =

.24
3  Suma: .

Wynik: %: tyle samo, co dla pierwszej kuli. Bez informacji o pierwszym losowaniu
kazda pozycja jest rOwnie dobra.

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 3 min

1 W urnie jest 5 kul bialych i 3 czarne. Losujemy kolejno dwie bez zwracania. Oblicz

= prawdopodobienstwo, ze obie sa czarne.

2  Ztej samej urny oblicz prawdopodobienistwo, ze druga kula jest biala.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

3 Prawdopodobienstwo catkowite

4 N
§f8 TWIERDZENIE (W BROSZURZE CKE)
Jesli By, ..., B, sa parami rozlaczne, daja w sumie {2 i majq dodatnie prawdopodobienistwa,
to

P(A) = P(A|B))P(B;) + P(A|By)P(By) + ... + P(A|B,)P(B.).

Zdarzenia B; to ,,skad” (ktory zaktad, ktéra urna, czy osoba jest chora), A to ,,co
zaobserwowano”. W drzewie to suma $ciezek konczacych sie na A. W zadaniu
wypisz najpierw wszystkie P(B;) i P(A|B;): za samo to klucz daje pierwszy punkt.
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Przyktad 3.1
Trzy zaktady

Zaktady I, II, ITII wytwarzajq odpowiednio 50%, 30% i 20% produkcji. Wadliwych jest 2%
wyrobow zaktadu I, 3% zaktadu I1 i 5% zaktadu III. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze losowo
wybrany wyrob jest wadliwy.

1 P(By) =05, P(B;) = 0,3, P(Bs) = 0,2; P(A|By) = 0,02, P(A|B,) = 0,03, P(A|B3) =
0,05.

> P(A)=0,5-0,02+0,3-0,03+0,2-0,05 = 0,010 + 0,009 + 0,010.

[ Wynik: P(A) = 0,029. }

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 4 min

1 Rzucamy moneta: orzel oznacza losowanie z urny I (2 biale, 3 czarne), reszka z urny II (4
« Dbiale, 1 czarna). Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli biate;j.

2 Rzucamy kostka. Jesli wypadnie szoéstka, losujemy kule z urny A (3 biale, 1 czarna), w
«=  przeciwnym razie z urny B (1 biata, 3 czarne). Oblicz prawdopodobiefistwo wylosowania
kuli biale;j.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

4 \Wzor Bayesa

e I
s WzZOR BAYESA (W BROSZURZE CKE)

P(By) - P(A|By)
P(Bi|A) = P(A]Bl)P(B1)Iii- oot P(Z!Bn)P(Bn)

Czytaj go jako utamek: w liczniku jedna $ciezka drzewa (przez By do A), w
mianowniku wszystkie $ciezki do A, czyli P(A) z prawdopodobienstwa
catkowitego. Pytanie ,wiedzac, Ze zaobserwowano A, jaka jest szansa, Ze przyczyna
byto B;,” rozpoznasz po odwroconej kolejnosci wzgledem danych.
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Przyktad 4.1
Skad jest wadliwy wyrdb

W sytuacji z przyktadu 3.1 losowo wybrany wyrob okazat sie wadliwy. Oblicz
prawdopodobieristwo, Ze pochodzi z zaktadu III.

1 Licznik: $ciezka przez III: 0,2 - 0,05 = 0,010.

2 Mianownik: P(A) = 0,029.

Wynik: %% = % ~ 0,34. Zaktad III daje 20% produkc;ji, ale ponad jedna trzecia

brakéw.

Przyktad 4.2
Dodatni wynik testu

Choroba wystepuje u 1% populacji. Test daje wynik dodatni u 95% chorych i u 4% zdrowych.
Oblicz prawdopodobieristwo, ze osoba z wynikiem dodatnim jest chora. Wynik podaj z
doktadnosciq do czesci setnych.

1 Sciezka ,chory, dodatni”: 0,01 - 0,95 = 0,0095.

2 Sciezka ,,zdrowy, dodatni”: 0,99 - 0,04 = 0,0396.

3 0,0095 __ 0,0095
0,00954-0,0396 — 0,0491°

Wynik: ~ 0,19. Mimo czulego testu wiekszo$¢ wynikéw dodatnich pochodzi od
zdrowych, bo zdrowych jest 99 razy wiecej. Zaokraglaj dopiero na koncu.
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SYMULACJA 1 Kwadrat o polu 1 to cate 2. Lewa czes¢ (szeroko$é P(B)) to zdarzenie B,
prawa to B’. W kazdej czesci zamalowana jest dolna czes$¢ o wysokosci P(A|B) albo
P(A|B’): pola zamalowanych prostokatow to $ciezki drzewa. P(A) to suma tych pdl, a
P(B|A) to udziat lewego prostokata w tej sumie.

— BnA — B'nA — pozaA

P(B)-P(A[B) 0,2400 P(B)-P(A|B") 0,1400 P(A) 0,3800 P(BIA) 0,6316

P(A) to suma poél zamalowanych: 0,2400 + 0,1400 = 0,3800. Wz6r Bayesa: P(B|A) = 0,2400 : 0,3800
~ 0,63, czyli udziat niebieskiego pola w catym zamalowanym obszarze.

Stan na rysunku: P(B) = 0,30, P(A|B) = 0,80, P(A|B') = 0,20; P(A) = 0,3800, P(B|A) =
0,63.

/. ZADANIA - CZE$C 4 2 zadania - ok. 5 min

1 W sytuacji z pierwszego zadania czesci 3 wylosowano kule biala. Oblicz
e  prawdopodobienstwo, ze pochodzita z urny I.

2 Wisrdd studentow 40% to mezczyzni. Okulary nosi 30% mezczyzn i 10% kobiet. Losowo
== wybrana osoba nosi okulary. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze jest mezczyzna.

~oopodstawowe  weo Srednie sas trudniejsze
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5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 19 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - P(AIB)

/. ZESTAWY A

1  Oblicz.

°  a)dwie kostki: suma 7pod  b) P(ANB)=0,12,
warunkiem, ze w P(B)=0,3: P(A|B)
pierwszym rzucie wypadlo
3

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - DRZEWO

/. ZESTAWY B

1 Urna: 2 kule biale i 3 czarne (w ostatnim przykladzie 3 biate i 2 czarne). Oblicz.

a) dwie bez zwracania: obie
biate

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWITE

/. ZESTAWY C
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1 Oblicz P(A).

a) moneta wybiera urne I (
1b,1c)alboIlI(3b,1c); A
— biata

... pozostate przyktady na stronie treningu
moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM D - WZOR BAYESA

/. ZESTAWY D

1 Oblicz (dane z poziomu C).

a) urna I pod warunkiem,
ze wylosowano biala
(pierwszy przyklad C)

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

Petny trening (19 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

Klucz do zadan z Bayesem: 1 punkt za wypisanie P(B;) i P(A|B;), 2 punkty za zastosowanie
wzoru na prawdopodobienstwo catkowite albo Bayesa, 3 punkty za wynik (w zadaniach za 4
punkty dochodzi etap posredni). W zadaniu kombinatorycznym z maja 2025 punkt byt za | B|,
drugi za |A N B|, trzeci za wynik; samo || nie dawalo punktu. Sprawozdanie wymienia typowe
bledy: pominiety czynnik potozenia (na ktorej pozycji stoi dana kostka), nieuprawnione uzycie
schematu Bernoulliego dla A N B i zapis ,,Q) = 6*” zamiast |[Q2| = 6%. Ponizsze zadania sa nasze, w
stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 3 zadania - 9 pkt - ok. 25 min

1 (0-3 pkt) Rzucamy trzy razy kostka szescienng. Oblicz prawdopodobienistwo, ze iloczyn
=== wyrzuconych oczek jest parzysty, jesli wiadomo, ze suma oczek jest réwna 9.
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http://127.0.0.1:36845/pl/matura/12-3/trening/

2 (0-4 pkt) Hurtownia kupuje jabtka od trzech dostawcéw w stosunku 5 : 3 : 2. Jabtka I

«=  gatunku stanowia 80% dostaw pierwszego dostawcy, 60% drugiego i 50% trzeciego.
Losowo wybrane jabtko jest I gatunku. Oblicz prawdopodobienstwo, ze pochodzi od
drugiego dostawcy. Wynik podaj w zaokragleniu do czesci setnych.

3 (0-2 pkt) Zdarzenia A, B C Q spetniaja: P(A4) = 0,6, P(B) = 0,5, P(AU B) = 0,8. Oblicz
== P(A|B)oraz P(B'|A).

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

&3 ”P(A‘B) — —‘A‘S‘B‘.n

Mianownikiem jest | B|, bo warunek zaweza zbiér wynikéw. |2| w ogoéle nie jest
potrzebne.

x ,P(A|B) = P(B|A)”

Liczniki réwne, mianowniki rézne. W tescie medycznym P(dodatni|chory) = 0,95, ale
P(chory|dodatni) ~ 0,19.

x ,Doktadnie dwie piatki w czterech rzutach: 52 mozliwosci na reszte.”

Brakuje wyboru pozycji piatek, (‘21) To ten sam schemat ,,pozycje, potem reszta” co w
lekcji 11.2 Permutacje, wariacje, kombinacje i symbol Newtona.

x ,,0,2647 =~ 0,27, bo zaokraglatem po drodze.”

Zaokraglaj tylko wynik koncowy. Utamki posrednie trzymaj doktadnie albo z zapasem
cyfr.

L4 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Co jest mianownikiem w P(A|B) w modelu klasycznym?

|BJ.
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http://127.0.0.1:36845/pl/matura/11-2/

2 P(B)=0,2,P(AB) =0,5,P(A) =0,25.Ile wynosi P(B|A)?

0205
o = 0,4.
- J
- N
3 Jakie warunki musza spelniac zdarzenia By, . .., B,, we wzorze na

prawdopodobienstwo catkowite?

Parami rozlaczne, w sumie daja (2, kazde ma dodatnie prawdopodobienstwo.

4  Dlaczego w tescie na rzadka chorobe P(chory|dodatni) bywa mate?

Bo zdrowych jest bardzo duzo, wiec nawet maty odsetek falszywie dodatnich daje

wiecej wynikéw dodatnich niz wszyscy chorzy razem.
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9 Karta wzorow i co dalej

4 N
WZORY METODA
P(A|B) = Pl(f:;f) = "T;f‘ nazwij zdarzenia stowami
P(A) =Y P(A|B;)P(B;) drzewo: iloczyn wzdluz, suma Sciezek
P(Bi|A) = ﬂﬁ%)ﬁlﬁl zaokraglaj na konicu

o J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” (dzial 14) sa definicja prawdopodobienstwa
warunkowego, twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym i twierdzenie Bayesa, wszystkie z
pelnymi zaloZzeniami. Drzewa i metody ,,pola w kwadracie” w broszurze nie ma.

Dalej: schemat Bernoulliego (lekcja 12.4 Schemat Bernoulliego).
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http://127.0.0.1:36845/pl/matura/12-4/

+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

3.P(A|B) = 32 = 0,5; P(B|A) = 22 = 0,4.
Zadania - czesc 2

3.2_6_3
1.8.2=8 =

5,4, 3 5 _ 20415 _ 5
2.5-7+3% .

Zadania - czes¢ 3

1.

N
cun

+

o] =

.4
5

1.3
264+

SN

1
4 24
Zadania - czesc 4

1.2
1. 244 =
5

1
3

ek

9 0,4-0,3 0,12

_ 012 _ 2
* 0,40,3+0,60,1 — 0,18 _ 3°

Zestawy A

Zestawy D

1/4 _ 2
1.3.)54/8—5

Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Zdarzenia. A —iloczyn parzysty, B — sumaréwna9; P(A|B) = J%L.

2. |B|. zbiory oczek o sumie 9: {1, 2,6}, {1, 3,5}, {2, 3,4} — po 6 ustawien; {1,4,4}, {2,2,5}, {3,3,3} —po 3, 3,
1. |B| =18 +7 = 25.

3. |A n B|. latwiej przez dopelnienie w B: iloczyn nieparzysty tylko dla samych nieparzystych, {1, 3,5} (6) i
{3,3,3}(1). |ANB|=25-7=18.

4. Wynik. P(A|B) = 5.
1pktza|B| = 25. 2 pkt za |[A N B| = 18. 3 pkt za wynik £2.
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2. 1.Dane. P(D;) = 0,5, P(D;) = 0,3, P(D3;) = 0,2; P(I|D;) =0,8, P(I|D;) = 0,6, P(I|D3) = 0,5.
2. Catkowite. P(I) = 0,40 + 0,18 4+ 0,10 = 0,68.
3. Bayes. P(D,|I) = % =2
4. Wynik. ~ 0,26.

1 pkt za wszystkie P(D;) i P(I|D;). 2 pkt za P(I) = 0,68. 3 pkt za zapis wzoru Bayesa z liczbami. 4 pkt
za ~ 0,26.

3. l.Moczyn. P(ANB) = 0,6 +0,5—0,8 = 0,3; P(A|B) = 22 =0,6.

0,5
2. Drugie. P(ANB') = 0,6 — 0,3 = 0,3; P(B'|A) = 33 = 0,5.

1 pktza P(AN B) = 0,3. 2 pkt za obie wartosci.

Matura z matematyki - Lekcja 12.3: Prawdopodobienstwo warunkowe, catkowite i wzér Bayesa - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z
matematyki, poziom rozszerzony, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i
2026; broszura ,Wybrane wzory matematyczne”. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt12_3.py).
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