MATURA - POZIOM PODSTAWOWY @ 12.1

Prawdopodobienstwo
klasyczne

Zadanie otwarte za 2 punkty z prawdopodobienstwa jest w
kazdym arkuszu podstawowym: dwa losowania, dwie kostki,
dwie liczby z dwéch zbioréw. Klucz jest zawsze ten sam: punkt
za poprawnie opisane () (liczbe jego elementow, tabele albo
pelna liste zdarzen sprzyjajacych), punkt za wynik. Zdajacy
rzadko mylq sie we wzorze. Mylg sie przy liczeniu: pomijajaq
pare, licza pare dwa razy albo Zle sprawdzaja warunek. Ta lekcja
to metoda, ktora tych btedéw nie dopuszcza.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 30 min 10 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 40 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 5 zakres
zadan w stylu podstawowy:
maturalnym,; XII.1

pelny trening na
osobnej stronie
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Liczba przypadkow sprzyjajacych
przez liczbe wszystkich

2 to zbidr wszystkich mozliwych wynikéw do$wiadczenia (zdarzen elementarnych). Jesli kazdy
wynik jest tak samo prawdopodobny, to prawdopodobienstwo zdarzenia A jest utamkiem: liczba
wynikéw sprzyjajacych A przez liczbe wszystkich wynikéw. Stowa ,tak samo prawdopodobny” sa
istotne. Suma oczek na dwoch kostkach przyjmuje 11 wartosci, ale nie sa one jednakowo
prawdopodobne. Jednakowo prawdopodobne sg uporzadkowane pary wynikéw
(1,1),(1,2),...,(6,6), i to one tworza €.

- ™
58 DEFINICJA KLASYCZNA (W BROSZURZE CKE)
Al
P(4) = 1=
2]

gdzie | A| to liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych A, a |2 to liczba wszystkich
zdarzen elementarnych. Zawsze 0 < P(A4) < 1.

1 :kolejnos¢ i zwracanie

e I
3 JAK OPISAC

¢ Losowania kolejne (dwa rzuty, ,Josujemy kolejno”): zdarzenia elementarne to
uporzqdkowane pary (ciagi). Ze zwracaniem z n elementéw: || = n?; bez zwracania:
n(n —1).

* Losowanie jednoczesne (,Josujemy dwie kule naraz”): wolno liczy¢ pary
nieuporzadkowane, (’2‘), albo uporzadkowane, n(n — 1). Oba sposoby dajg ten sam
wynik, jesli w liczniku i mianowniku liczysz tak samo.

* Zapisz || = ..., anie ,Q = 36”: Q jest zbiorem, a 36 to liczba jego elementow.
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Przyktad 1.1
Dwie kostki
Rzucamy dwa razy kostkq szescienng. Oblicz prawdopodobieristwo, ze suma oczek jest rowna 8.
1 Q:pary(a,b),a,be {1,...,6}; |Q] = 36.

2 A={(2,6),(35),(4,4),(5,3),(6,2)}; [A] = 5.

[ Wynik: P(A) = £. Para (4,4) wystepuje raz, pary (3,5) i (5, 3) to dwa rézne wyniki. ]

Przyktad 1.2
Urna bez zwracania

W urnie sq 3 kule biate i 2 czarne. Losujemy kolejno dwie kule bez zwracania. Oblicz
prawdopodobieristwo, Ze obie sq biate.

1 Kule sa rozréznialne (wyobraz sobie numery). |2 = 5 - 4 = 20.

2  Obie biale: pierwsza na 3 sposoby, druga na 2: |A| = 6.

[ Wynik: P(4) = & = 2. j

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 5 min

1 Rzucamy trzy razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo, ze orzel wypadnie doktadnie

= dwa razy.

2  Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo, ze iloczyn oczek jest parzysty.

3 Zezbioru{l,2,3,4,5} losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania. Oblicz
== prawdopodobienstwo, ze ich suma jest parzysta.

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze
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2  Tabelaisystematyczne wypisywanie
\
58 METODA NA ZADANIE ZA 2 PUNKTY
® Gdy losuje sie dwie liczby, narysuj tabele: wiersze to pierwsza liczba, kolumny to
druga. Kazda kratka to jedno zdarzenie elementarne, wiec || to liczba kratek. W
kazdej kratce wpisz wartos¢, od ktérej zalezy warunek (sume, iloczyn, réznice), i
zaznacz kratki spelniajace warunek.
¢ Bez tabeli wypisuj wedlug pierwszej liczby: najpierw wszystkie pary zaczynajace sie
od 1, potem od 2 itd. Tak nie pominiesz pary ani nie policzysz jej dwa razy.
* Przy losowaniu bez zwracania z jednego zbioru wykresl przekatna tabeli (pary (a, a)
)-
J
Przyktad 2.1
Dwie liczby z dwdch zbioréw
Losujemy liczbe x ze zbioru {1,2,3,4,5} i liczbe y ze zbioru {1, 2, 3,4}. Oblicz
prawdopodobieristwo, Ze suma x + y jest podzielna przez 3.
Sumy z + y; pogrubione sg podzielne przez 3
z\y 1 2 3 4
1 2 3 4 5
2 3 4 5 6
3 4 5 6 7
4 5 6 7 8
5 6 7 8 9
1 |9 =5-4 =20 kratek.
2  Pogrubionych kratek jest 7: |A| = 7.
[ Wynik: P(A) = &. ]
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Przyktad 2.2
Zapis petnego rozwigzania
Rzucamy dwa razy kostkq. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze w drugim rzucie wypadnie co najmniej

0 2 oczka wiecej niz w pierwszym.

1. Q — zbidr par (a,b), gdzie a i b to wyniki pierwszego i drugiego rzutu; || =6-6 = 36

2.A: b>a+2.Wedluga: a=1:b€ {3,4,5,6}; a=2:b€ {4,5,6}; a=3:bc {5,6};
a=4:b=6; a =25,6: brak.

3.]A| =443+2+1=10.

4.P(A) =3 =2Z.

Punktacja w stylu CKE: 1 pkt za |Q2| = 36 albo za wypisanie wszystkich 10 par
sprzyjajacych; 2 pkt za wynik .
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SYMULACJA 1 Tabela (2 dla dwéch rzutow kostka albo dwédch losowan bez zwracania ze
zbioru {1,...,6}. Wybierz zdarzenie i warto$¢ s; zaznaczone kratki to zdarzenia

sprzyjajace. Przy losowaniu bez zwracania przekatna jest wykreslona, a |2| spada z 36 do
30.

drugi wynik =

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7 8
/]\

< 3 4 5 6 7 8 9
3

4 5 6 7 8 9 10
o

5 6 7 8 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

— zdarzenie sprzyjajace — wykreslone (bez zwracania)

Q] 36 [Al 6 P(A) 6/36 = 1/6 = 0,167

W kratkach: suma. Kazda kratka to jedno zdarzenie elementarne, wiec |Q| = 36. Zaznaczonych
kratek jest 6.

Stan na rysunku: dwa rzuty kostka, suma réwna s, s = 7; P(A) = 6/36 = 1/6.

/. ZADANIA - CZESC 2 1 zadanie - ok. 3 min

1 Losujemy liczbe z ze zbioru {1, 2, 3,4} iliczbe y ze zbioru {1, 2, 3,4, 5}. Narysuj tabele i
= oblicz prawdopodobienstwo, ze iloczyn zy jest parzysty.

~oopodstawowe  weo Srednie sas trudniejsze
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3 Zdarzenie przeciwne i suma zdarzen

/ )
58 WEASNOSCI (W BROSZURZE CKE)
e P(A')=1- P(A), gdzie A’ to zdarzenie przeciwne (,nie A”). Oplaca sie przy ,,co
najmniej jeden”: przeciwne to ,ani jednego”.
* P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B). Optaca sie przy ,podzielna przez 2 lub przez 3
”: liczby podzielne przez oba policzyliSmy dwa razy.
- J

12.

Przyktad 3.1
Co najmniej jeden orzet

Rzucamy trzy razy monetq. Oblicz prawdopodobieristwo, ze wypadnie co najmniej jeden orzel.

1 A’: same reszki, jeden wynik z 8.

Przyktad 3.2
Podzielna przez 2 lub 3

Ze zbioru {1,2,...,30} losujemy jednq liczbe. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze jest podzielna przez
2 lub przez 3.

1 Podzielnych przez 2: 15; przez 3: 10; przez 2 i 3, czyli przez 6: 5.

> |AUB|=15+10—5 = 20.

[ Wynik: 23 = 2. ]

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 5 min

1 Rzucamy trzy razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze co najmniej raz wypadnie
=« szobstka.
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2 Zezbioru{l,?2,...,50} losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo, ze jest
== podzielna przez 4 lub przez 6.

3 P(A) =06, P(B) =05, P(AN B) = 0,3. Oblicz P(AU B).

moopodstawowe  mmo Srednie maa trudniejsze

4 ) z kombinatoryki

Gdy wynikoéw jest za duzo na tabele, || i |A| liczy sie reguta mnozenia i dodawania z lekcji 11.1
Regulta mnozenia i reguta dodawania. Zasada pozostaje ta sama: licz A i 2 w tym samym modelu
(oba z kolejnoscia albo oba bez).

Przyktad 4.1
Losowe ustawienie

Cztery osoby, w tym Ania i Bartek, ustawiajq sie losowo w rzedzie. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze

Ania i Bartek stojq obok siebie.

1 |Q=4'=24.

2  Blok,AniaiBartek”: 3! = 6 ustawien bloku i dwéch pozostatych oséb, 2 kolejnosci w
bloku: |A| = 12.

[ Wynik: 22 = 2. ]

Przyktad 4.2
Losowa liczba trzycyfrowa

Losujemy jednq liczbe trzycyfrowq. Oblicz prawdopodobieristwo, Ze ma rozne cyfry.

1|9 =900; |[A]=9-9-8=648.

[ Wynik: 018 = 28, ]
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/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 5 min

1 Losujemy jedna liczbe dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze jej cyfra dziesiatek
= jest wieksza od cyfry jednosci.

2  Piec os6b, w tym Ola, ustawia sie losowo w kolejce. Oblicz prawdopodobienstwo, ze Ola
= Dbedzie pierwsza.

3 Wurnie sa 3 kule biale i 4 czarne. Losujemy jednoczes$nie dwie kule. Oblicz
== prawdopodobienstwo, ze sg tego samego koloru.

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 23 przyktadow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - LICZBA ELEMENTOW Q

/. ZESTAWY A

1 Podaj |9].

a) trzy rzuty moneta

... pozostate przyktady na stronie treningu
moo podstawowe wmwo Srednie saa trudniejsze

POZIOM B - TABELA I WYPISYWANIE

/. ZESTAWY B
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1 Oblicz prawdopodobienstwo.

a) jeden rzut kostka: liczba  b) dwie liczby kolejno bez

pierwsza zwracaniaz {1,...,5}:
pierwsza wieksza od
drugiej

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - ZDARZENIE PRZECIWNE I SUMA

/. ZESTAWY C

1  Oblicz.

a) P(A) =0,3: P(A") b) dwa rzuty kostka: co
najmniej jedna szo6stka

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie maa trudniejsze

POZIOM D - Q Z KOMBINATORYKI

Z ZESTAWY D

1  Oblicz prawdopodobienstwo.

a) trzy osoby w losowej
kolejnosci: Ala pierwsza

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

Petny trening (23 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W arkuszach podstawowych 2024-2026 prawdopodobienistwo to stale zadanie otwarte za 2 punkty
(kostki, dwie liczby z dwoch zbioréw, losowanie bez zwracania) i czasem zadanie zamkniete.

Klucz: 1 punkt za || albo tabele, albo pelna liste zdarzen sprzyjajacych; 2 punkty za wynik.
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Zadanie zamkniete z suma oczek miato w maju 2025 tatwos¢ 85%, otwarte z liczba podzielng
przez 6 w maju 2026 tylko 67%: zdajacy poprawnie wypisywali pary, ale Zle sprawdzali, ktore
liczby sa podzielne przez 6. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 7 pkt - ok. 15 min

1 (0-1 pkt) Rzucamy dwa razy kostka sze$cienna. Prawdopodobienstwo, ze suma oczek

«  bedzie réwna 10, jest réwne

1
A. B. 1 C.

[N= (=
O

o
Jer

L
12

2 (0-1 pkt) Ze zbioru {1,2,...,20} losujemy jedna liczbe. Prawdopodobienistwo, ze bedzie
= podzielna przez 3 lub przez 5, jest rowne

9 1
A 2 B. C.

SN
O
h
-3

3 (0-1 pkt) Zdarzenie A jest trzy razy bardziej prawdopodobne niz zdarzenie do niego
«  przeciwne. Wtedy P(A) jest rOwne

A. B.

1
3

N

4  (0-2 pkt) Ze zbioru {1, 2, 3,4, 5,6, 7} losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie ze
== zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo, ze iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny
przez 6.

5  (0-2 pkt) Losujemy jedna liczbe dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo, ze suma jej
e cyfrjest rowna 5.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

”

x ,Sum oczek jest 11, wiec P(suma 7) = 1.

Sumy nie sg jednakowo prawdopodobne. Zdarzenia elementarne to pary wynikow, a
suma 7 powstaje z 6 par.
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x  ,(3,5)i(5,3) toto samo.”

Przy dwoéch rzutach to dwa rézne wyniki. Jesli liczysz pary nieuporzadkowane w
liczniku, musisz je tak samo liczy¢ w mianowniku, a wtedy (4, 4) i (3,5) przestaja by¢
jednakowo prawdopodobne. Bezpieczniej: zawsze pary uporzadkowane.

x ,0=36"

|2| = 36. Sprawozdanie CKE z sesji 2025 (poziom rozszerzony) wymienia ten zapis wsrod
typowych btedow.

x ,Podzielne przez 4 lub 6: 12 + 8.”
Liczby podzielne przez oba (czyli przez 12) policzone dwa razy. Odejmij P(A N B).

14 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Rzucamy dwa razy moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo dwdch ortéw?

1 (wyniki 0O, OR, RO, RR), anie 3.

2 Ile wynosi |2 przy losowaniu kolejno dwdch liczb bez zwracania ze zbioru
{1,...,6}2

6 - 5 = 30: tabela 6 x 6 bez przekatne;j.

3 Jak najszybciej policzy¢ prawdopodobienistwo co najmniej jednej széstki w
dwoch rzutach?

2
- ()= %

4 Kiedy P(AUB) = P(A) + P(B)?

Gdy A i B sie wykluczaja, czyli AN B = (.
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9 Karta wzorow i co dalej

4 N
WZORY METODA
P(A) = H pary uporzadkowane, || = n-m
P(A'y=1-P(4) tabela; bez zwracania bez przekatnej
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) wypisuj wedlug pierwszej liczby )
-

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” (dzial 14) sa definicja klasyczna i wszystkie
powyzsze wlasnosci prawdopodobienstwa, w tym P(A’) =1 — P(A) i wzér na P(A U B). Metody
tabeli i wypisywania w broszurze nie ma: to ona decyduje o punktach.

Dalej: statystyka (lekcja 12.2 Statystyka: srednie, mediana, dominanta) albo, na poziomie
rozszerzonym, prawdopodobieristwo warunkowe i catkowite (lekcja 12.3 Prawdopodobieristwo
warunkowe, catkowite i wzor Bayesa,).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.1Q| = 8; A= {OOR,0R0, ROO}; P(A) =%,

2. Iloczyn nieparzysty tylko wtedy, gdy oba wyniki nieparzyste: 3 -3 = 9 par. |[A| =36 — 9 = 27,

P(A) =% =3,

(SN

3.|Q| = 5 -4 = 20. Suma parzysta: obie nieparzyste (3 - 2 = 6) albo obie parzyste (2-1=2). P = 2—% =

Zadania - czesc 2

1. |Q| = 20. Iloczyn nieparzysty: z € {1,3} iy € {1, 3,5}, 6 kratek; parzysty: 14. P = ;—g = 1—70.

Zadania - czes$¢ 3
A foE3 _ 125 _ 91
1. Bez szostki: 5° = 1252216. P =1— 33z = 53;-

2. Przez 4: 12; przez 6: 8; przez 41 6, czyli przez 12 (nie przez 24!): 4.

12484 _ 16 _ 8
50 50  25°

3.0,6+0,5-0,3=0,8.
Zadania - czes¢ 4
LAl =1+2+4...+9=45 P=3=1.
2. ‘51—5 = % Prosciej: kazda z pieciu oséb ma te sama szanse na pierwsze miejsce.

3.19] = (;) = 21; dwie biate (g) = 3, dwie czarne (;) =6. P =3 = 2. Liczenie par uporzadkowanych

daje {3, czyli to samo.

Zestawy A
1.a)8
Zestawy B

1.a)l byl =1

Zestawy C

1.2)0,7 b)1 -2 =14
Zestawy D

1.a) 1

3

Zadania w stylu maturalnym
1. A. (4,6),(5,5),(6,4): =.
2.A.6+4 —1 =9 (liczba 15 jest podzielna przez obie).

3.D. P(A) = 3(1 — P(A)), 4P(A) = 3.
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4. 1.Q. pary uporzadkowane, || =7 -7 = 49.
2. Z sz6stka. pierwsza albo druga liczbato 6: 7+ 7 — 1 = 13 par.
3. Bez sz6stki. potrzebny czynnik 2 i czynnik 3: (2, 3), (3,2), (3,4), (4, 3), czyli 4 pary.
4. Wynik. |A| = 17, P(4) = L.

1 pkt za || = 49 albo za wypisanie wszystkich 17 par sprzyjajacych. 2 pkt za wynik i—g .

5. 1.Q.liczby 10,...,99: |Q| = 90.
2.A.14,23,32,41,50: |A| = 5.

3. Wynik. P(4) = & = L.

1 pkt za |Q] = 90 albo wypisanie pieciu liczb sprzyjajacych. 2 pkt za wynik.

Matura z matematyki - Lekcja 12.1: Prawdopodobienstwo klasyczne - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom podstawowy,
od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i 2026; broszura ,,Wybrane wzory
matematyczne”. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt12_1.py).
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