MATURA - POZIOM ROZSZERZONY @ 11.2

Permutacje, wariacje,

kombinacje i
symbol Newtona

Na poziomie rozszerzonym kombinatoryka to zadania otwarte

za 2-4 punkty: liczby i kody z zadana liczba powtdrzen cyfr,

wybory z grupy z warunkiem ,,co najmniej”, drogi w siatce ulic,

a takze granice i rOwnania z symbolem Newtona. Latwos$¢ takich

zadan w maju 2026 wynosita 40%. Prawie wszystkie rozwiazuje

jeden schemat: najpierw wybierz pozycje kombinacja, potem

rozmie$¢ reszte reguta mnozenia, a warunki rozbij na roztaczne

przypadki.
CzZAS ZADANIA
ok. 35 min 12 zadan w tresci,
czytania + ok. 50 prébka treningu
min zadan rachunkowego, 4
zadania w stylu
maturalnym,;

pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
r0ZSZerzony:
XI.1R, XI.2R

W TEJ LEKCJI

©  Dwa pytania przed kazdym zadaniem

1 Permutacje i wariacje

2 Kombinacje: wybierz pozycje

3 Przypadki, dopetnienie, drogi w siatce

4 Symbol Newtona: réwnania, granice, dwumian
5  Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordw i co dalej
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o Dwa pytania przed kazdym zadaniem

Wzory z broszury réznia sie odpowiedziami na dwa pytania. Czy kolejno$¢ ma znaczenie? Kod
123 to co innego niz 321, ale delegacja Ani, Bartka i Celiny to ta sama delegacja w kazdej
kolejnosci. Czy elementy moga sie powtarzaé¢? W kodzie PIN tak, przy rozdzielaniu medali nie.
Zanim siegniesz po wzor, odpowiedz na oba pytania. W zadaniach maturalnych zwykle jest ich
kilka naraz, bo obiekt sklada sie z cze$ci: cze$¢ liczysz kombinacja, cze$¢ wariacja, a wyniki
mnozysz (lekcja 11.1 Regula mnozenia i reguta dodawania).

1 Permutacje i wariacje

e M
58 WZORY (W BROSZURZE CKE)

* Permutacje: n réznych elementéw mozna ustawi¢ w cigg na n! sposobdéw.

* Wariacje z powtorzeniami: ciagéw diugosci k z n elementéw (niekoniecznie réznych
wyrazéw) jest nF.

* Wariacje bez powtorzen: ciagéw diugosci k o réznych wyrazach jest an—'k), =n(n—
1)-...-(n—k+1).

Wszystkie trzy to regula mnozenia zapisana raz na zawsze. Gdy w ustawianym ciagu
niektore elementy sie powtarzaja (litery w stowie), dzielimy przez liczbe
przestawien elementéw jednakowych albo, czytelniej, wybieramy pozycje
kombinacjami (czes¢ 2).

- J

Przyktad 1.1
Stowa z liter z powtdorzeniem

Ile roznych ,,stow” (niekoniecznie majqcych sens) mozna utozyc, przestawiajqc litery stowa
KOTEK?

1  Gdyby obie litery K byly rézne, byloby 5! = 120 ustawien.

2 Zamiana miejscami dwoch liter K nie zmienia stowa, wiec kazde stowo policzyliSmy
2! = 2 razy.

[ Wynik: 20 = 60. j
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Przyktad 1.2
Kody o réoznych literach

Ile jest czteroliterowych kodow utworzonych z liter A, B, C, D, E, F, w ktdrych litery sie nie

powtarzajq?
1 Kolejno$¢ ma znaczenie, bez powtdrzen: wariacje bez powtdrzen 4 z 6.

2 6-5-4-3.

[ Wynik: 360. j

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 4 min

1 Naile sposobéw mozna ustawic¢ 6 osOb w rzedzie?

2 Ile réznych stéw mozna utozy¢ z liter stowa ANANAS?

3 Ilejest pieciocyfrowych kodéw (moga zaczynac sie od zera) o réznych cyfrach?

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

2 Kombinacje: wybierz pozycje

e M
s KOMBINACJE I SYMBOL NEWTONA (W BROSZURZE CKE)

Z n réznych elementéw mozna wybrac k elementéw (bez kolejnosci) na

n\ n!
k) T B(n k)
n(n—1) n(n—1)(n—2)

sposobow. W praktyce: (5) = “5—, (g) = ——&—,aw ogblnosci w liczniku k
kolejnych liczb malejaco od n, w mianowniku k!. Wiasnosci z broszury: () = (7) =

L (1) =n () =G5 () + G = ()
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4 N
58 SCHEMAT ,,POZYCIJE, POTEM RESZTA”

Gdy w ciagu (liczbie, kodzie) pewna cyfra ma wystapi¢ dokladnie k razy, jej

potozenie to wyboér k pozycji sposréd dostepnych: (hCZba };"’Zyc’ji) sposoboéw. Po

wybraniu pozycji dla wszystkich wymuszonych cyfr pozostale miejsca wypelnia sie
regulg mnozenia. Pozycja z ograniczeniem (pierwsza cyfra liczby nie moze by¢

zerem) idzie pierwsza, tak jak w lekcji 11.1 Reguta mnozenia i regula dodawania.

- J

Przyktad 2.1

Doktadnie trzy jedynki i dwie dwajki

Ile jest liczb siedmiocyfrowych, w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje doktadnie trzy razy, cyfra 2
doktadnie dwa razy, a dwie pozostale cyfry sq rozne i nalezq do zbioru {5,6,7,8,9}?

1  Pozycje jedynek: (;) = 35. Zadna z cyfr nie jest zerem, wiec pierwsza pozycja nie ma
ograniczen.

2 Pozycje dwéjek sposréd 4 wolnych: (;) = 6.
3 Dwie wolne pozycje: rézne cyfry z pieciu, kolejno$¢ ma znaczenie: 5 - 4 = 20.

4 35-6-20.

[ Wynik: 4200. j

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 6 min

1 Ilejest sposobdéw skreslenia 6 liczb sposrdd 49 (kolejnosé skres§lania nie ma znaczenia)?

2 Ile przekatnych ma dziesieciokat wypukty?

3 Ilejestliczb szesciocyfrowych, w ktorych zapisie cyfra 7 wystepuje doktadnie dwa razy,
== 3 wszystkie pozostale cyfry sa parzyste?

moo podstawowe mwo Srednie saa trudniejsze
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3 Przypadki, dopetnienie, drogi w siatce

~ )
68 TRZY CZESTE KONSTRUKCIJE

* Wybdr z dwoch grup (,dokladnie 2 kobiety w komisji”): kombinacja w kazdej grupie
osobno, wyniki mnozymy.

¢ ,Conajmniejjeden ...”: wszystkie wybory minus te, w ktorych nie ma ani jednego.
Liczenie przypadkow 1,2, 3, ... tez dziala, ale jest dluzsze.

* Najkrotsze drogi w siatce m x n (z lewego dolnego do prawego gérnego rogu,
krokami w prawo i w gore): droga ma m + n krokéw i wyznacza ja wybor, ktore z
nich ida w prawo: (m;;”) Droga przez punkt P: iloczyn liczby drégz Ado Piz P do
B.

Przyktad 3.1
Komisja
Z grupy 6 kobiet i 5 mezczyzn wybieramy czteroosobowq komisje. Na ile sposobow mozna to
zrobic, jesli w komisji majq byc doktadnie dwie kobiety? A jesli co najmniej jedna kobieta?

1 Dokladnie dwie: (3) - (3) = 15 - 10 = 150.

2  Conajmniej jedna: wszystkich komisji (}}) = 330, komisji bez kobiet (}) = 5; 330 — 5.

[ Wynik: 150 i 325. ]

11.2 - Permutacje, wariacje, kombinacje i symbol Newtona 5/16



Przyktad 3.2
Iloczyn cyfr rowny
6

Ile jest liczb pieciocyfrowych, w ktorych iloczyn cyfr jest réwny 62

1  Zero odpada (iloczyn bytby 0).6 =6-1-1-1-1=2-3-1-1-1;innych rozkladéw na
pie¢ cyfr nie ma.

2 Cyfry6,1,1,1, 1: pozycja szdstki, 5 sposobéw.

3 Cyfry2,3,1,1, 1: pozycja dwojki 5, tréjki 4: 20.

[ Wynik: 5 + 20 = 25. ]

Przyktad 3.3
Drogi przez punkt

Siatka ulic ma 4 kwartaly w poziomie i 3 w pionie. Ile jest najkrotszych drog z lewego dolnego rogu
A do prawego gérnego B? Ile z nich przechodzi przez skrzyzowanie P lezqce 2 kwartaly w prawo i
1wgoreod A?

1 Wszystkie: 7 krokéw, w tym 4 w prawo: (7) = 35.
2 ZAdoP: (?) = 3;z P do B: 2w prawo i 2 w gore, (‘21) = 6.

3 Przez P:3-6.

[ Wynik: 35 drég, z czego 18 przez P. j
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SYMULACJA 1 Siatka m x nipunkt P. Liczba w wezle to liczba najkrétszych drég z A do
tego wezla (w trybie ,,przez punkt P” w prawej gornej czesci: z P do wezla). Kazda liczba
jest suma liczb z wezla po lewej i z wezla ponizej, wiec siatka to tréjkat Pascala. Zapis
C(n, k) w odczycie oznacza (}).

B
1 2 3 4
P
£
1 3 6 1 1 1
-/
1 2 3
1 1 1
A
— liczba drog z Adowezta = liczbadrogzP dowezta — przyktadowa droga

zAdoP C(4, 2) =6 zPdoB C(4, 3) =4 przezP 6 - 4 = 24 wszystkie 56

Droga przez P to dwie niezalezne czesci: z A do P iz P do B. Reguta mnozenia daje 6 - 4 = 24.

Stan na rysunku: siatka 5 x 3, P = (2, 2); wszystkich drég 56, przez P 24, omijajacych
P 32.

/Z ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 6 min

1 Z8chlopcéw i 6 dziewczat wybieramy druzyne ztozona z 3 chtopcéw i 2 dziewczat. Na
=« ile sposobéw?

2 Naile sposobéw mozna rozdac 6 réznych nagrdd trzem uczniom tak, by kazdy dostat
= dwie?

3 Ilejest najkrotszych drog w siatce 5 x 2?
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

4 Symbol Newtona: rownania, granice, dwumian

4 )
§8 SYMBOL NEWTONA JAKO WIELOMIAN ZMIENNEJ n

Dla ustalonego k symbol (}) jest wielomianem stopnia k zmiennej n, np. (3) = ”2; . Stad

dwa typy zadan:

* réwnanie z (}): rozpisz na wielomian, rozwiaz, odrzu¢ rozwiazania niebedace

liczbami naturalnymin > k;
® granica cigguz (Z) (lekcja 6.4 Granice ciagdw i szereg geometryczny): wazny jest
k

n_

tylko wyraz najwyzszego stopnia, %r.

Wz6r dwumianowy Newtona (w broszurze): (a + b)" = > _ (})a" *b".
Wspétczynnik przy o/ w (z + ¢)" to (7)c" .
- J

Przyktad 4.1
Rownanie

Wyznacz n, dla ktdrego () = 28.

1 22l =98 2 —pn—56=0.

2 n =8albon = —T7; drugie odpada.

[ Wynik: n = 8. }
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Przyktad 4.2

Granica
Oblicz lim G)
n—o0 N2 -+ 5

1 (2271) _ 2n(2;7,—1) _ 2'fl2 —n.

91
n?+5 1+;Q'-

[ Wynik: 2. J

P 2n’-n _

Przyktad 4.3
Wspotczynnik w rozwinieciu
Oblicz wspdtczynnik przy x* w rozwinieciu (z + 2)°.
1 Wyrazzz?: (J)z? - 2% (trzy razy wybieramy 2, dwa razy ).

2 10-8.

[ Wynik: 80. j

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 6 min

1 Wyznacz n, dla ktérego () = 45.

2 Wyznacz liczbe naturalng n > 3, dla ktorej (3) = 2(5).

3 Oblicz wspétczynnik przy z* w rozwinieciu (2z — 1)°.

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze
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5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 25 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - PERMUTACJE T WARIACJE

/. ZESTAWY A

1 Naile sposobow?

a) ustawi¢ 7 os6b w rzedzie  b) ustawic¢ 7 oséb w rzedzie
tak, by Adam i Basia nie
stali obok siebie

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - KOMBINACJE

/. ZESTAWY B

1  Oblicz.

a) (3) b) liczba tréjkatéw o
wierzchotkach w 9
punktach: 4 na prostej k, 5
na prostejl || k

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe meo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - SCHEMATY

/. ZESTAWY C
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1 Ilejest mozliwosci?

a) 5 kart z talii 52, wsrod
nich dokladnie 2 asy

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

POZIOM D - SYMBOL NEWTONA W ROWNANIACH I GRANICACH

/. ZESTAWY D

1 Oblicz lub wyznacz n.

a) (9) b) wspétczynnik przy z* w
(x+1)8

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

Petny trening (25 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W arkuszach rozszerzonych 2025-2026 kombinatoryka pojawiala sie jako zadanie otwarte za 2-3
punkty (kody z zadana liczba powtdrzen cyfr, liczby z warunkiem na iloczyn cyfr) i jako granica z
symbolem Newtona. W kluczach punkt dostaje sie za liczbe rozmieszczen jednej grupy cyfr, drugi
za pelny iloczyn, trzeci za wynik. W granicy z maja 2026 blednie rozpisany symbol Newtona przy
poprawnym stopniu wielomianu i konsekwentnej granicy dawat 1 punkt z 2. Informator ma tez
zadanie z drogami w siatce ulic za 4 punkty. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/Z ZADANIA W STYLU MATURALNYM 4 zadania - 12 pkt - ok. 30 min

1 (0-3 pkt) Oblicz, ile jest liczb o$miocyfrowych, w ktérych zapisie cyfra 0 wystepuje
== dokladnie dwa razy, cyfra 9 doktadnie trzy razy, a trzy pozostate cyfry sa réznymi
cyframi nieparzystymi mniejszymi od 9.

n+1
2 wzpo ovtiengranice im 5 C1)
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3 (0-3 pkt) Z grupy 7 dziewczat i 5 chlopcéw wybieramy czteroosobowg delegacje, w
== ktdrej jest co najmniej jedna dziewczyna i co najmniej jeden chlopiec. Oblicz, na ile
sposob6w mozna to zrobic.

4 (0-4 pkt) Siatka ulic ma 5 kwartaléw w poziomie i 3 w pionie. Oblicz, ile jest
== najkrotszych drég z lewego dolnego rogu A do prawego gérnego B, ktore nie przechodza
przez skrzyzowanie P polozone 2 kwartaly w prawo i 2 w gére od A.

moopodstawowe mmo Srednie mas trudniejsze

7 Najczestsze btedy

”

X

»Pozycje zer: (3).

Zero nie moze sta¢ na poczatku liczby, wiec wybieramy sposréd 7 pozycji. Najpierw
rozmie$¢ cyfre z ograniczeniem.

x ,Delegacja4 0os6b:12-11-10-9.”

W delegacji kolejno$¢ nie ma znaczenia: (). Iloczyn malejacy liczy uporzadkowane
czworki (np. przewodniczacy, zastepca, ...).

x ,,Co najmniej jedna kobieta: (f) . (130) J

Wybierajac ,te jedna kobiete”, a potem reszte dowolnie, liczysz komisje z kilkoma
kobietami wielokrotnie. Uzyj dopelnienia.

() =

Brakuje (n — 2)! w mianowniku. Bez rozpisania symbolu na wielomian granica
wychodzi zla; klucz z 2026 roku dawatl wtedy co najwyzej 1 punkt.

L4 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Ile stéw mozna utozy¢ z liter A, A, B, B?

(3) = 6 (wybor pozycji liter A).
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2 Ilewynosi (33)?

(%) = 190 (symetria).

3 Ilejest wszystkich podzbioréw zbioru piecioelementowego?

2° = 32: kazdy element nalezy albo nie nalezy. To tezsuma (J) + () +... + (3).

4  Kiedy droge przez punkt P liczy sie iloczynem, a kiedy réznica?

,Przez P”:iloczyn drég A — P i P — B. ,Nie przez P”: wszystkie minus przez P.
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9 Karta wzorow i co dalej

4 N

WZORY SCHEMATY

permutacje n!; wariacje n* i (n%'k), pozycje kombinacja, reszta mnozeniem

. . | . o _e3y . .
kombinacje (}) = T ,CO najmniej” przez dopekienie
_ n(n—1) _ n(n—1)(n—2) i . (MmN, .1

(721) =2, (g) = m iy siatka: ( ™ ), przez P:iloczyn
& /
Broszura CKE ,Wybrane wzory matematyczne” zawiera wzory na permutacje, kombinacje i oba
rodzaje wariacji (dziat 13), definicje i wlasno$ci symbolu Newtona (dziat 4) oraz wzor
dwumianowy Newtona (dziat 5). Schematu ,,pozycje, potem reszta” i liczby drég w siatce w
broszurze nie ma.

Dalej: prawdopodobieristwo klasyczne (lekcja 12.1 Prawdopodobieristwo klasyczne), gdzie || i | A|

liczy sie tymi samymi metodami, i schemat Bernoulliego (lekcja 12.4 Schemat Bernoulliego), w

ktérym (}) liczy potozenia sukceséw.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 6! = 720.

3

2. & 60 albo pozycje: trzy A na (%) = 20 sposobéw, dwie N na
Y] y 3 2

C32l T
60.

) = 3, S na ostatnim wolnym miejscu:

3.10-9-8-7-6 = 30240.
Zadania - czesc 2
49y _
1. (%) = 13983 816.
2. Odcinkéw laczacych dwa wierzchotki: (%)) = 45; bokéw 10. Przekatnych 35.

3. 1.Pierwsza cyfrato 7: druga sibdemka na (‘;’) = 5 pozycjach, cztery pozostate cyfry parzyste (z zerem): 5 -
5% = 3125.

2. Pierwsza cyfra parzysta, niezerowa: 4 mozliwosci; siddemki na (5) = 10 sposobéw; trzy pozostate: 5°.
Razem 4 - 10 - 125 = 5000.

3. Suma: 8125.
Zadania - czes$¢ 3
1.(3) - (5) =56 - 15 = 840.
2. Pierwszy uczen wybiera 2 z 6, drugi 2 z 4, trzeci bierze reszte: (5) - (3) = 15 6 = 90.
3. (7) =21.
Zadania - czesc 4
1.n2 —n—90=0, n=10.
2. w = n(n — 1); dzielimy przezn(n —1) #0: n —2 =6, n = 8.
3. (§)(22)*(—1)® = —20 - 8z%; wspblczynnik —160.
Zestawy A
1.2a) 5040 b) 7! —2-6! = 3600
Zestawy B
1.2)56 b) (5) -5+ (3) -4 =70
Zestawy C
1.a) (;) (3) = 103776
Zestawy D

1.2)36 b) (j) =15

11.2 - Permutacje, wariacje, kombinacje i symbol Newtona 15716



Zadania w stylu maturalnym

1. 1.Zera. nie na pierwszym miejscu: dwie pozycje sposréd 7, (1) = 21.
2. Dziewiatki. trzy sposréd 6 wolnych (w tym pierwszej): (5) = 20.
3. Reszta. trzy rézne cyfry z {1, 3, 5, 7} na trzech wolnych pozycjach: 4 - 3 - 2 = 24.
4. Wynik. 21 - 20 - 24 = 10 080.

1 pkt za liczbe rozmieszczen zer z uwzglednieniem pierwszej pozycji ((;)) albo za liczbe
rozmieszczen dziewiatek. 2 pkt za pelny iloczyn (;) +(3) -+ 4-3 - 2. 3 pkt za wynik 10 080.

2. 1.Symbol. (") = Hal-l) "36’".

3
ica, —n—=n__ _, L
2. Granica. e nid) 7 12

1 pkt za zapisanie ("}') jako wielomianu stopnia 3. 2 pkt za granice 5.
3. 1. Wszystkie. () = 495.
2. Jednoplciowe. same dziewczeta (Z) = 35, sami chlopey (3) = 5.
3. Wynik. 495 — 35 — 5 = 455.

1 pkt za liczbe wszystkich delegacji. 2 pkt za liczbe obu rodzajéw delegacji jednopiciowych (albo za
poprawne zliczenie trzech przypadkow 1 + 3, 2 + 2, 3 4 1). 3 pkt za wynik 455.

4. 1. Wszystkie. 8 krokéw, w tym 5 w prawo: (g) = 56.
2.ZAdoP. (3) =6.
3.ZPdoB.3wprawoilw goére: (}) = 4; przez P: 6 -4 = 24.
4. Wynik. 56 — 24 = 32.
1 pkt za liczbe wszystkich drég. 2 pkt za liczbe drég z A do P albo z P do B. 3 pkt za liczbe drog przez
P. 4 pkt za wynik 32.
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