MATURA - POZIOM PODSTAWOWY @ 11.1

Reguta mnozenia i
reguta dodawania

W kazdym arkuszu podstawowym z lat 2024-2026 jest jedno
zamkniete zadanie z kombinatoryki: ile jest liczb o zadanych
cyfrach, ile jest kolorowan albo zestawow. Latwos$¢ tych zadan to
70-80%, ale punkt traci sie zawsze w tych samych miejscach:
zero na poczatku liczby, warunek ,,dokladnie jedna” i zadania, w
ktorych liczba mozliwosci na jednej pozycji zalezy od wyboru na
innej. Cata lekcja to dwie reguly i jedna zasada kolejnosci.

CZAS ZADANIA WYMAGANIA
ok. 30 min 13 zadan w tresci, podstawa
czytania + ok. 40 probka treningu programowa,
min zadan rachunkowego, 5 zakres
zadan w stylu podstawowy:
maturalnym,; XI.1, XI.2

pelny trening na
osobnej stronie

W TEJ LEKCJI

0  Liczenie bez wypisywania

1 Reguta mnozenia

2 Najpierw pozycja z ograniczeniem
3 Reguta dodawania i dopetnienie

4 Ustawienia, wybory, kolorowania
5 Trening rachunkowy

6 Namaturze

7 Najczestsze btedy

8  Sprawdz sie

9  Karta wzordow i co dalej
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o Liczenie bez wypisywania

Liczb trzycyfrowych jest 900, kodéw PIN 10 000. Wypisanie ich zajetoby godziny, a policzenie
zajmuje sekunde, bo kazda taka liczbe budujemy w kilku krokach (najpierw pierwsza cyfra,
potem druga, potem trzecia) i w kazdym kroku wiemy, ile mamy mozliwosci. To jest regutla
mnozenia. Druga reguta, dodawania, mowi, co zrobié, gdy obiekty dzielg sie na grupy, ktore
liczymy osobno. Catla sztuka polega na tym, zeby wybrac¢ kolejnos¢ krokéw i podzial na grupy tak,
by liczby mozliwosci w kazdym kroku byty pewne.

1 Reguta mnozenia

e M
58 REGULA MNOZENIA

Jesli obiekt budujemy w k krokach i w pierwszym kroku mamy n; mozliwosci, w drugim
n, mozliwosci (niezaleznie od tego, co wybraliSmy w pierwszym), ..., w k-tym n;,
mozliwo$ci, to wszystkich obiektéw jest

mny-ng-... -Ng.

Wyroznione zastrzezenie jest najwazniejsze: liczba mozliwosci w danym kroku
moze zaleze¢ od wczes$niejszych wybordéw co do tego, co wybieramy, ale nie co do ile

jest mozliwosci.

Przyktad 1.1
Zestaw obiadowy

W stotowce sq 3 zupy, 4 drugie dania i 2 desery. Ile roznych zestawow zupa, drugie danie, deser
mozna zamowic?

1 Krok 1: zupa, 3 mozliwosci. Krok 2: drugie danie, 4 mozliwos$ci. Krok 3: deser, 2

mozliwosci.
2 3-4-2.
[ Wynik: 24 zestawy. }
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Przyktad 1.2
Liczby trzycyfrowe

Ile jest liczb trzycyfrowych? Ile jest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach?

1 Cyfra setek: 1-9, czyli 9 mozliwos$ci (zero na poczatku datoby liczbe dwucyfrows).
Dziesiatki i jednosci: po 10. Razem 9 - 10 - 10 = 900.

2 Roézne cyfry: setki 9; dziesiatki to kazda cyfra oprdcz uzytej, w tym zero: 9; jednosci: 8.
Razem 9 -9 -8 = 648.

[ Wynik: 9001 648. ]

W drugim rachunku na pozycji dziesiatek ktdra cyfra jest dostepna, zalezy od cyfry setek, ale ile
ich jest, juz nie: zawsze 9. Dlatego wolno mnozy¢.

/. ZADANIA - CZES$C 1 3 zadania - ok. 3 min

1 Ilejest czterocyfrowych kodéw PIN (cyfry 0-9 moga sie powtarzac, kod moze zaczynac
= sie od zera)?

2 Ilejestliczb trzycyfrowych, ktérych wszystkie cyfry sa nieparzyste?

3 Naile sposobéw mozna ustawi¢ 4 osoby w kolejce?

moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze

2 Najpierw pozycja z ograniczeniem

4 I
53 KOLEINOSC KROKOW

* Kroki nie musza i$¢ od lewej do prawej. Zaczynaj od pozycji z ograniczeniem: cyfry
jednosci, gdy liczba ma by¢ parzysta, nieparzysta albo podzielna przez 5; potem
cyfra na poczatku liczby (bez zera); na koficu pozycje bez warunkéw.

¢ Jesli mimo to liczba mozliwos$ci w ktéryms$ kroku zalezy od wczedniejszego wyboru,
rozbij na przypadki i dodaj wyniki (reguta dodawania, czes¢ 3). Typowy przypadek:
rézne cyfry i zero wsrod dozwolonych cyfr jednosci.
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Przyktad 2.1
Nieparzyste o roznych cyfrach
Ile jest liczb trzycyfrowych nieparzystych o roznych cyfrach?
1 Jednosci (ograniczenie): 1, 3,5, 7,9, czyli 5 mozliwosci.

2  Setki: bez zera i bez cyfry jednosci, czyli 8 mozliwosci (cyfra jednosci nie jest zerem,
wiec zawsze odpada dokladnie jedna z 1-9).

3 Dziesiatki: 10 cyfr bez dwoch uzytych, czyli 8.

[ Wynik: 5 - 8 - 8 = 320. j

Przyktad 2.2
Parzyste o roznych cyfrach: tu trzeba rozbié

Ile jest liczb trzycyfrowych parzystych o roznych cyfrach?

1 Jednosci: 0,2,4,6, 8. Ale liczba mozliwosci dla setek zalezy od tego, czy na konicu jest
zero: zero nie zabiera setkom nic, inna cyfra parzysta zabiera jedna.

2  PrzypadekI, na konicu 0: setki 9, dziesiatki 8, czyli 9 - 8 = 72.

3 Przypadek II, na koncu 2,4, 6 albo 8: jednosci 4, setki 8, dziesigtki 8, czyli4-8 -8 =
256.

4  Przypadki sa rozlaczne: 72 + 256.

[ Wynik: 328. Rachunek , jednosci 5, setki 8, dziesiatki 8” daje 320 i jest biedny. j
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SYMULACJA 1 Wybierz dlugo$¢ liczby, warunek na cyfre jednosci i to, czy cyfry moga
sie powtarzac¢. Kazda kratka to jedna pozycja; liczha w kratce to liczba mozliwosci, a maty
numer nad kratka to kolejnos¢, w jakiej ja wypelniamy. Gdy cyfry sa rézne, a wsrod
dozwolonych cyfr jednosci jest zero, rachunek rozpada sie na dwa przypadki. Wynik jest
poroéwnany z przegladem wszystkich liczb.

przypadek I, cyfra jednosci: 0

2. 3. 1.
9 |-/ 8 || 1 |=72
setki dziesiatki jednosci
przypadek II, cyfra jednosci: 2,4, 6, 8
2. 3. 1.
8 || 8 || 4 |= 256
setki dziesiatki jednosci

— pozycjaz warunkiem = pozostate pozycje

przypadki 2 rachunek 72 + 256 = 328 wynik 328 przeglad wszystkich liczb 328

Cyfry majg by¢ rézne, a na koficu moze stac zero. Zero nie zabiera mozliwosci pierwszej cyfrze, kazda
inna dozwolona cyfra zabiera jedna. Liczba mozliwosci zalezy wiec od wyboru i potrzebne sg dwa
roztagczne przypadki. Jeden iloczyn datby 320 zamiast 328.

Stan na rysunku: liczby trzycyfrowe, parzyste, cyfry rdézne; wynik 328.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 6 min

1 Ilejestliczb czterocyfrowych nieparzystych o réznych cyfrach?

2 Ilejestliczb trzycyfrowych podzielnych przez 5 o réznych cyfrach?

w

Ile jest liczb czterocyfrowych nieparzystych, w ktérych cyfra setek jest réwna cyfrze
e jednos$ci?

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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3 Reguta dodawania i dopetnienie

~ )
68 REGULA DODAWANIA

Jesli zbidér obiektow dzieli sie na rozlaczne grupy (zaden obiekt nie nalezy do dwdch), to
liczba wszystkich obiektéw jest suma liczebno$ci grup.

¢ ,Dokladnie jedna ...”: przypadki wedlug tego, gdzie jest ta jedna (na ktérej pozycji,
ktéry element), a na pozostalych miejscach wykluczamy te cyfre albo ceche.

¢ ,Conajmniejjedna...”: czesto najszybciej przez dopelnienie: wszystkie obiekty
minus te, w ktérych nie ma ani jedne;j.

Przyktad 3.1
Doktadnie jedna siodemka
Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktdrych zapisie cyfra 7 wystepuje doktadnie raz?
1 7namiejscu setek: dziesiatki i jednos$ci bez siédemki, 9 - 9 = 81.
2 7namiejscu dziesiatek: setki bez zera i bez siédemki, 8; jednosci 9: 72.
3 7namiejscu jednosci: tak samo, 8 - 9 = 72.

4  81+T72+T72.

[ Wynik: 225. }

Przyktad 3.2
Co najmniej jedna siodemka
Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie wystepuje co najmniej jedna cyfra 7?
1 Wszystkich trzycyfrowych: 900.
2  Bezsidédemki: setki 8, dziesiatki 9, jednosci 9, czyli 648.

3 900 — 648.

Wynik: 252. To o 27 wiecej niz w przykladzie 3.1: tyle jest liczb z dwiema albo trzema
sibdemkami.
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/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 6 min

1 Ilejestliczb dwucyfrowych, w ktérych co najmniej jedna cyfra jest parzysta?

2 W stotédwece sa 4 zupy (w tym 1 wegetarianska) i 5 drugich dan (w tym 2 wegetarianskie).
e« Uczen wybiera jedna zupe i jedno drugie danie tak, by doktadnie jedna z tych potraw
byta wegetarianska. Ile ma mozliwos$ci?

3 Ilejestliczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje doktadnie jedno zero?

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

4 Ustawienia, wybory, kolorowania

~ )
68 TRZY WZORCE REGULY MNOZENIA

¢ Ustawienie n réznych obiektow w rzedzie:n - (n — 1) -...-2-1 = n! (czytaj ,n
silnia”).

* Kolejny wybor k réznych z n, gdy kolejno$é ma znaczenie (miejsca na podium,
funkcje w samorzadzie):n-(n—1)-...- (n —k+1).

* Kolorowanie z warunkiem ,sasiednie rozne”: pierwszy obszar dowolnym kolorem,
kazdy kolejny dowolnym oprécz koloru poprzednika.

Gdy kolejnosé nie ma znaczenia (para druzyn grajaca mecz, uscisk dioni), kazda
pare policzyliémy dwa razy, wiec dzielimy wynik przez 2.

- J

Przyktad 4.1
Podium

W finale biegu startuje 8 zawodnikéw. Na ile sposobow mogq zostac rozdzielone medale ztoty,
srebrny i brqzowy?

1  Zloto 8, srebro 7, braz 6.

[Wynik:8-7-6:336. j
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Przyktad 4.2
Pasek z pieciu pol

Piec pol utozonych w rzedzie malujemy, majqc do dyspozycji 4 kolory. Sasiednie pola muszq miec
rozne kolory. Ile jest kolorowan?

1 Pierwsze pole 4, kazde nastepne 3 (bez koloru poprzedniego).

[ Wynik: 4 - 3* = 324. ]

Przyktad 4.3
Kiedy dzieli¢ przez
2

W turnieju 6 druzyn kazda gra z kazdq dokltadnie raz. Ile meczow zostanie rozegranych?
1 Uporzadkowanych par (gospodarz, gos¢): 6 - 5 = 30.

2 Mecz A-B to ten sam mecz co B-A, wiec kazdy policzyliSmy dwa razy: 30 : 2.

[ Wynik: 15 meczéw. Gdyby grano mecz i rewanz, bytoby ich 30. j

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 6 min

1 Naile sposobéw mozna posadzic¢ 5 oséb w rzedzie, jesli dwie z nich (Ania i Bartek) maja
== siedzie¢ obok siebie?

2  Flaga sktada sie z trzech poziomych paséw. Mamy 5 koloréw, a sasiednie pasy maja
= roézne kolory. Ile jest flag?

3 Wklasie jest 25 oséb. Na ile sposobéw mozna wybraé przewodniczacego i jego zastepce?

4  Na spotkaniu jest 10 0oséb i kazda wita sie usciskiem dloni z kazda inng. Ile jest
«  u$ciskéw?

moopodstawowe  meo Srednie sas trudniejsze
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5 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 25 przykladow i zadan, z odpowiedziami i w
wersji do druku.

POZIOM A - REGUEA MNOZENIA

/. ZESTAWY A
1 Ilejest mozliwosci?

a) stroj: 4 bluzkii 3 b) liczby trzycyfrowe o
spddnice réznych cyfrach

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - CYFRY Z OGRANICZENIAMI

/. ZESTAWY B

1 Ilejestliczb?

a) trzycyfrowych b) czterocyfrowych, ktore
nieparzystych czytane od konca daja te
sama liczbe

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - PRZYPADKI I DOPEENIENIE

/. ZESTAWY C

1 Ilejestliczb?

a) dwucyfrowych z co b) czterocyfrowych z co
najmniej jedna cyfra 3 najmniej jedna cyfra
parzysta

... pozostate przyktady na stronie treningu
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

POZIOM D - USTAWIENIA, WYBORY, KOLOROWANIA

/ ZESTAWY D

1 Naile sposobéw?
™ a) ustawic 6 réznych
ksigzek na péice

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe mmo Srednie maa trudniejsze

Petny trening (25 przyktadow i zadan) >

6 Na maturze

W arkuszach podstawowych 2024-2026 kombinatoryka to zawsze jedno zadanie zamkniete za 1
punkt: liczby o cyfrach z danego zbioru, liczby z warunkiem ,,dokladnie jedno zero”, kolorowanie
obszaréw. Informator ma tez zadania otwarte za 2-3 punkty, w ktérych klucz daje punkt za
podzial na przypadki, punkt za poprawne zliczenie kazdego z nich i punkt za sume. Latwos¢
majowych zadan wynosita 71% (2025) i 79% (2026). Ponizsze zadania sg nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 7 pkt - ok. 15 min

1 (0-1 pkt) Liczb czterocyfrowych podzielnych przez 5, ktérych wszystkie cyfry naleza do
«  zbioru{l,2,3,4,5} (cyfry moga sie powtarzac), jest

A. 25 B. 125 C. 500 D. 625

2 (0-1 pkt) Wszystkich liczb trzycyfrowych parzystych, ktérych cyfry naleza do zbioru
. {0,1,2,3,4,5,6,7} (cyfry moga sie powtarzad), jest

A.7-8-4 B.8-8-4 C.7-7-4 D.8-8-3
3 (0-1 pkt) Liczb dwucyfrowych, w ktorych cyfra dziesiatek jest wieksza od cyfry

= jednosci, jest

A. 36 B. 45 C. 81 D. 90
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(0-1 pkt) Liczb pieciocyfrowych, w ktérych cyfry parzyste i nieparzyste wystepuja na
przemian, przy czym pierwsza cyfra jest parzysta, jest

A.5° B. 4-5% C. 5% D.2-5°

(0-3 pkt) Oblicz, ile jest liczb trzycyfrowych parzystych, w ktérych zapisie cyfra 5
wystepuje dokladnie raz.

oo podstawowe  meo Srednie sas trudniejsze

7

8

Najczestsze btedy

»Pierwsza cyfra: 10 mozliwosci.”

Liczba nie zaczyna sie od zera: 9 mozliwosci (albo mniej, gdy dochodza inne warunki).
Wyjatek: kody i numery, ktére nie sa liczbami.

»Parzyste o réznych cyfrach: 5 -8 - 8.”

Zero na koncu nie zabiera mozliwos$ci pierwszej cyfrze, inna cyfra parzysta zabiera.
Liczba mozliwosci zalezy od wyboru, wiec potrzebne sa dwa przypadki (przyktad 2.2).

»,Doktadnie jedna siodemka: 3 pozycje razy reszta dowolna.”

Jesli na pozostatych pozycjach dopuscisz siddemke, policzysz tez liczby z dwiema
sibdemkami, i to wielokrotnie. Na pozostatych pozycjach trzeba jg wykluczy¢.

,Mecze: 6-5.”

Gdy kolejno$¢ w parze nie ma znaczenia, dzielimy przez 2. Pytaj zawsze: czy zamiana
miejscami daje inny obiekt?

Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1

Ile jest liczb dwucyfrowych o réznych cyfrach?

9.9 =8I.
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2 Dlaczego liczbe trzycyfrowych nieparzystych o ré6znych cyfrach liczy sie
jednym iloczynem, a parzystych nie?

Cyfra nieparzysta na koficu zawsze zabiera jedng mozliwo$¢ cyfrze setek; cyfra
parzysta zabiera ja tylko wtedy, gdy nie jest zerem.

3 Jak najszybciej policzy¢ liczby z co najmniej jedna cyfra parzysta?

Dopelnieniem: wszystkie minus te, w ktérych wszystkie cyfry sa nieparzyste.

4 Ile jest usciskéw dloni w grupie 10 os6b?

10-9:2 =45.
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9 Karta wzorow i co dalej

4 N
DWIE REGULY WZORCE
mnozenia: kroki, n; -ng - ... - ng ustawienie n obiektow: n!
dodawania: rozlaczne przypadki, suma k kolejnych wyboréow zn:n(n —1)...(n —
dopelnienie: wszystkie - ,,zadnej” k+1)
para bez kolejnosci: @
- J

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” dzial kombinatoryki zawiera liczbe permutacji
n!, kombinacji (Z) oraz wariacji z powtérzeniami i bez powtorzen. Regul mnozenia i dodawania
tam nie ma: trzeba je zna¢ i umiec opisac stowami, jakie kroki i jakie przypadki sie liczy. Na
poziomie podstawowym te dwie regulty wystarczaja do wszystkich zadan.

Dalej: prawdopodobieristwo klasyczne (lekcja 12.1 Prawdopodobieristwo klasyczne), gdzie licznik i
mianownik liczy sie dokladnie tak jak tutaj, albo permutacje, kombinacje i symbol Newtona (lekcja
11.2 Permutacje, wariacje, kombinacje i symbol Newtona, poziom rozszerzony).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.10* = 10000. Tu zero na poczatku jest dozwolone, bo kod nie jest liczba.
2.5-:5.5 =125 (zero nie jest nieparzyste, wiec problem pierwszej cyfry znika).
3.4:-3-2-1=24.

Zadania - czesc 2
1. Jednosci 5, tysiace 8, setki 8, dziesigtki 7: 5-8 -8 -7 = 2240.

2. 1.Nakoncu0: 9-8=72.
2. Na koncu 5: setki 8 (bez zera i piatki), dziesiatki 8: 64.
3. Razem 136.
3. Jedno$ci 5, setki: 1 (taka sama), tysiace 9, dziesiatki 10: 5-1-9 - 10 = 450.

Zadania - czesc 3
1. Obie nieparzyste: 5 - 5 = 25. 90 — 25 = 65.

2. 1.Zupa wegetarianska, danie nie: 1-3 = 3.
2. Zupa nie, danie wegetarianskie: 3 - 2 = 6.
3. Razem 9.

3. Zero na jednym z 3 miejsc (setki, dziesiatki, jedno$ci; nie na poczatku), pozostate trzy cyfry od 1 do 9:
3-9% =2187.

Zadania - czesc 4
1. Sklei¢ Anie i Bartka w jeden blok: 4 obiekty, 4! = 24 ustawienia; w bloku 2 kolejnosci. 2 - 24 = 48.
2.5-4-4 =80 (gérny i dolny pas moga miec ten sam kolor).
3.25 - 24 = 600 (funkcje sa rézne, kolejnos¢ ma znaczenie).
4. 109 — 45,

Zestawy A
l.a)12 b)9-9-8 =648

Zestawy B
1.a)9-10-5=450 b)9-10=90

Zestawy C
1.a) 90 — 72 = 18 b) 9000 — 5* = 8375

Zestawy D

1.a) 720
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Zadania w stylu maturalnym

1. B. Na konicu tylko 5 (zera nie ma w zbiorze), pozostate trzy cyfry dowolne: 53.
2. A. Setki 7 (bez zera), dziesiatki 8, jednosci 0, 2, 4, 6.

3. B. Reguta dodawania po cyfrze dziesiatek d: jednosci 0, . ..,d — 1, czyli d mozliwosci. 1+2+ ...+
9 =45.

4. B. Pierwsza cyfra parzysta i niezerowa: 2, 4, 6, 8; dalej nieparzysta, parzysta (z zerem), nieparzysta,
parzysta, po 5.

5. 1. Przypadki. wedlug pozycji piatki: setki, dziesiatki albo jednos$ci.
2. Piatka w setkach. dziesiatki bez piatki 9, jednosci parzyste 5: 45.
3. Piatka w dziesiatkach. setki bez zera i piatki 8, jednosci 5: 40.
4. Piagtka w jednosciach. liczba bytaby nieparzysta: 0.
5.Suma. 45 + 40 + 0 = 85.

1 pkt za podzial na roztaczne przypadki wedtug pozycji piatki. 2 pkt za poprawne zliczenie obu
niepustych przypadkéw. 3 pkt za wynik 85.

Matura z matematyki - Lekcja 11.1: Reguta mnozenia i reguta dodawania - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
podstawowy, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i 2026; broszura
,Wybrane wzory matematyczne”. Zadania sg autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt11_1.py).
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