MATURA - POZIOM PODSTAWOWY @ 10.1

Proste, ptaszczyzny
| katy w przestrzeni

W stereometrii prawie kazde zadanie z arkusza podstawowego
2024-2026 zaczyna sie od kata: krawedz boczna nachylona do
podstawy, §ciana boczna nachylona do podstawy, kat rozwarcia

stozka. Kat stuzy do policzenia wysokosci, a wysoko$¢ do

objetosci. W maju 2025 takie zadanie ze stozkiem rozwiazato

49% zdajacych, w maju 2026 z ostrostupem 43%. Najczestszy

blad to zly trojkat prostokatny. Ta lekcja uczy, jak go znalez¢.

CZAS ZADANIA

ok. 35 min 6 zadan w tresci,

czytania + ok. 45 probka treningu

min zadan rachunkowego, 5
zadan w stylu
maturalnym,;

pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
podstawowy: X.1,
X.2,X.3, X.4

W TEJ LEKCJI

O  Kat w przestrzeni to kat w trdjkacie
1 Potozenie prostych i ptaszczyzn

2 Katy w ostrostupie

3 Katy w brytach obrotowych

4 Trening rachunkowy

5 Namaturze

6 Najczestsze btedy

7 Sprawdz sie

8  Karta wzoréw i co dalej
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o Kat w przestrzeni to kat w trojkacie

Kata miedzy prosta a ptaszczyzng nie mierzy sie bezposrednio. Rzutuje sie prosta na plaszczyzne
i mierzy kat miedzy prosta a jej rzutem. Wtedy powstaje trojkat prostokatny: odcinek, jego rzut i
odcinek prostopadly do plaszczyzny (zwykle wysoko$¢ bryty). Tak samo kat miedzy dwiema
plaszczyznami: bierze sie dwie proste prostopadte do ich krawedzi wspdlnej, po jednej w kazdej
plaszczyznie. W ostrostupie i stozku sa tylko dwa takie tréjkaty, ktore trzeba znaé na pamiec.

1 Potozenie prostych i ptaszczyzn

e I
63 DEFINICIE

* Dwie proste w przestrzeni sa rdwnolegle (leza w jednej plaszczyznie i nie maja
punktéw wspolnych albo sie pokrywaja), przecinaja sie albo sa skosne (nie lezag w
zadnej wspoélnej ptaszczyznie).

* Kat prostej z plaszczyzna: kat miedzy prosta a jej rzutem prostokatnym na
plaszczyzne (od 0° do 90°).

* Kat dwuscienny (miedzy plaszczyznami przecinajacymi sie wzdtuz prostej k): kat
miedzy prostymi prostopadlymi do k, poprowadzonymi w obu plaszczyznach z
jednego punktu k.

/Z ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 4 min

1 Wszescianie ABCDEFGH (podstawa ABC D, krawedzie boczne AE, BF, CG, DH)
= okresl polozenie prostych: ABiCG, ABiGH, ABiBF.

2  Oblicz tangens kata miedzy przekatna szescianu a ptaszczyzna jego podstawy.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze
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2 Katy w ostrostupie

~ )
58 DWA TROJIKATY PROSTOKATNE W OSTROSLUPIE PRAWIDEOWYM

* Krawedz boczna z podstawa (kat «): trojkat SOA z przyprostokatnymi H i |OA| = R
(promien okregu opisanego na podstawie; w kwadracie potowa przekatnej “42@, w
tréjkacie rownobocznym “T*/g).

e Sciana boczna z podstawa (kat 3): tréjkat SOM, gdzie M to $rodek krawedzi
podstawy; przyprostokatne H i |OM| = r (promien okregu wpisanego; w kwadracie

3, w trojkacie rownobocznym “46@), przeciwprostokatna to wysokos¢ §ciany boczne;j.

Wtedy tga = %, tg B = % Kat Sciany jest zawsze wiekszy od kata krawedzi, bo r <
R.
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SYMULACJA 1 Ostrostup prawidtowy czworokatny. Zmieniaj krawedz podstawy a i
wysoko$¢ H, a przetacznikiem wybierz trdjkat: dla krawedzi bocznej (SO A) albo dla
Sciany bocznej (SOM). Odczyt pokazuje oba katy, krawedz boczna, wysokos$¢ $ciany i
objetosd.

— ostrostup — tréjkat prostokagtny — kat nachylenia
|OA| =av2/2 4,243  |OM|=a/2 3,000 katkrawedzi o 43,3° (tg a = 0,943)
kat sciany B 53,1° (tg B = 1,333) krawedz boczna, wysokos¢ sciany 5,831; 5,000

objetos¢ V = ¥3a?H 48,00

Kat krawedzi bocznej z podstawag lezy w trojkacie SOA: wysokos$¢ H i potowa przekatnej podstawy.

Stan na rysunku: a = 6, H = 4,0, a = 43,3°, B = 53,1°, V = 48,00.

10.1 - Proste, ptaszczyzny i katy w przestrzeni 4]14



Przyktad 2.1
Krawedz boczna

Ostrostup prawidtowy czworokgtny ma krawedz podstawy 6, a krawedz boczna jest nachylona do
podstawy pod kqtem 60°. Oblicz wysokos¢, diugosc krawedzi bocznej i objetosc.

1 |0A] = %2 =3v2.
2 H=|0A|tg60° = 36; |SA| = 122 = 6v2.

3 V=1-36-3V6.

[ Wynik: H = 316, |SA| = 612, V = 36V6. ]
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Przyktad 2.2
Sciana boczna

Dla ostrostupa z przyktadu 2.1 oblicz tangens kqta nachylenia Sciany bocznej do podstawy.

2 tgB =20
[ Wynik: tg 8 = /6 (wiekszy od tg 60° = /3, zgodnie z regula). j

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 5 min

1 Ostrostup prawidltowy tréjkatny ma krawedz podstawy 6 i wysokos¢ 2. Oblicz kat
== nachylenia krawedzi bocznej do podstawy.

2 Ostrostup prawidlowy czworokatny ma krawedz podstawy 8, a Sciana boczna jest
== nachylona do podstawy pod katem 45°. Oblicz objetos¢.

moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze
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3 Katy w brytach obrotowych

e I
3 PRZEKROJ OSIOWY

* Stozek: przekrdj osiowy to tréjkat rOwnoramienny o ramionach [ (tworzace) i

podstawie 2r. Kat rozwarcia to kat przy wierzchotku tego tréjkata, 2+; w trojkacie
prostokatnym z wysokoscia: siny = 7, cosy = %
* Walec: przekrodj osiowy to prostokat 2r x H; jego przekatna tworzy z podstawa kat o

H

tangensie o

Przyktad 3.1
Kat rozwarcia

Tworzqca stozka ma dtugosc 10, a kqt rozwarcia stozka ma 60°. Oblicz v, H i objetosc.

S

(o))
o

Ofq---------3

A B

1 Potowa kata rozwarcia: 30°. 7 = 10sin30° = 5, H = 10cos 30° = 5+/3.
2 V=1ir-25-5/3.

{ Wynik: r = 5, H = 53, V = 237, ]
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Przyktad 3.2
Przekatna przekroju walca

Przekqtna przekroju osiowego walca ma ditugosc 10 i tworzy z podstawq kqt 30°. Oblicz objetos¢
walca.

10

30°
A B

1 H=10sin30° = 5, 2r = 10cos 30° = 5+/3, wiec r = 242,

2 V:7TT2H:7T-%~5.

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 4 min

1 Stozek ma wysokos¢ 6 i kat rozwarcia 90°. Oblicz promien podstawy i tworzaca.

2  Przekatna prostopadtoscianu o wymiarach 3 x 4 x 12 tworzy z ptaszczyzna podstawy
== 3 x 4 kat . Oblicz dlugos$¢ przekatnej i sin .

moopodstawowe  mao Srednie smaa trudniejsze

4 Trening rachunkowy

Prébka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 16 przykladéw i zadan, z odpowiedziamii w
wersji do druku.

POZIOM A - DEUGOSCI W BRY+ACH

/. ZESTAWY A
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1  Oblicz.

a) ostrostup prawidltowy b) stozekr = 3, H = 4:
czworokatny, a = 4, tworzaca i sinus kata
H = 2+/2: krawedz boczna i tworzacej z podstawa
kat jej nachylenia

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - KATY

/. ZESTAWY B

1  Oblicz.
i a) szescian: kat miedzy b) stozek: kat rozwarcia
przekatna Sciany a 120°, tworzaca 8; ri H

krawedzia tej $ciany

... pozostate przyktady na stronie treningu
moo podstawowe mwo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - POLOZENIE PROSTYCH W SZESCIANIE ABCDEFGH

Z ZESTAWY C

1 Podstawa ABCD, krawedzie boczne AE, BF, CG, DH. Okre$l potozenie prostych.
a) AEiCG

... pozostate przyktady na stronie treningu

moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

Petny trening (16 przyktadow i zadan) >

5 Na maturze

W arkuszach podstawowych 2024-2026 to zadania zamkniete (wysoko$¢ z tangensa kata) i otwarte
za 2-4 punkty: objetos¢ ostrostupa z kata nachylenia krawedzi albo $ciany, objeto$¢ stozka z kata
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rozwarcia, objetos¢ i pole walca z przekatnej przekroju. W zadaniach za 2 punkty 1 punkt daje
wysoko$¢ (albo pole podstawy), 2 punkty objeto$¢. Uwagi z kluczy: obliczenia dla innej bryty daja
0 punktoéw; w zadaniu ze stozkiem przyjecie, ze przekroj osiowy jest rownoboczny, tez dawato 0
punktéw. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 11 pkt - ok. 30 min

1 (0-1 pkt) Ostrostup prawidlowy czworokatny ma krawedz podstawy 6. Tangens kata
= nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy jest rowny 2. Wysoko$¢ ostrostupa
jest rowna

A. 2 B. 3 C.6 D. 12

2 (0-2 pkt) Przekatna podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dtugosc¢ 10, a
== krawedz boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Oblicz objetos¢
ostrostupa.

3 (0-3 pkt) Tworzaca stozka ma dlugos¢ 12, a kat rozwarcia stozka ma miare 60°. Oblicz
== objetos¢ stozka.

4  (0-4 pkt) Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugosé 12 i tworzy z plaszczyzng
== podstawy kat 60°. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej walca.

5  (0-1 pkt) Dany jest szeScian ABCDEFGH. Ocen prawdziwo$¢ zdan.

1. Proste ABiCG sa skosne. P F

2. Tangens kata miedzy przekatna AG a ptaszczyzna podstawy ABCD jest réwny /2. P
F

moopodstawowe  was$rednie saa trudniejsze
6 Najczestsze btedy

x  Kat nachylenia sciany bocznej mierze przy krawedzi bocznej.”

Kat $ciany z podstawa lezy w tréjkacie SOM (M to srodek krawedzi podstawy), a nie w
SOA. Przyprostokatna przy podstawie to 3, a nie polowa przekatne;.
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x ,Kat rozwarcia stozka to kat miedzy tworzaca a wysokoscia.”

To jego potowa. Kat rozwarcia jest miedzy dwiema tworzacymi w przekroju osiowym.

x ,,Prostych, ktore sie nie przecinaja, nie ma: sa rownolegte.”

W przestrzeni sa jeszcze proste sko$ne, ktdre ani sie nie przecinaja, ani nie sa
réwnolegte (np. AB i CG w sze$cianie).

”

x W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym |OM| = 3.

W tréjkacie réwnobocznym |OM| =r = “46@ i|OA|=R= ‘143@ (lekcja 8.2 Tréjkaty:
rodzaje i punkty szczegolne).

7 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e A
1 Ktory kat jest wiekszy w ostrostupie prawidlowym: krawedzi bocznej czy
$ciany bocznej z podstawa?
Sciany: ma te sama wysoko$¢ H, a krétsza przyprostokatna przy podstawie (r < R).
AN J
~ N
2 Stozek ma kat rozwarcia 120° i tworzaca 8. Ile wynosi wysoko§¢?
8 cos60° = 4.
(N J
e A
3 Jak polozone sa przekatne BD i F'H podstaw szescianu?
Rownolegle.
N J
e A
4  Czemu jest rowna wysokos$¢ $ciany bocznej ostrostupa prawidlowego
czworokatnegooa = 6i H = 4?
V16 +9 = 5.
G J
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s Karta wzorow i co dalej

-

-

N
OSTROStUP PRAWIDLOWY BRYLY OBROTOWE
krawedz: tga = % ; $ciana: tg 5 = % stozek: pétkat rozwarcia vy, r = [sin~y,
kwadrat: R = 22 7 = ¢ H =lcosy

. walec: przekréj 2r x H
trojkat: R = “—\3/5, r = % p ] )

W broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne” sa wzory na objetosci i pola bryt oraz

twierdzenie o trzech prostych prostopadtych. Definicji kata prostej z ptaszczyzna i kata

dwusciennego trzeba uzywacé samodzielnie; promienie R i r trdjkata rownobocznego sa w czesci
o tréjkatach.

Dalej: objetosci i pola bryt, bryty podobne (lekcja 10.2 Objetosci i pola powierzchni bryt, bryty

podobne).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. ABiCG: skoéne. ABiGH: réwnolegte (AB || DC || HG). AB i BF': przecinaja sie w B (pod katem

prostym).

2. Rzut przekatnej AG na podstawe to przekatna podstawy AC = av/2,a |CG| = a: tg =

Zadania - czesc 2
_ 6v/3 _ _ 2 _ V3.  _ ano

2.H=%tg45° =4, V =1-64-4 =20
Zadania - czesc 3

1. Potowa kata 45°:r = H = 6, | = 6/2.

2.d=+9+16 +144 = 13, sinp = %
Zestawy A

1.a)4i45° b)5i3

Zestawy B
1.2)45° b)44/3i4
Zestawy C

1. a) réwnolegte

Zadania w stylu maturalnym
1.C.H=2%tgf=3-2.

2. 1. Wysoko$¢. |OA| =5, H = 5tg45° = 5.
2. Objetos$é. pole podstawy % =50, V=3-50-5= 20
1 pktza H = 5 albo pole podstawy 50. 2 pktza V = %.

3. 1.Promien. r = 12sin 30° = 6.
2. Wysoko$é. H = 12 cos 30° = 6+/3.
3. Objetos$¢. V = - 36 - 61/3 = 72/3 .
1 pkt za r albo H. 2 pkt za obie wielkosci. 3 pkt za objetos¢.

4. 1. Wymiary. H = 12sin60° = 64/3, 2r = 12co0s60° = 6, r = 3.
2. Objeto$é. V =7-9-6v/3 = 54v/3 .
3.Pole. P, = 277 + 2nrH = 187 + 364/3 .

1 pkt za H albo r. 2 pkt za obie. 3 pkt za objetos¢. 4 pkt za pole.

5.PF.tg = -4 = ¥,
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Matura z matematyki - Lekcja 10.1: Proste, ptaszczyzny i katy w przestrzeni - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom
podstawowy, od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); arkusze CKE z lat 2024-2026 i ich zasady oceniania; sprawozdania CKE z sesji 2025 i 2026. Zadania sg
autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt10_1.py), rysunki z tools/rysunki/r10_1.py.
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