MATURA - POZIOM PODSTAWOWY 1.5

Podzielnosc i
pierwsze dowody

W kazdym arkuszu podstawowym jest zadanie ,Wykaz, ze... jest
podzielna przez...” za 2-3 punkty, i co roku rozwigzuje je mniej
niz potowa zdajacych. Nie dlatego, ze jest trudne, tylko dlatego,
ze trzeba znac szablon dowodu i wiedziec¢, kiedy dowdd sie
konczy. Tej lekcji wystarczg wzory skroconego mnozenia i

wylaczanie przed nawias.

CZAS ZADANIA
ok. 35 min 8 zadan w tresci,
czytania+ok.1lh prébka treningu
zadan rachunkowego, 5
zadan w stylu
maturalnym;

pelny trening na
osobnej stronie

WYMAGANIA
podstawa
programowa,
zakres
podstawowy: 1.2
(dowody
podzielnosci i
reszt); klasyczne
dowody
niewymiernosci i
nieskonczonosci
zbioru liczb
pierwszych

W TEJ LEKCJI

©  Przyktad to nie dowod

1 Zapis ogélny liczb

2 Szablon dowodu podzielnosci
3 Trzy klasyczne dowody

4 Trening rachunkowy

5 Namaturze

6 Najczestsze btedy

7 Sprawdz sie

8  Karta wzoréw i co dalej
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o Przyktad to nie dowod

Wyrazenie n? + n + 41 daje liczbe pierwsza dlan = 0,1, 2, ..., 39. Czterdzie$ci sprawdzen z rzedu
— amimo to dlan = 40 wychodzi 40 + 40 4 41 = 412, czyli liczba ztoZona. Dlatego w zadaniu
~wykaz” sprawdzenie na przykltadach daje 0 punktéw: przykiad pokazuje, ze co$ dziala w jednym
przypadku, a dowéd musi dziata¢ dla kazdej liczby z tresci.

Na szczescie matura nie wymaga pomystowosci. Prawie wszystkie zadania o podzielnosci
rozwiazuje jeden szablon: zapisz liczby w postaci ogdlnej, przeksztal¢ wyrazenie do postaci

»,dzielnik razy liczba catkowita” i napisz wniosek.

1 Zapis ogolny liczb

e I
3 PODZIELNOSC I RESZTY

Liczba catkowita a jest podzielna przez d # 0, gdy a = d - k dla pewnej liczby catkowitej k.

Liczba parzysta: 2k; nieparzysta: 2k + 1. Liczba dajaca reszte r z dzielenia przez d: dk + r,
gdzie0 <r < d.

Z dwéch kolejnych liczb catkowitych n, n 4 1 jedna jest parzysta, wiec n(n + 1) jest
parzyste. Z trzech kolejnych jedna dzieli sie przez 3, wiec n(n + 1)(n + 2) dzieli sie przez 6.

Gdy w zadaniu sa dwie rozne liczby, uzyj dwéch réznych liter: a = 5k + 1, b = 51 + 4.
NS J

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 6 min

1 Zapisz w postaci ogdlnej: liczbe dajaca reszte 3 z dzielenia przez 7 oraz sume dwoéch
= kolejnych liczb nieparzystych.

2 Rozl6z na czynniki: n? + n, n® —n, ™? + 14n.

3 Liczba a daje reszte 2, a liczba b reszte 3 z dzielenia przez 5. Jaka reszte z dzielenia przez
== 5dajea+b,ajakaab?

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze
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2 Szablon dowodu podzielnosci

e I
3 szZABLON

1. Zapis: liczby z tresci w postaci ogélnej (parzysta, nieparzysta, reszta...).

2. Przeksztalcenie: doprowadz wyrazenie do postaci d - W, gdzie d to dzielnik z tresci.

3. Uzasadnienie: napisz, ze W jest liczba catkowita (bo k, [ sa catkowite), a gdy trzeba,
dlaczego jest parzyste.

4. Wniosek: ,zatem liczba ... jest podzielna przez d”, co konczy dowdd.

W zasadach oceniania punkt za cato$¢ jest dopiero wtedy, gdy jest postaé d - W razem
z uzasadnieniem, ze W jest caltkowite.

- J

Przyktad 2.1
Suma poteg
Wykaz, ze liczba 320 + 3% + 322 jest podzielna przez 13.
1 Wylacz najmniejsza potege: 3%° + 3% + 3% =3%0(1 + 3 +9) = 13- 3%,

2 3% jestliczba calkowita.

[ Whniosek: liczba jest postaci 13 - k z catkowitym k = 3%°, wiec jest podzielna przez 13. }

Przyktad 2.2

Iloczyn z liczbg parzysta

Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba 5n? + 15n jest podzielna przez 10.
1 5n%+ 15n = 5n(n + 3).

2 Liczby nin + 3 réznia sie o liczbe nieparzysta, wiec maja rézna parzystosc¢: jedna z
nich jest parzysta. Zatem n(n + 3) = 2m dla pewnego catkowitego m.

3 5n(n+3)=>5-2m = 10m.

[ Whniosek: liczba 5n? + 15n jest podzielna przez 10. ]
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Przyktad 2.3

Liczba nieparzysta

Wykaz, ze dla kazdej nieparzystej liczby catkowitej n liczba n? + 4n + 7 jest podzielna przez 4.
1 n =2k + 1, k calkowite.

2 (2k+1)2+4(2k+1)+T7=4k>+4k+1+ 8k +4+ 7= 4k*>+ 12k + 12.

3 =4(k* + 3k + 3), a k* + 3k + 3 jest catkowite.

[ Whniosek: liczba jest podzielna przez 4. }

Przyktad 2.4
Reszty z dzielenia (zadanie za 3 punkty)

Liczba calkowita a daje reszte 2, a liczba catkowita b reszte 5 z dzielenia przez 7. Wykaz, ze a® — b’
jest podzielna przez 7.

1 a=Tk+2,b="Tl+5(k,l calkowite, rézne litery!).
2 a-b=(a-b)(a+b),aa+b=Tk+T+7="TF+1+1).

3 a®— b ="T7(a—b)(k+1+1),gdzie (a — b)(k + 1+ 1) jest catkowite.

[ Whniosek: a? — b? jest podzielna przez 7. ]

Punktacja w takim zadaniu: 1 pkt za zapis a albo b, 2 pkt za oba zapisy i rozwiniecie,
3 pkt za pelny dowdd. Ta sama litera w obu zapisach (e = 7k + 2, b = Tk + 5) to
zalozenie, ze b — a = 3, i za cale zadanie daje tylko 1 punkt.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 15 min

1 Wykaz, ze liczba 5'2 + 513 jest podzielna przez 30.

2 Wykaz, ze dla kazdej liczby caltkowitej n liczba n3 — n jest podzielna przez 6.

3 Wykaz, ze r6znica kwadratéw dwoch kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez
an 8.
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moopodstawowe  mao Srednie saa trudniejsze

3 Trzy klasyczne dowody

Te dowody nie sg szablonowe, ale warto je zna¢, bo pokazuja metode ,,nie wprost”: zakladamy, ze
teza jest falszywa, i dochodzimy do sprzecznosci.

Przyktad 3.1
Liczba
V2
jest niewymierna
Wykaz, ze /2 nie jest liczbg wymierng.
1 Zalézmy, ze v2 = g, gdzie p, q sa catkowite, ¢ # 0, a utamka nie da sie skrocié.
2 Wtedy p® = 2¢°, wiec p? jest parzyste, a zatem p jest parzyste: p = 2m.

3 4m? = 2¢%, czyli ¢* = 2m?: takze q jest parzyste.

Sprzecznosc: pi q sa parzyste, wiec utamek fl—’ dato sie skrécié przez 2. Zatem /2 nie

jest wymierna.

Przyktad 3.2
Liczba
log, 5
jest niewymierna
Wykaz, ze log, 5 nie jest liczbq wymierng.
1 log, 5 > 0.Zalézmy, ze log, 5 = ik dodatnimi catkowitymi p, q.

2 Wtedy 21 = 5, czyli 2° = 59.

[ Sprzecznos$¢: 27 jest parzyste, a 57 nieparzyste. Zatem log, 5 jest niewymierny. ]
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Przyklad 3.3
Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele
Wykaz, ze nie istnieje najwieksza liczba pierwsza.
1 Zalézmy, ze wszystkie liczby pierwsze to p1, p2, . - ., Dk-
2 Liczba N = pip,---p, + 1 przy dzieleniu przez kazda z nich daje reszte 1.

3 Ale kazda liczba wieksza od 1 ma dzielnik pierwszy, wiec N ma dzielnik pierwszy
spoza listy.

[ Sprzecznos¢: lista nie zawierala wszystkich liczb pierwszych. j

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 10 min

1 Wykaz, ze log, 2 jest liczba niewymierna.

2 Wykaz, ze 1/3 jest liczba niewymierna.

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

4 Trening rachunkowy

Probka treningu rachunkowego. Pelny trening ma 32 przyktadéw i zadan, z odpowiedziamii w
wersji do druku.

POZIOM A - WYLACZANIE I ROZKEAD

/. ZESTAWY A

1 Zapiszjako iloczyn liczby catkowitej i potegi (wylacz najmniejszg potege).
“ a) 210 4 211 b) 46 + 211

... pozostate przyktady na stronie treningu
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2 Rozléz na czynniki.

a) 6n% — 6n b)n® —n

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM B - ZAPIS OGOLNY I RESZTY

/. ZESTAWY B

1 Podstaw n = 2k + 1izapisz wyrazenie w postaci d - W z najwiekszym mozliwym d
== niezaleznym od k.

a)n? — 1 b) 3n2 + 1

... pozostate przyktady na stronie treningu

2 Jakareszte z dzielenia przez podany dzielnik daje wyrazenie?

a)a+b, gdy adajereszte 3, b)a — b, gdy a daje reszte 1,
a breszte 4 z dzielenia a breszte 5 z dzielenia
przez 5 przez 6

... pozostate przyktady na stronie treningu

oo podstawowe  wmeo Srednie sas trudniejsze

POZIOM C - KLUCZOWY KROK DOWODU

/. ZESTAWY C

1 Podaj kluczowe przeksztalcenie, ktére dowodzi podzielnosci.

a) 2°0 4 2°% przez 5 b) n? + n przez 2

... pozostate przyktady na stronie treningu

moo podstawowe mwo Srednie saa trudniejsze

Petny trening (32 przyktadow i zadan) >
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5 Na maturze

W kazdym arkuszu podstawowym z lat 2025-2026 bylo zadanie ,Wykaz”, zwykle za 2 punkty:
suma poteg (wylacz wspélny czynnik), wyrazenie od n z iloczynem dwoéch liczb o réznej
parzystosci, liczba nieparzysta zapisana jako 2k + 1, rzadziej reszty z dzielenia za 3 punkty.
Latwos¢ w majowych sesjach: 32% (2025) i 41% (2026). Wedtug sprawozdania CKE punkty traci sie
na zle rozwinietych wzorach skréconego mnozenia, btedach przy wylaczaniu przed nawias,
sprawdzaniu tezy na przyktadach i braku wniosku na konicu. Ponizsze zadania sa nasze, w stylu
arkusza.

/. ZADANIA W STYLU MATURALNYM 5 zadan - 10 pkt - ok. 25 min

1 (0-1 pkt) Dana jest liczba N = 2'° . 31°, Ocen prawdziwo$é stwierdzen. Wybierz P, jesli
«  stwierdzenie jest prawdziwe, albo F, jesli jest falszywe.

1. Liczba N jest podzielna przez 36. P/F
2. Liczba N jest kwadratem liczby calkowitej. P /F

2 (0-2 pkt) Wykaz, ze liczba 2% + 4! + 8° jest podzielna przez 11.

3 (0-2 pkt) Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba 3n? + 9n jest podzielna przez 6.

4 (0-2 pkt) Wykaz, ze dla kazdej nieparzystej liczby catkowitej n liczba n® + 7 jest
== podzielna przez 8.

5 (0-3 pkt) Liczba calkowita a daje reszte 3, a liczba catkowita b reszte 1 z dzielenia przez 4
=== Wykaz, ze liczba a® — b? jest podzielna przez 8.

moopodstawowe e Srednie mas trudniejsze

6 Najczestsze btedy

»Sprawdzitemdlan =1,2,3.”

To nie jest dowod: 0 punktéw. Dowdd musi dziataé dla kazdej liczby z tresci.
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X

»a =Dbk+1,b=>5k+4

Ta sama litera oznacza, ze b = a + 3, czyli szczeg6lny przypadek. Dla dwéch liczb
potrzebne sa dwie litery.

x ,Mam 4(k* + k + 2), wiec liczba dzieli si¢ przez 8.”

Z tej postaci wynika tylko podzielnos¢ przez 4. Do 8 brakuje argumentu, zZe nawias jest
parzysty.

x ,Doszedtem do 7n(n + 3) i koniec.”

Trzeba napisaé wniosek i uzasadnienie: dlaczego to jest podzielne przez dzielnik z tresci.

x 2k +1)? =4k* + 1.7

Wzér skréconego mnozenia: (2k + 1)* = 4k* + 4k + 1. To najczestszy btad rachunkowy w
tych zadaniach.

7 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

~ N\
1 Jak zapisac liczbe dajaca reszte 2 z dzielenia przez 3?

3k + 2, k catkowite.

2 Dlaczego n(n + 1) jest zawsze parzyste?

Z dwéch kolejnych liczb catkowitych jedna jest parzysta.

3 Co musi sie znalez¢ na koncu dowodu podzielnosci?

Posta¢ d - W, informacja, ze W jest catkowite, i wniosek.

4 Jak dowiesé, ze 310 + 3! dzieli si¢ przez 4?

319(1+43) =4-31,

5 Naczym polega dowo6d nie wprost?

Zakladamy, ze teza jest falszywa, i dochodzimy do sprzecznosci.
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s Karta wzorow i co dalej

e N
ZAPIS OGOLNY SZABLON DOWODU
parzysta 2k, nieparzysta 2k + 1, reszta r: zapis — przeksztalceniedod - W - W
dk +r calkowite — wniosek
dwie liczby: dwie litery (k, [) a’— b= (a—"b)(a+b)
n(n + 1) parzyste; n(n + 1)(n + 2) suma poteg: wylacz najmniejsza potege
podzielne przez 6

- J

Wzory skréconego mnozenia sa w broszurze CKE ,Wybrane wzory matematyczne”. Szablonu
dowodu ani zapisu reszt broszura nie zawiera: to trzeba wycéwiczy¢.

Dalej: wzory skréconego mnozenia i wyrazenia wymierne (lekcja 2.1 Wzory skréconego mnozenia i
wyrazenia wymierne), bez ktorych dowody podzielnosci sie nie obejdgq.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 1.7k +3
2. (2k + 1) + (2k + 3) = 4k + 4 = 4(k + 1): zawsze podzielna przez 4.
L.n’+n=n(n+1)
2.0 —n=nn?-1)=(n—n(n+1)
3.7n? + 14n = Tn(n + 2).
3. La+b=5(k+1)+5=>5(k+1+1): reszta0.
2.ab = (5k + 2)(5l + 3) = 25kl + 15k + 10l 4+ 6 = 5(5kl + 3k + 2L + 1) + 1: reszta 1.

Zadania - czesc 2

1.

[y

.52(14+5) =6-52=30-5".

N

. 51! jest catkowite, wiec liczba jest podzielna przez 30.
2. 1.n3 —n = (n—1)n(n + 1): iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych.
2.Jedna z nich jest parzysta i jedna podzielna przez 3, wiec iloczyn dzieli sie przez 2 - 3 = 6.
3. 1.Liczby 2k +1i2k + 3.
2k +3)2 - (2k+ 1) =(2k+3 -2k —1)(2k +3+2k +1) = 2(4k +4) = 8(k + 1).

. k + 1 jest catkowite, wiec rdznica dzieli sie przez 8.

w N

Zadania - czes$¢ 3

1. 1.logg2 > 0; gdyby logs 2 = *‘Z— z dodatnimi catkowitymi p, g, to 37 = 2.
2. Lewa strona jest nieparzysta, prawa parzysta: sprzecznos$c.

2. 1.V3 = E (nieskracalny) daje p* = 3¢%, wiec 3 | p, p = 3m.
2.9m? = 3¢%, czyli ¢* = 3m?, wiec 3 | q.

3. Sprzeczno$¢ z nieskracalnoscia.
Zestawy A
1.a)3-21% b)3.21
2.a)6n(n—1) b)(n—1)n(n+1)
Zestawy B
1. a) 4k(k + 1), czyli 8 - 25 podzielne przez 8 b) 4(3k2 + 3k + 1)
2.a)2 b)2
Zestawy C
1.a)250(1 +4) = 5-2% b)n(n + 1): iloczyn kolejnych liczb

Zadania w stylu maturalnym

1. PF.
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1.36 = 2% . 3%, a N zawiera 2!% i 310,
2. Kwadrat liczby catkowitej ma w rozkladzie same parzyste wykladniki, a 15 jest nieparzyste.
2. 1. Wspélna podstawa. 2% + 228 4 227,
2. Wylaczenie czynnika. 227(23 +2 + 1) = 11 - 2%,
3. Wniosek. 277 jest liczba catkowita, wiec liczba jest podzielna przez 11.
1 pkt za zapisanie wszystkich sktadnikéw jako poteg 2 (albo za wylaczenie wspdlnego czynnika). 2

227

pkt za postac¢ 11 - 2°' z wnioskiem.

3. 1.Rozklad. 3n? + 9n = 3n(n + 3).
2. Parzysto$¢. nin + 3 maja rézna parzystosé, wiec n(n + 3) = 2m dla catkowitego m.
3. Wniosek. 3n(n + 3) = 6m: liczba jest podzielna przez 6.

1 pkt za zapis 3n(n + 3). 2 pkt za uzasadnienie, ze n(n + 3) jest parzyste, i wniosek.
Uwagi: sprawdzenie dla kilku n to 0 pkt. Zapis ,,3n(n + 3) = 0” nie jest uzasadnieniem podzielnosci.

4. 1.Zapis.n = 2k + 1, k catkowite.

2. Przeksztalcenie.
(2k +1)* + 7 = 4k* + 4k + 8 = 4(k(k + 1) + 2).

3. Parzystos$¢. k(k + 1) jest parzyste, wiec k(k + 1) + 2 = 2m.
4. Wniosek. n? + 7 = 8m.

1 pkt za zapis n = 2k + 1i postac 4k* + 4k + 8 (albo 4(k? + k + 2)). 2 pkt za uzasadnienie podzielno$ci
przez 8.

Uwaga: postac 4(k* + k + 2) dowodzi tylko podzielno$ci przez 4; bez argumentu o parzystosci k(k + 1)
jest1 pkt.

5. 1.Zapis.a =4k + 3,b = 4l + 1, gdzie k, | calkowite.
2. Rozklad. a? — b2 = (a—b)(a+b),gdziea—b:4(k—l)+2:2(2(k—l)+1) ia+b=4(k+1+1).

3. Wniosek.
a? =0 =8(2(k—1)+1)(k+1+1),

a nawias jest liczba catkowita.

1 pkt za zapis a = 4k + 3 ALBO b = 4] + 1. 2 pkt za oba zapisy i rozktad a® — b? (albo rozwiniecie
kwadratéw). 3 pkt za pelny dowdd.

Uwaga: ta sama litera w obu zapisach (e = 4k + 3, b = 4k + 1): 1 pkt za cale zadanie.

Matura z matematyki - Lekcja 1.5: Podzielno$¢ i pierwsze dowody - Na podstawie: Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, poziom podstawowy,
od roku szkolnego 2024/2025 (CKE); typy zadan, punktacja i btedy wedtug arkuszy, zasad oceniania i sprawozdan CKE z lat 2025-2026. Zadania sa
autorskie. Wszystkie liczby sprawdzone (tools/verify/mt1_5.py).
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