MATEMATYKA @ 6.2

Metody numeryczne:
Pythoni C++

Wiekszo$ci rownan ruchu nie da sie rozwigzac na papierze, wiec
rozwiazuje je komputer, krok po kroku. Ta lekcja pokazuje
cztery metody, ktore warto umieé napisa¢ samemu: Eulera,
Rungego-Kutty rzedu 4, symplektycznego Verleta i Newtona dla
réwnan nieliniowych. Kazda zapisujemy obok siebie w Pythonie
i w C++. Wniosek koficowy jest mierzalny: o czasie rachunku
decyduje najpierw metoda i krok, a dopiero potem jezyk.
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o Prolog: satelita, ktory uciekt

Satelita krazy po elipsie o mimosrodzie 0,5 (jednostki, w ktéorych GM = 1, p6tos a = 1, okres 27).

Jego energia catkowita wynosi £ = — %1 = —0,5 i powinna sie nie zmieniaé. Liczymy ruch metoda
Eulera z lekcji 4.1 Réwnania rézniczkowe zwyczajne, ze 100 krokami na okres. Po dziesieciu
okresach energia wynosi 4+0,07: dodatnia, czyli satelita w symulacji uciekl z orbity. Nie zrobita

tego fizyka, tylko metoda.

Czy wystarczy mniejszy krok? Przy 107 krokach na okres (sto milionéw krokéw w sumie) Euler
nadal myli sie w potozeniu o ok. pottorej setnej pétosi. Metoda Rungego-Kutty z 1000 krokami na
okres myli sie o p6t milionowej czesci. Ta lekcja wyjasnia skad ta réznica i jak ja zmierzy¢.

Pytanie na start. Ktory program policzy te orbite doktadniej i szybciej: Euler w C++ czy Runge-Kutta w
Pythonie? Odpowiedz w czesci 5.

1 Btadirzad metody

Rozwiazujemy zagadnienie poczatkowe y' = f(t, y), y(to) = yo krokami dtugos$ci h. Metoda Eulera
Yn+1 = Yn + hf(tn, yn) to wielomian Taylora (lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce)
urwany po wyrazie liniowym: y(t + h) =y + hy' + h;y” + ... Kazdy krok wnosi wiec blad lokalny
rzedu h?. Do chwili T robimy T'/h krokéw, a btedy sie sumuja, wiec btad globalny jest rzedu h.

~ )
3 RZAD METODY

Metoda ma rzad p, jesli btad globalny w ustalonej chwili 7' zachowuje sie jak C'h?.

Blad lokalny jest wtedy rzedu h?*!. Rzad wyznacza sie do$wiadczalnie: dwukrotne
zmniejszenie kroku zmniejsza blad 2P razy, wiec

(h)
e(h/2)

Na wykresie btedu w funkcji h w skali log-log rzad to nachylenie proste;.

por. Press i in. §17.1

p ~ log,
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Przyktad 1.1

Jak szybko maleje btad Eulera

Dlay' =y, y(0) = 1 policz y(1) metodq Eulera z h = 0,1 i h = 0,05. Wyznacz rzqd.

1 Dla f = yjeden krok mnozy y przez 1 + h.Zh = 0,1: y(1) ~ 1,110 = 2,5937; btad e —

2,5937 = 0,1245.

2 Zh=0,05:1,05%° = 2,6533; btad 0,0650.

3 p=log, 91245 _ log, 1,92 =~ 0,94.

0,0650

[ Wynik: rzad 1: dwa razy mniejszy krok daje mniej wiecej dwa razy mniejszy btad. j

Sprawdzenie: (1 + h)'/" — e przy h — 0 (lekcja 1.2 Ciagi, granice i ciaglosé), a
réznica to w przyblizeniu £h: dla h = 0,1 daje 0,136, blisko 0,1245 v.

Btade —y(1) dlay’ =y, y(0) =1

krok h Euler (rzad 1) Heun (rzad 2) RK4 (rzad 4)
0,1 1,25-107! 420-1073 2,08 1076
0,05 6,50 - 1072 1,09-103 1,36 -10°7
0,025 3,32-1072 2,78 -1074 8,67-107°
/. ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 30 min
1 Dlay =y, y(0) = 1zréb recznie pie¢ krokdw Eulera z h = 0,2. Ile wynosi btad y(1)? Ile
= razy jest wiekszy niz przy h = 0,1?
2 Zrozwiniecia Taylora pokaz, ze jeden krok Eulera ma btad h2—2y" (¢). Dlaczego btad
== globalny jest rzedu h, a nie h%?
3 Metoda Heuna: k; = f(tn, yn), k2 = f(tn + Ry, Yn + hk1), Yns1 = yn + %(kl + k2). Pokaz, ze
«  dlay = yjeden krok mnozy y przez 1 + h + %2 Jaki stad rzad? Sprawdz w tabeli.
4  Ztabeli wyznacz rzad RK4 dla obu par krokow.
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

2 Metoda Rungego—-Kutty rzedu 4

Zamiast liczy¢ wyzsze pochodne, metody Rungego-Kutty kilka razy obliczaja f w punktach
wewnatrz kroku i biora $rednia wazona nachylen. Wagi dobiera sie tak, zeby wynik zgadzat sie z

szeregiem Taylora do mozliwie wysokiej potegi h.

e I
s RK4

ki :f(tm yn)’ k2:f(tn+%’ yn‘f’gkl),
ky = f(tn+ 2, yo+ Lky), kg = f(t, +h, y, + hks),

h
Yntl = Yn + 3 (k1 + 2Ky + 2ks + k4).

Cztery obliczenia f na krok, btad globalny rzedu h*. Te same wzory dzialaja, gdy y
jest wektorem: réwnanie drugiego rzedu z” = a(z, z') zapisujemy jako uktad dla
y=(z, v):2' =v,v = a(x, v).  por. Press i in. §17.1

- J

Dlaf=ywagil:2:2:1dajal+h+ %2 + %3 + %, czyli e" do wyrazu h* (zadanie 2.1). Ta sama
recepta to reguta Simpsona (lekcja 1.5 Catki), gdy f zalezy tylko od t.

Ponizej obie metody w Pythonie i RK4 w C++. Wersja w Pythonie dziala bez zmian dla liczb i dla
tablic numpy . Wersja w C++ jest szablonem dla wektora stanu o statej dlugosci

std::array<double, N>.
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Python - rk.py

import numpy as np

def euler(f, t, y, h, n):
for _ in range(n):

y =y + h* f(t, y)
t=t+h
return y

def rk4(f, t, y, h, n):
for _ in range(n):

kl = f(t, vy)
k2 = f(t + h/2, y + h/2 * k1)
k3 = f(t + h/2, y + h/2 * k2)
kd = f(t + h, y + h * k3)
y =y + h/6 * (k1 + 2*%k2 + 2*k3 + k4)
t=t+h

return y

if name ==" main_ ":
f = lambda t, y: y #y' =y, y(0) =1, y(1) = e

for h in (0.1, 0.05, 0.025):
n = round(1l / h)
print(h, np.e - euler(f, 0.0, 1.0, h, n), np.e - rk4(f, 0.0, 1.0, h, n))
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C++ - rkd.cpp (g++ -02 -std=c++17 rkd.cpp -o rk4)

#include <array>
#include <cmath>
#include <cstdio>

template <std::size t N>
using Vec = std::array<double, N>;

template <std::size t N>

Vec<N> axpy(const Vec<N>& y, double a, const Vec<N>& k) { // y + a-k
Vec<N> r;
for (std::size t i = 0; 1 < N; ++i) r[i] = y[i] + a * k[i];
return r;

template <std::size t N, class F>
Vec<N> rk4(F f, double t, Vec<N> y, double h, long n) {
for (long s = 0; s < n; ++s) {
Vec<N> k1 = f(t, y);

Vec<N> k2 = f(t + h / 2, axpy(y, h / 2, k1));
Vec<N> k3 = f(t + h / 2, axpy(y, h / 2, k2));
Vec<N> k4 = f(t + h, axpy(y, h, k3));

for (std::size t i = 0; i < N; ++i)
y[il += h / 6 * (k1[i] + 2 * k2[i] + 2 * k3[1i] + k4[i]);
t += h;
}

return y;

int main() {
auto f = [](double, const Vec<l>& y) { return Vec<l>{y[0]}; };
for (double h : {0.1, 0.05, 0.025}) {
long n = std::lround(1l / h);
Vec<l> y = rk4(f, 0.0, Vec<1>{1.0}, h, n);
std::printf("h = %.3f btad = %.3e\n", h, std::exp(1.0) - y[0]);

Oba programy wypisuja te same btedy Eulera i RK4 co tabela w czesci 1 ( rk4.cpp tylko RK4).
Analize i wykresy wygodniej robi¢ w Pythonie: numpy dopasuje prosta do btedéw w skali log-log,

matplotlib narysuje wykres, a scipy.integrate.solve_ivp to gotowy integrator z
automatyczng kontrola kroku.
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Python - analiza.py (numpy, matplotlib, scipy; w tym samym katalogu co rk.py)

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import solve ivp
from rk import euler, rk4

f = lambda t, y: vy

hs = np.array([0.2, 0.1, 0.05, 0.025, 0.0125])

err_e = [abs(np.e - euler(f, 0.0, 1.0, h, round(1/h))) for h in hs]

err r = [abs(np.e - rk4(f, 0.0, 1.0, h, round(1/h))) for h in hs]

p_e = np.polyfit(np.log(hs), np.log(err _e), 1)[0] # nachylenie = rzad metody
p r = np.polyfit(np.log(hs), np.log(err r), 1)[0]

print(f"rzad Eulera = {p e:.2f}, rzad RK4 = {p r:.2f}")

plt.loglog(hs, err e, "o-", label="Euler")

plt.loglog(hs, err r, "s-", label="RK4")

plt.xlabel("krok h"); plt.ylabel("btad w t = 1"); plt.legend()

plt.savefig("rzad.png", dpi=120)

sol = solve ivp(f, (0, 1), [1.0], method="RK45", rtol=1le-10, atol=le-12)

print("solve ivp:", sol.y[0®, -1]1, " btad:", np.e - sol.y[O, -11, " wywotan f:", sol.nfev)

Wynik: ,,rzad Eulera ~ 0,95, rzad RK4 ~ 3,95”,a solve_ivp osiaga btad 5-10~!! po 170
obliczeniach f, bo sam dobiera krok, porownujac wyniki dwéch metod réznych rzedow.

Przyktad 2.1

Ten sam koszt, inna doktadnos¢

Dlay' = yna [0; 1] poréwnaj RK4 z h = 0,1 i Eulera z tq samgq liczbq obliczen f.
1 RK4: 10 krokéw po 4 obliczenia, razem 40; btad 2,1 - 1076,
2 Euler z 40 obliczeniami to h = 0,025; btad 3,3 - 1072

3 Zeby Euler osiagnat 2,1 - 1079, potrzebuje h ~ %gj ~ 1,5-107°, czyli ok. 650 000

krokéw.

Wynik: przy tym samym koszcie RK4 jest 16 000 razy dokladniejszy, a przy tej samej
dokladnosci ok. 16 000 razy tanszy.

Sprawdzenie: bezposredni rachunek z N = 650 000 krokami Eulera daje btad 2,09 -
107% v.

/. ZADANIA - CZESC 2 4 zadania - ok. 45 min

1 Zréb recznie jeden krok RK4z h = 0,1 dlay’ = y, y(0) = 1. Poréwnaj z e*'.
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2 Uzyj programu rk.py (albo rk4.cpp ,tam tylko RK4) dlay’ = —2ty, y(0) = 1. Policz y(1)
«= metoda Eulerai RK4z h = 0,21 h = 0,1. Poréwnaj z rozwiazaniem dokladnym.

3 Zapisz oscylator ttumiony z” + 0,12’ + = 0 jako uklad pierwszego rzedu i podaj
== funkcje f do rk4 w Pythonieiw C++.

4  Metoda rzedu p z s obliczeniami f na krok ma btad ~ C(s/N)?, gdzie N to liczba
== obliczen f.Ile razy trzeba zwiekszy¢ N, zeby btad zmalal 10 razy, dla Eulera i dla RK4?

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Metody symplektyczne

Maly btad po jednym okresie to nie wszystko. W mechanice nieba i dynamice molekularnej liczy
sie tysigce okresow, a wtedy wazne jest, czy blad energii narasta. Najprosciej widac to na
oscylatorze 2 = —z (energia E = 1(z® + v?)).

Euler: @p1 = &5 + hvn, Unp1 = vy — han. Stad 22| +v2; = (1 + h?)(22 + v2): energia roénie
geometrycznie, a tor jest spirala na zewnatrz. Wystarczy jednak jedna zmiana kolejnosci, zeby to
naprawic.

~ )
58 EULER POLJAWNY I VERLET PREDKOSCIOWY

e Euler pélniejawny (symplektyczny): v, 1 = v, + ha(z,), potem z, 11 = @, + hv,i1
(nowa predkos¢!). Rzad 1.

* Verlet predkoSciowy: v,/ = v, + %‘a(mn), Tpi1 = Ty + AV 12, Vpgt = Vpgayo +
%a(:z:nﬂ). Rzad 2, jedno nowe obliczenie sity na krok (przyspieszenie a(z,+1)

przechodzi do nastepnego kroku).

Obie metody sa symplektyczne: krok zachowuje pole (objeto$¢) w przestrzeni
fazowej (z, v), tak jak doktadny ruch hamiltonowski. Dzieki temu prawie doktadnie
zachowuja nieco zmieniong energie (dla oscylatora doktadnie), a btad prawdziwe;j
energii pozostaje ograniczony przez wykladniczo dtugi czas, w praktyce przez kazdy
czas, jaki 1iczymy_ por. Hairer, Lubich, Wanner rozdz. I.1, I.3
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Python - verlet.py

def verlet(x, v, a, h, n):
"""Predko$ciowy Verlet dla x'' = a(x)."""
acc = a(x)
for in range(n):

v =vVv + h/2 * acc
X =X+ h*v
acc = a(x) # jedno nowe obliczenie sity na krok

v =V + h/2 * acc
return x, v

if name ==" main_ ":
X, V =
print(x, v, (x*x + v*v) / 2)

C++ - verlet.cpp

#include <cstdio>

template <class A>
void verlet(double& x, double& v, A a, double h, long n) {
double acc = a(x);
for (long i = 0; i < n; ++i) {
v += h / 2 * acc;
X += h * v;

acc = a(x); // jedno nowe obliczenie sity na krok

v += h / 2 * acc;

}

int main() {
double x = 1.0, v = 0.0;

verlet(1.0, 0.0, lambda x: -x, 0.1, 1000) # oscylator, t = 100

verlet(x, v, [](double q) { return -q; }, 0.1, 1000); // oscylator, t = 100

std::printf("%.6f %.6f %.8f\n", x, v, (X * x + v ¥ v) / 2);

}
Oscylator " = —z, h = 0,1: stosunek energii E/ Ej
metoda t=10
Euler 2,70
Euler pdiniejawny 0,956
Verlet 0,99925
RK4 0,9999986

t =100
20959
1,043
0,99945

0,999986

t = 1000
1,6 - 10%
0,987
0,99758

0,99986

Przy tym kroku RK4 jest najdokladniejszy, ale jego energia maleje systematycznie, liniowo z

czasem. Energia Verleta tylko oscyluje w pasmie o wzglednej szerokosci ok. h?/4 (tu 0,25%). Na

orbicie z prologu (mimo$réd 0,5), przy tym samym koszcie (200 krokéw RK4 albo 800 krokow
Verleta na okres), btad energii RK4 po 10, 100, 1000 i 10 000 okresach wynosi 4,6 - 10°%,4,6-1075,

4,6 -1074, 4,65 - 1073, a Verleta nie przekracza ok. 10~%.
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SYMULACJA 1 Orbita Keplera liczona trzema metodami: Eulera, RK4 i Verleta. Lewy (na
telefonie: gérny) wykres pokazuje tory, prawy logarytm btedu energii w czasie. Zmieniaj
liczbe krokéw na okres, liczbe okreséw i mimosrod. Odczyt podaje biad potozenia po
ostatnim okresie, najwiekszy wzgledny blad energii i liczbe obliczen sity.

logm |AE/Eo|

7

[T L]

1 | i | I I
-5
-10

-1+
-15
2 4 6 8
t / okres
— Euler —— RK4 — Verlet = = doktadna orbita

Euler: btad potozenia 11,6 RK4: btad potozenia 2,71-10-2 Verlet: btad potozenia 1,32
Euler: max |AE/Eo| 1,14 RK4: max |AE/Eo| 2,99-10-4 Verlet: max |AE/Eo| 1,08-10-2

obliczeniasity (E/RK4 /V) 1 000 / 4000 / 1000

Euler daleko od orbity: energia rosnie z kazdym okresem, tor rozwija sie w spirale. RK4 trzyma
orbite, Verlet juz nie.

Stan na rysunku: 100 krokéw na okres, 10 okreséw, mimos$rdd 0,5; biad potozenia: Euler
11,6, RK4 2,71-10-2, Verlet 1,32.

/Z ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 45 min

1 Pokaz, ze Euler dla z” = —z mnozy z? + v? przez 1 + h? w kazdym kroku. O ile wzro$nie
= energiadot=10it =100 przy h = 0,1?
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2  Zapisz krok Eulera i Eulera péiniejawnego dla oscylatora jako mnozenie wektora (z, v)
== przez macierz. Oblicz wyznaczniki (lekcja 2.1 Macierze, wyznaczniki i uktady réwnan).
Co oznaczaja?

3 Sprawdz, ze Euler poiniejawny dla oscylatora doktadnie zachowuje E =12+ v*— hav,a
== Verlet zachowuje (1 — %2)332 + v2. Co z tego wynika dla prawdziwej energii?

4  Dlaczego Verlet potrzebuje jednego obliczenia sity na krok, choé we wzorach wystepuja
= qa(z,)ia(z,)? Ile krokow Verleta kosztuje tyle co jeden krok RK4?

5 Po 10000 okresach orbity z tekstu obie metody maja btad potozenia rzedu promienia
== orbity, cho¢ Verlet trzyma energie. Jak to mozliwe? Ktéra metode wybra¢ do symulacji
Ukladu Stonecznego na miliony lat?

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Metoda Newtona

Réwnania nieliniowe f(z) = 0 pojawiaja sie wszedzie: w niejawnych metodach catkowania, w
réwnaniu Keplera E — esin E = M (polozenie planety w czasie), w punktach réwnowagi. Metoda
Newtona zastepuje f styczna (lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce) i bierze jej miejsce

zerowe.
4 N
58 METODA NEWTONA
Tpt1 = Tp — 5
o f'(zn)
Jesli f(x*) = 0, f'(z*) # 01 start jest dos¢ blisko, btad e, = z, — x* spelnia e, ~

%e%: zbiezno$¢ kwadratowa, liczba poprawnych cyfr mniej wiecej podwaja sie w

kazdym kroku. Daleko od pierwiastka metoda moze sie rozbiec albo wpas¢ w cykl.

por. Press i in. §9.4

- J

Skad kwadrat: z Taylora 0 = f(z*) = f(zn) — f'(zn)en + 5 f"(€)e’. Dzielac przez f'(z,): €, —
fl@n) _ ﬂ

2 ’ .
Pl = apCns @ lewa strona to wlasnie e, .
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Przyktad 4.1
V2
jak w Babilonie

Rozwiqz z* — 2 = 0 metodq Newtona z zo = 1.

z2—2 1

o 1 l 4 . .
1 Zpp=a,— %= = 5 (zn + zn).srednlazmn12/wn.

2  z1 = 1,5;x9 = 1,41667; x3 = 1,4142157; 4 = 1,41421356237469.

3 Bledy:8,6-107%2,5-1073;2,1-107% 1,6 - 10712,

[ Wynik: po czterech krokach 12 poprawnych cyfr. ]

Sprawdzenie: ;—;, = ﬁ ~ 0,354; 0,354 - (2,1-107 %2 =1,6-107'2 v.

Python - newton.py

import math

def newton(f, df, x, tol=le-12, maxit=50):
for i in range(maxit):
d = df(x)
if d == 0:
raise ZeroDivisionError("f'(x) = 0: styczna pozioma")
dx = f(x) / d
X -= dx
if abs(dx) < tol * max(1.0, abs(x)):
return x, i + 1
raise RuntimeError("brak zbieznos$ci")

if __name_ == " main_ ":
M, e =2.0, 0.9 # réwnanie Keplera E - e sin E = M
E, it = newton(lambda E: E - e * math.sin(E) - M,
lambda E: 1 - e * math.cos(E), M)
print(f"E = {E:.15f} po {it} krokach")
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C++ - newton.cpp

#include <cmath>
#include <cstdio>
#include <stdexcept>

template <class F, class D>
double newton(F f, D df, double x, int& it, double tol = 1le-12, int maxit = 50) {
for (it = 1; it <= maxit; ++it) {
double d = df(x);

if (d == 0) throw std::runtime error("f'(x) = 0: styczna pozioma");
double dx = f(x) / d;
X -= dx;
if (std::fabs(dx) < tol * std::fmax(1l.0, std::fabs(x))) return x;
}
throw std::runtime error("brak zbieznosci");
}
int main() {
double M = 2.0, e = 0.9; // rdéwnanie Keplera E — e sin E = M
int it = 0;
double E = newton([&] (double z) { return z - e * std::sin(z) - M; },
[&] (double z) { return 1 - e * std::cos(z); }, M, it);
std::printf("E = %.15f po %d krokach\n", E, it);
}

Kryterium stopu poréwnuje poprawke |Az| z tolerancja wzgledna (dla |z| < 1 bezwzgledna). Gdy
f'(z,) = 0, programy zglaszajg blad zamiast dzieli¢ przez zero. Samo | f(z)| < € bywa zwodnicze:
dla bardzo ptaskiej funkcji f jest mate daleko od pierwiastka.
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SYMULACJA 2 Metoda Newtona krok po kroku: styczne, kolejne przyblizeniaiich
odleglos¢ od pierwiastka. Wybierz funkcje i przeciagnij punkt startowy x,. Dla arctg =
znajdz granice miedzy zbiezno$cig a rozbieznos$cia; dla 3 — 2z + 2 start z 0 daje cykl.

8
6
4
2
0
2 ———
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
X
— f(x) — styczneikolejne przyblizenia — pierwiastek

Xo 2,6000000000  x, 1,6846153846 X, 1,4359149982 x5 1,4143775527

X, 1,4142135719 x5 1,4142135624 Ixs — pierwiastek| 2,22-10-1°

Zbiezno$¢ kwadratowa: liczba poprawnych cyfr roénie mniej wiecej dwukrotnie w kazdym kroku (0
->0->1->3->8->15).

Stan na rysunku: f(x) = x2 - 2, xe = 2,60; kolejne przyblizenia 2,600000; 1,684615;
1,435915; 1,414378; 1,414214; 1,414214.

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 35 min

1 Metoda Newtona oblicz (a) v/10 z zo = 2; (b) rozwigzanie = cos z z o = 1. Podaj trzy
=« pierwsze przyblizenia.
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2 Roéwnanie Keplera E — esin E = M wiaze czas (anomalia Srednia M) z polozeniem na
== orbicie (anomalia mimos$rodowa F). Dlae = 0,9, M = 2 rozwiaz je metodq Newtona z

EOZM.

3 Zastosuj metode Newtona do z° — 2z + 2 = 0z 29 = 0. Co sie dzieje? Gdzie jest

= pierwiastek?

4 Dla f = arctg z pokaz, ze start z +z*, gdzie arctg z* (1 + z*?) = 2z*, daje cykl z* —

e —gz* — r*. Znajdz z* numerycznie. Co sie dzieje dla |zg| < z* i |zo| > z*?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

5 Python kontra C++: pomiar

ZmierzyliSmy czas liczenia orbity z prologu (10 okreséw) programami w czystym Pythonie i w

C++ (kompilacja g++ -02 ). Bezwzgledne czasy zaleza od komputera; licza sie stosunki.

Orbita o mimosrodzie 0,5, 10 okresow

program krokdw btad potozenia czas

Euler, C++ 108 1,5-1072 1,1 s

RK4, Python 104 5,3-1077 0,047 s

RK4, C++ 104 5,3-1077 0,0005 s

RK4, Python 10° 2,9-1071 0,46 s

RK4, C++ 10° 2,9-1071! 0,005 s

4 )

58 MORAL

Ta sama metoda w C++ jest kilkadziesiat do stu razy szybsza niz w czystym Pythonie
(tu ok. 90 razy). Lepsza metoda daje jednak czynniki rzedu tysiecy i milionéw: RK4
w Pythonie jest ok. 20 razy szybszy i 30 000 razy dokladniejszy niz Euler w C++.
Kolejnos¢ decyzji: najpierw metoda i krok, potem biblioteki ( numpy , scipy ), a
dopiero na koncu jezyk kompilowany dla petli, ktére naprawde dominuja czas.

/. ZADANIA - CZESC 5

6.2 - Metody numeryczne: Python i C++

1 projekt - ok. 60 min

15/22



1 Projekt. Napisz w C++ program orbita.cpp , ktéry liczy orbite Keplera (GM = 1, startw
== peryhelium:z =1—¢€,y=0,v, =0,v, = /(1 + €)/(1 — e), okres 27) metoda podana w
wierszu polecen (Euler, RK4, Verlet), z zadanag liczbg krokéw na okres i okreséw. Na
koncu ma wypisac btad potozenia (odlegto$¢ od punktu startu), zmiane energii £ =

%’02 — 1/riczas rachunku zmierzony std::chrono::steady_clock . Odtwodrz tabele

powyzej i sprawdz rzad kazdej metody, zwiekszajac liczbe krokéw 10 razy.

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

6 Btedne intuicje

X

»Wystarczy zmniejszy¢ krok.”

Dla metody rzedu 1 doktadno$é 10~ oznacza miliony krokéw, a przy bardzo matym h
zaczyna przeszkadzac zaokraglanie liczb zmiennoprzecinkowych. Zmiana metody daje
wiecej niz zmiana kroku.

x  ,C++ jest szybszy, wiec wynik bedzie lepszy.”

Jezyk zmienia czas o staly czynnik, a nie doktadnos¢. Euler w C++ przegrywa z RK4 w
Pythonie w obu kategoriach (czes¢ 5).

x  ,Metoda wyzszego rzedu jest zawsze lepsza.”

W bardzo diugich symulacjach uktadéw zachowawczych symplektyczny Verlet rzedu 2
zachowuje energie lepiej niz RK4, ktéry dryfuje.

x ,Metoda Newtona zawsze znajdzie pierwiastek.”

Tylko startujac do$¢ blisko. Moze sie rozbiec (arctg =), wpas¢ w cykl (3 — 2z + 2) albo
zatrzymac sie, gdy f'(z,) = 0.

7 Sprawdz sie

1 Coznaczy, ze metoda ma rzad p?

Blad globalny maleje jak h”; potowa kroku zmniejsza btad 2 razy.
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2 Ilerazy RK4 oblicza f w jednym kroku?

Cztery razy.

3 Jak zamieni¢ rownanie drugiego rzedu na uklad pierwszego rzedu?

Wprowadzi¢ predkosé: 2’ = v, v' = a(z, v).

4  Cosie dzieje z energia oscylatora w metodzie Eulera?

Ro$nie o czynnik 1 + h? na krok.

5 Czym rozni sie Euler pélniejawny od zwyklego?

Polozenie aktualizuje nowg predkoscia; zachowuje pole w przestrzeni fazowe;j.

6 Zapisz krok metody Newtona.

Tpt+1l = Tp — f(wn)/f,(wn)

7 Codecyduje o czasie rachunku najbardziej?

Metoda i krok; jezyk daje staly czynnik.
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s Karta wzorow i co dalej

4 N
ROWNANIA ROZNICZKOWE ROWNANIA NIELINIOWE I PRAKTYKA
Euler: Yntl = Yn + hf(tm yn); rzacd 1 Newton: zp+1 = 5 — f(:ﬂn)/f,(mn),
~ Le?
RK4: ypt+1 = yp + %(kl + 2k + 2k3 + k4); €n+1 2f €n
rzad 4, 4 obliczenia f stop: |Az| < tol - max(1, |z|)
Verlet: v += %a; T +=hv;a =a(z);v += Python: scipy.integrate.solve_ivp,
%a; rzad 2, symplektyczny scipy.optimize.brentq, newton
rzad z pomiaru: p ~ log, ﬁ% C++: g++ -02 -std=c++17 ; czas:
std::chrono::steady_clock

Do przeczytania

e W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery, Numerical Recipes: The Art of
Scientific Computing, wyd. 3: rozdz. 9 (pierwiastki rownan, w tym Newton), rozdz. 17
(réwnania rézniczkowe zwyczajne, Runge-Kutta, kontrola kroku). Kod w C++.

* E. Hairer, C. Lubich, G. Wanner, Geometric Numerical Integration, wyd. 2, rozdz. I: przyklady
(oscylator, Kepler, Uklad Stoneczny) pokazujace, dlaczego metody symplektyczne
zachowuja energie.

Te metody wrocq w automatyce przy symulacji ukladow sterowania i w filtrze Kalmana (4.4 Filtr
Kalmana), a w astronautyce przy orbitach i rownaniu Keplera. Réwnania ruchu z zasady
dziatania (lekcja 6.1 Rachunek wariacyjny) to doktadnie te, ktdre catkuje Verlet.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.1,2; 1,44; 1,728; 2,0736; 2,48832. Blad e — 2,48832 =~ 0,2300, czyli 1,85 razy wiecej niz 0,1245. Blisko 2,
jak dla rzedu 1.

2.y(t+h) =y(t) + hy'(t) + %Zy” (€) (reszta Lagrange’a), a Euler bierze dwa pierwsze wyrazy. Do chwili T
jest T'/h krokow; jesli bledy sie sumuja (i nie sa wzmacniane bardziej niz o staly czynnik), razem daja
£ -0(h*) = O(h).

3.k =y ky =y(L+h),ypys =y(1+ 22 +h)) =y(1+h+ L): Taylor e do h?, biad lokalny h?,

globalny h?. Tabela: 120 ~ 3,851 132 ~ 3,93, czyli prawie 2? = 4.

4.logy 284107 1og, 15,35 ~ 3,94; log, 185101 — 1og, 15,67 ~ 3,97. Rzad 4.

Zadania - czesc 2

1.k =1, ky = 1,05, ky = 1,0525, ks = 1,10525; 3 = 1+ %L(1+ 2,1 + 2,105 + 1,10525) = 1,1051708. e*! =

1,1051709: réznica 8 - 1078 ~ %.

2. Doktadnie e~! = 0,36787944. Euler: 0,399383 (h = 0,2), 0,381707 (h = 0,1). RK4: 0,36790367 i 0,36788107
; bledy 2,4-10751 1,6 - 107, stosunek ok. 15.

3.y =(z, v), f(t, y) = (v, —z — 0,1v). Python: £ = lambda t, y: np.array([y[1], -y[0] -
0.1xy[1]]) .C++: auto £ = [](double, const Vec<2>& y) { return Vec<2>§y[1], -y[0] - 0.1 *
y[11%; %

4. Blad o« N7, wiec N roénie 10*? razy: Euler 10 000 razy, RK4 tylko 10 razy. Dlatego metoda wyzszego
rzedu zwykle wygrywa z przyspieszeniem sprzetu czy jezyka.
Zadania - czes¢ 3

1. (z + hv)? + (v — hx)? = (1 + h?)(2? + v?), bo wyrazy mieszane sie znosza. 1,01'%° ~ 2,701 1,011 ~
20959, jak w tabeli.

1 h . 2 DAgs s - 1—-h* h
2. Euler: | ~ no1) wyznacznik 1 + h*. PéIniejawny (v najpierw): { = o1

Wyznacznik to wspoétczynnik zmiany pola: Euler powieksza pole kazdego obszaru przestrzeni

), wyznacznik 1.

fazowej, metoda poiniejawna zachowuje pole, tak jak ruch doktadny.

3. Podstawienie v, +1 = v, — h&y, Tpt1 = Ty, + hv,41 i wymnozenie daje E’nﬂ =E, (podobnie dla
Verleta). Wielko$¢ zachowana rézni sie od 2 + v? o wyraz rzedu h (albo h?), wiec prawdziwa energia
moze sie wahad tylko w pasmie tej szerokosci: dla Verleta z h = 0,1 to ok. 0,25%, zgodnie z tabela. Nie
moze dryfowac.

4. a(xy+1) obliczone na koncu kroku to a(z,) nastepnego kroku: w programie trzymamy je w zmiennej
acc . Site liczy sie wiec raz na krok, a RK4 cztery razy; stad poréwnanie 800 krokéw Verleta z 200
krokami RK4.

5. W Verlecie energia, a wiec i okres, nie dryfuje; zostaje staty blad czestosci, wiec biad fazy rosnie
liniowo. W RK4 energia, a z nig okres, dryfuje, wiec btad fazy ros$nie szybciej, mniej wiecej
kwadratowo (po 10 i 100 okresach: 9-107*1i 8 - 1072). W obu przypadkach satelita jest na prawie
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wlasdciwej orbicie, ale w ztym miejscu na niej. Do dlugich symulacji wybiera sie metody
symplektyczne: ksztalt i energia orbity nie dryfuja, a potozenie na orbicie i tak nie jest
przewidywalne na miliony lat. Do krétkich, bardzo doktadnych rachunkéw lepszy jest RK4 lub
metody adaptacyjne.

Zadania - czesc¢ 4

1. (a) f = z° — 10: 2,16667; 2,15450; 2,1544347 (doktadnie 2,15443469...). (b) f = = — cos z, f' = 1 + sinz:
0,750364; 0,739113; 0,7390851.

2.E,.,=E, & 1:%?;;353;2: 2,59538; 2,52310; 2,522366; 2,5223654340. Program newton.py konczy po 5
krokach.

.21 =0— %2 =1l,za=1- % = 0: cykl 0 — 1 — 0 bez konica. Jedyny pierwiastek rzeczywisty to z ~
—1,769; start np. z g = —2 szybko do niego zbiega.

4. Krok: xp1 = ¢, — (1 + wi) arctg x,; warunek z, 1 = —x, daje podane ro6wnanie, z* ~ 1,3917. Dla
|zo| < z* przyblizenia skacza na przemian po obu stronach zera z malejaca amplituda i w koficu
zbiegaja (z 1,39 powoli, z 1 juz po 4 krokach). Dla |z,| > z* amplituda ros$nie: z 1,5 po pieciu krokach
—1575.

Zadania - cze$¢ 5

1. Przyktadowe rozwigzanie ponizej. Przy 10 okresach i 103, 10%, 10° krokach na okres blad potozenia
maleje: Verlet 1,77 -1072 - 1,77-107* - 1,77 - 1076 (rzad 2); RK4 5,3 - 107 - 2,9 - 10~!! (rzad ok. 4,
dalej przeszkadza zaokraglanie). Euler wchodzi w zakres rzedu 1 dopiero od ok. 10° krokéw na okres:
btad 1,5 - 107! przy 10%i 1,5 - 102 przy 107 (wczesniej, przy 10 i 10°, biad jest rzedu 1 i rzedu metody
nie widad).
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C++ - orbita.cpp

// Orbita Keplera (GM = 1): Euler, RK4 i Verlet w C++, z pomiarem czasu.
// Kompilacja: g++ -02 -std=c++17 orbita.cpp -o orbita

// Uruchomienie: ./orbita [metoda] [kroki na okres] [okresy] [mimosrod]
#include <array>

#include <chrono>

#include <cmath>

#include <cstdio>

#include <cstdlib>

#include <string>

using State = std::array<double, 4>; // X, y, VX, Vy

State deriv(const State& s) {
double r2 = s[0] * s[0] + s[1] * s[1], r3 = r2 * std::sqrt(r2);
return {s[2], s[3], -s[0] / r3, -s[1] / r3};

State euler(const State& s, double h) {
State d = deriv(s), out;
for (int 1 = 0; 1 < 4; ++1i) out[i] = s[i] + h * d[i];
return out;

State rk4(const State& s, double h) {

auto add = [](const State& a, const State& b, double c) {
State r;
for (int i = 0; i < 4; ++i) r[i] = al[il] + c * b[il;
return r;

+

State k1 = deriv(s);

State k2 = deriv(add(s, k1, h /

State k3 = deriv(add(s, k2, h /

State k4 = deriv(add(s, k3, h))

State out;

2));
2));

’

for (int i = 0; i < 4; ++1i) out[i] = s[i] + h / 6 * (KL[i] + 2 * k2[i] + 2 * Kk3[i] + k4[i]);

return out;

double energy(const State& s) {

return 0.5 * (s[2] * s[2] + s[3] * s[3]) - 1 / std::hypot(s[0], s[1]);

int main(int argc, char** argv) {
std::string name = argc > 1 ? argv[1l] : "rk4";
long n per = argc > 2 ? std::atol(argv[2]) : 1000;
long periods = argc > 3 ? std::atol(argv[3]) : 10;
double e = argc > 4 ? std::atof(argv[4]) : 0.5;
if (name != "euler" && name != "rk4" && name !'= "verlet") {

std::fprintf(stderr, "nieznana metoda: %s (euler, rk4, verlet)\n",

return 1;

}

// start w peryhelium orbity o mimos$rodzie e i pdtosi a = 1 (okres 2m)

State s = {1 - e, 0.0, 0.0, std::sqrt((1L +e) / (1 - e))};
const double pi = std::acos(-1.0);
double h = 2 * pi / n per, EO = energy(s);
auto tO = std::chrono::steady clock::now();
long n = n_per * periods;
if (name == "verlet") {

State d = deriv(s);

for (long i = 0; i < n; ++i) {

s[2] += h / 2 * d[2]; s[3] += h / 2 * d[3];

6.2 - Metody numeryczne: Python i C++

name.c str());

21/22



s[0] += h * s[2]; s[1]

d = deriv(s);

s[2] += h / 2 * d[2]; s[3]

}

} else if (name == "euler") {

for (long i
} else {
for (long i = 0;

0;

}

i< n; ++i) s

i<n; ++i) s

+= h * s[3];

// jedno nowe obliczenie sity na krok

+=h / 2 * d[3];

euler(s, h);

rk4(s, h);

double t = std::chrono::duration<double>(std::chrono::steady clock::now() - t0).count();
std::printf("%s: %ld krokéw, btad potozenia %.3e, zmiana energii %.3e, czas %.3f s\n",
name.c str(), n, std::hypot(s[0] - (1 - e), s[1l]), energy(s) - EO, t);

Matematyka - Metody numeryczne: Python i C++. Zrodta: W. H. Press i in., Numerical Recipes, wyd. 3 (Cambridge University Press 2007), rozdz. 9, 17; E.
Hairer, C. Lubich, G. Wanner, Geometric Numerical Integration, wyd. 2 (Springer 2006), rozdz. I. Wszystkie programy uruchomione, a liczby policzone na

nowo; czasy zmierzone na jednym komputerze.
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