MATEMATYKA 6.1

Rachunek wariacyjny

Zwyktla analiza szuka punktu, w ktérym funkcja jest
najmniejsza. Rachunek wariacyjny szuka catej funkcji, dla ktérej
najmniejsza jest pewna catka: dtugos¢ drogi, czas zjazdu, pole
powierzchni, dzialanie. Warunek ,,pochodna rowna zeru”
zamienia sie w rownanie rézniczkowe Eulera-Lagrange’a. Z
niego wynikaja: prosta jako najkrétsza droga, cykloida jako
najszybsza zjezdzalnia, prawo Snelliusa i cala mechanika

Newtona.
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o Prolog: najszybsza zjezdzalnia

W 1696 roku Johann Bernoulli zadal matematykom Europy zadanie: koralik zsuwa sie bez tarcia
po drucie z punktu A do nizej potozonego punktu B. Jaki ksztalt drutu daje najkrétszy czas?
Prosta jest najkrotsza, ale na poczatku koralik jedzie po niej wolno. Stromy poczatek szybko
nadaje predkos$é, ale wydtuza droge. Optimum lezy gdzies pomiedzy.

Nie szukamy tu liczby z, tylko krzywej y(x), czyli nieskoniczenie wielu liczb naraz. Czas zjazdu to
catka zalezna od calej krzywej. Ta lekcja pokazuje, jak taki problem zamieni¢ w rownanie

rézniczkowe.

Pytanie na start. Zjazd z A = (0; 0) do B = (m; 2) m (o$y w ddt). Po prostej trwa 1,19 s. Czy da sie
zjechac szybciej niz w 1,10 s? Odpowiedz w przyktadzie 3.1.

1 Funkcjonaty i wariacje
Funkcjonat przyporzadkowuje liczbe calej funkcji. Najwazniejsze funkcjonaly maja postaé catki:
b
Iyl = / F(z, y(z), y'(z)) dz,  y(a) =ya, y(b)=w.

Przyktad: dtugos$é wykresu, F' = /1 + y’2 (lekcja 1.5 Catki). Szukamy funkcji y, dla ktorej J jest
najmniejsze (albo stacjonarne), wréd funkcji o zadanych koncach.

~ )
58 WARIACJA: SPROWADZENIE DO JEDNEJ ZMIENNEJ

Niech y bedzie szukang funkcja, a n(z) dowolna gtadka funkcja z n(a) = n(b) = 0 (konce sie
nie ruszaja). Poréwnujemy y z rodzing y + en. Wtedy J(e) = J|y + en| jest zwykla funkcja
jednej zmiennej €, a warunek ekstremum to

dJ

e 0 dlakazdego 7.

Wyrazenie 6J = ¢ fl—i to pierwsza wariacja; funkcje y, dla ktorej §J = 0 dla kazdego

o
1, nazywamy stacjonarna (albo ekstremala). Tak jak w lekcji 3.1 Regula taricuchowa,
ekstrema i mnozniki Lagrange'a w wielu zmiennych: zerowanie pochodnej to

warunek konieczny, a nie dostateczny. ' por. Boas §9.2
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Przyktad 1.1
Prosta jest najkrotsza: test na rodzinie krzywych

Z (0; 0) do (1; 1) porownaj prostay = z z krgywymiy = x + esinwz.

1 Yy =1+encoswz, wiec J(e) = fol V2 + 2em cosmz + e2m? cos? wx dz.

2 Rozwiniecie Taylora pierwiastka (lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce) do £2:
J ~ \/§f01 (1 + 5 cosmx + % cos? 7r:13)dzc.

3 fol cosmz dz = 0, fol cos? mz dx = 1. Zatem J(e) ~ v2(1 + ’{—252).

Wynik: wyraz liniowy w € znika, a kwadratowy jest dodatni: prosta jest stacjonarna i
(w tej rodzinie) daje minimum /2 ~ 1,4142.

Sprawdzenie: calkowanie numeryczne dla ¢ = 0,1 daje 1,42306, a przyblizenie
1,42294 v . Dla e = 0,3 réznica rosnie (1,5013 wobec 1,4927), bo zaniedbaliSmy
wyrazy rzedu e* (wyraz z €3 znika z symetrii: J(—¢) = J(g)).

/. ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 30 min

1 Oblicz dlugoé¢ paraboli y = z2 od (0; 0) do (1; 1) i poréwnaj z /2.

2 DlaJ[y] = fol y"?dz, y(0) = 0, y(1) = 1, oblicz J dla y = z". Ktére n daje najmniej?

3 Pokaz, ze dla tego samego Jiy = x + en (zn(0) = n(1) = 0) zachodzi doktadnie J (&) =
- 14g2 fol n'? dz. Co to méwi o proste;j?

4 Rozgrzewka z jedna zmienna: promien $wiatla biegniez A = (0; 1) do lustray = 01i
«  odbijasiedo B = (2; 1). W ktérym punkcie (z; 0) droga jest najkrdtsza? Jakie prawo
stad wynika?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Rownanie Eulera-Lagrange’a

Roézniczkujemy J(g) = fab F(z, y+en, ¥y +en') dz pod catka:
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b

W drugim kroku catkowaliSmy przez czesci drugi sktadnik; wyraz brzegowy [3_5"7] znika, bo
n(a) = n(b) = 0. Catka ma by¢ zerem dla kazdego n, a to mozliwe tylko wtedy, gdy nawias jest
zerem w kazdym punkcie (lemat podstawowy rachunku wariacyjnego: gdyby ciagly nawias byt w

jakims$ punkcie dodatni, wybraliby$my n > 0 niezerowe tylko w malym otoczeniu tego punktu i
calka wyszlaby dodatnia).

4 N
8 ROWNANIE EULERA-LAGRANGE’A

dOF OF _
de &y Oy

Na ogo6t jest to rownanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu (lekcja 4.1 Réwnania
rézniczkowe zwyczajne); dwa warunki brzegowe y(a), y(b) wyznaczaja state. Dwa
przypadki szczegdlne daja od razu pierwsza catke:

® F'nie zalezy od y: 2—5 = const.

* F nie zalezy od z (tozsamos$¢ Beltramiego): F — y’g—5 = const.

Wiezy catkowe. Jesli dodatkowo K [y| = [ G dz ma mieé zadana warto$¢ (np. stalg
diugosé), stosujemy mnoznik Lagrange’a jak w lekcji 3.1 Regula lancuchowa,
ekstrema i mnozniki Lagrange'a w wielu zmiennych: piszemy rownanie Eulera-
Lagrange’a dla F' — AG i dobieramy A z warunku wiezow. | por. Boas §9.2-9.6

- J

Tozsamos$¢ Beltramiego sprawdza sie rézniczkowaniem (wyraz F), znika, bo F nie zalezy od z):
L(F-yFy)=F,y +Fyy' —y'Fy —yLF, = —/({LF, — F,) = 0. Wmechanice ta sama
tozsamos¢ to zasada zachowania energii (czes¢ 4).
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Przyktad 2.1
Btona mydlana miedzy dwoma pierscieniami

Dwa wspdtosiowe pierscienie o promieniu R lezq w plaszczyznach = +1. Btona mydlana
przyjmuje ksztalt powierzchni obrotowej y(z) o najmniejszym polu. Znajdz ten ksztatt.

1 Pole powierzchni obrotowej: A = 27 fjl y+/1 + y?dz, wiec F = y,/1 + y nie zalezy
od x.

vy Y —
\/1 +y2 \/ 1+y?

3 Stady = +4/9%/c% — 1, a catkowanie ( \/—dj’——z = arcosh £, lekcja 0.3 Trygonometria i
yl—c

2  Beltrami:yy/1+9y2 —y -

funkcje hiperboliczne) daje y = ccosh *==; z symetrii zp = 0.

4  Warunek brzegowy: R = ccosh % Dla R = 2 ma on dwa rozwigzania: c = 1,697ic ~
0,470.

Wynik: katenoida y = ccosh(z/c). Dla R = 2 plytsza (¢ ~ 1,697) ma pole ~ 23,97,
glebsza (c ~ 0,470) ~ 27,38.

Sprawdzenie: dwa osobne krazki zamykajace pierécienie maja pole 2rR? ~ 25,13,
wiecej niz plytsza katenoida, a mniej niz glebsza v . Glebsza katenoida jest
stacjonarna, ale nie jest minimum: réwnanie Eulera-Lagrange’a nie odréznia
minimum od innych funkcji stacjonarnych.

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadarn - ok. 45 min

1 Zapisz rébwnanie Eulera-Lagrange’a dla F' = y2 + y? i rozwiaz je z y(0) = 0, y(1) = 1.
«  Oblicz J dla rozwigzania i poréwnajz J dlay = .

2 Pokaz, zedla F = /1 + y? (dlugo$¢) z rOwnania Eulera-Lagrange’a wynika prosta.

3 Znajdz ekstremale funkcjonatu [, zy? dzzy(1) = 0, y(e) = 1.

4 W przyktadzie 2.1 zbadaj, dla jakich R rownanie R = ccosh(1/c) ma rozwiazanie. Co sie
=== dzieje z blona, gdy rozsuwamy pierscienie (czyli zmniejszamy R w stosunku do
odstepu)?
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5 Problem Dydony: krzywa o zadanej dtugos$ci £ zaczyna sie i koficzy na osi z. Konce moga
== leze¢ w dowolnych miejscach osi z. Jaki ksztalt ogranicza najwieksze pole [ ydz?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

3 Brachistochrona i zasada Fermata

Wréoémy do Bernoulliego. Os y kierujemy w dét. Koralik startujacy z y = 0 ma na wysokosci y
predkosé¢ v = /2gy (zasada zachowania energii, Dzial 2: Energia). Na odcinku tuku ds =

v/ 1+ y”? dz spedza czas ds /v, wiec

= [

Przykitad 3.1
Brachistochrona
Znajdz krzywq najszybszego zjazdu z A = (0; 0) do B = (m; 2) m i pordwnaj czas z prostq.
1 F=/(1+y?)/y (staly czynnik 1/y/2g pomijamy) nie zalezy od z. Beltrami: F —
yFy = m = const, czyli y(1 + y?) = 2r.

2  Rozwiazaniem jest cykloida z = (6 — sin ), y = 7(1 — cos §), tor punktu obreczy

toczacego sie kota. Sprawdzenie: y' = 281 4 ¢ = —2— wiecy(1 + ¢?*) = 2r v.

cos 6’ 1—cos 8’

2 1—cos
cykloidy ds = 2r sin g df, v = 2,/gr sin g, wiecdt = +/r/gd0iT = 7+/r/g ~ 1,003 s.

3 Punkt B = (m; 2) odpowiada § = wir = 1 m, bo e =5= 9=sinb Jaje § = 7. Wzdtuz

4 Prosta: dlugo$¢ /72 + 4 ~ 3,724 m, przyspieszenie g - 5%;, czas y/2L/a ~ 1,189 s.

[ Wynik: cykloida, T' ~ 1,003 s wobec 1,189 s po prostej: o 16% kroce;j. j

Sprawdzenie: catkowanie numeryczne T'[y] wzdtuz cykloidy daje 1,00303 s v. Euk
okregu przez A i B o pionowej stycznej w A (w duchu Galileusza) daje 1,028 s: lepiej
niz prosta, gorzej niz cykloida v.
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SYMULACJA 1 Wyscig koralikéw z A = (0; 0) do B = (7; 2) m: prosta, tuk okregu,
cykloida i Twoja krzywa (parabola Béziera, ktorej punkt kontrolny przeciggasz). Uruchom
wyscig przyciskiem odtwarzania. Odczyt podaje czasy zjazdu. Sprobuj pobié cykloide: to
niemozliwe, ale da sie do niej zblizy¢.

o]
-1
-2
o
-3
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
x [m] (o$ pionowa: -y)
— prosta — tuk okregu — cykloida — Twoja krzywa

prosta 1,189 s tuk okregu 1,028 s cykloida 1,003 s Twoja krzywa 1,021 s

Twoja krzywa bije prostg o0 168 ms, ale cykloida jest jeszcze o 18 ms szybsza. Sprobuj bardziej
stromego startu.

Stan na rysunku: t = 0,600 s; punkt kontrolny (1,20; 2,60); czasy: prosta 1,189 s, 1uk
1,028 s, cykloida 1,003 s, Twoja 1,021 s.

Zasada Fermata. Swiatto biegnie miedzy dwoma punktami po drodze, ktérej czas przebycia jest
stacjonarny. W o$§rodku o wspélczynniku zatamania n predkosé swiatla to ¢/n, wiec szukamy
krzywej stacjonarnej dla [ nds. Jesli n zalezy tylko od y, Beltrami daje —2= = const, czyli

ViR

n(y)sin @ = const,

gdzie 6 to kat promienia z osig y. Przy skokowej zmianie n to prawo Snelliusa n; sin 6; = ngy sin 6y
(Dziat 12: Optyka: zasada najmniejszego czasu, interferencja, dyfrakcja). Bernoulli rozwiazat
swoje zadanie wtadnie tak: brachistochrona to promien $wiatta w o$rodkuzn o< 1/,/3.

FLP I-26-3
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/. ZADANIA - CZESC 3 4 zadania - ok. 35 min

1 Swiatlo przechodzi z powietrza (n; = 1) do szkla (ny = 1,5) pod katem 30° do normalne;.
«  Wyprowadz prawo Snelliusa z minimum czasu dla promienia A = (0; h;) - (z; 0) -
B = (d; —h2) i oblicz kat zatamania.

2 Innadrogaz A = (0; 0) do B = (m; 2) m: najpierw spadek pionowo o 2 m, potem jazda
== poziomo (zakladamy, ze zakret nie zabiera energii). Oblicz czas. Porownaj z prosta i
cykloida.

3 Tautochrona. Koralik puszczony z dowolnego punktu cykloidy z przykltadu 3.1 zjezdza
== do najnizszego punktu. Pokaz, ze czas zawsze Wynosi m/r/g.

4 Nad rozgrzanym asfaltem powietrze jest najcieplejsze przy ziemi, wiec tam ma
«=  najmniejsze n. Korzystajac z n(y) sin § = const, wyjasnij, dlaczego widac¢ ,kaluze” (miraz
dolny).

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Zasada najmniejszego dziatania

Ten sam rachunek opisuje mechanike. Zmienng niezalezng jest czas t, funkcja potozenie z(t), a

funkcjonatem dzialanie:

S~

-

s ZASADA HAMILTONA A
ty
S|z :/ L(z, z, t)dt, L =E; — E,.
t1
Sposréd ruchéw z zadanymi x(¢1) 1 z(t2) rzeczywisty jest ten, dla ktérego 6S = 0.
Réwnanie Eulera-Lagrange’a 4 % = ‘g—i dla L = imi? — V(z) daje mi = —V'(z):
druga zasade dynamiki. Jesli L nie zalezy od t, Beltrami daje stato$¢ wielkosci jz% -
L = E;, + E,, czyli zachowanie energii. | FLP II-19
J

Zaleta tej postaci: L mozna zapisa¢ w dowolnych wspotrzednych (kat, dtugosé tuku), a r6wnanie

Eulera-Lagrange’a ma w kazdym uktadzie wspétrzednych te sama postaé. Nie trzeba rozkladac sit

ani znac sil reakcji wiezow.

6.1
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Przyktad 4.1
Oscylator i znak drugiej wariacji

Oscylator L = 1i? — 1a? (m = k = 1), ruch od z(0) = 1 do z(T') = cos T. Wyprowad% réwnanie
ruchu i sprawdz, czy dziatanie jest minimalne.

1 Euler-Lagrange: & = —z; rozwiazanie spelniajace warunki brzegowe to z = cost.

2 Zaburzenien = sin ’%t znika na koncach. Poniewaz L jest kwadratowe, a wyraz

liniowy znika (bo z = cost spelnia rdwnanie Eulera-Lagrange’a), S[cost + en] =
Slcost] +¢-0+ %2 fOT(ﬁ2 —n?)dt.

3 J P =%(E) fy it =, wiec AS = 52§((%)2 _ 1).

Wynik: dla 7' < 7 kazde zaburzenie zwieksza S (kazde 7 jest suma takich sinuséw, a
wyrazy mieszane catkuja sie do zera): minimum. Dla T > 7 zaburzeniezn =1
zmniejsza S: rzeczywisty ruch jest punktem siodlowym dziatania.

Sprawdzenie: numerycznie dlae = 0,2: T = 2, n = 1 daje AS = 40,0293,a T = 4,
n = 1 daje —0,0153; oba zgodne ze wzorem v. Nazwa ,najmniejsze dzialanie” jest
wiec nies$cista: fizyka wymaga tylko 6S = 0.

6.1 - Rachunek wariacyjny
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SYMULACJA 2 Dzialanie oscylatora dla ruchéw z(t) = cost + e sin(nnt/T). Pierwszy
wykres: rzeczywisty ruch i ruch zaburzony; drugi: S(e). Zmieniaj czas trwania 7" i numer
zaburzenia n. Dla T < nr parabola S(¢) ma minimum w zerze, dla T > n7 maksimum, a
w obu przypadkach jej nachylenie w ¢ = 0 jest zerowe.

1
0] \
0,1
-1
0,0
0,5 1,0 1,5 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4
t €
— ruch rzeczywisty x =cost = ruch zaburzony — S(g)

S (rzeczywisty) 00,1892 S (zaburzony) 0,2185 AS 00,0293 nmt/T 1,571

T < 1 kazde zaburzenie zwieksza dziatanie. Rzeczywisty ruch jest minimum, a S(g) to parabola z
wierzchotkiem w € = 0.

Stan na rysunku: T =2,00, n=1, € = 0,20; S = 0,1892, S zaburzone = 0,2185, AS =
0,0293.

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 40 min

2

1 Cialo rzucone pionowo: L = ;mm — mgzx. Wyprowadz rownanie ruchu.

2 Wahadlo matematyczne: masa m na nici o dtugosci [, kat 6 od pionu. Zapisz L i
= wyprowadz réwnanie ruchu.

3 Swobodna czastka (L = %mij) jedzie ze stalg predkoscia v w czasie T'. Oblicz, o ile
«=  wzrosnie dzialanie dla ruchu z = vt + e sin(nt/T).
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4 Pokaz, ze dla L(z, &) niezaleznego od czasu wielko$¢ E = & % — L jest stala. Oblicz E
= dlaL = 3mi?—V(z).

5 W przykltadzie 4.1 przyjmij T' = 7. Dla ktérych n zaburzenie zmniejsza dziatanie?
== Sprawdz w symulacji 2. Co sie dzieje przy T' = 7?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

5 Btedne intuicje

X

»Rownanie Eulera-Lagrange’a daje minimum.”

Daje funkcje stacjonarne: minimum, maksimum albo siodlo. Glebsza katenoida
(przyklad 2.1) i ruch oscylatora diuzszy niz pét okresu (przykiad 4.1) nie sa minimami.

x ,Ciato »wie, jaki ruch minimalizuje dziatanie, i wybiera go z gory.”

Warunek §S = 0 jest rOwnowazny lokalnemu réwnaniu ruchu w kazdej chwili. To ta
sama fizyka zapisana inaczej, a nie przewidywanie przyszlosci.

x ,Najkrotsza droga jest najszybsza.”

Tylko przy statej predkosci. Przy zmiennej (koralik, §wiatto w osrodku niejednorodnym)
oplaca sie wydtuzy¢ droge, zeby szybciej jechac.

x ,Wariacja dy to to samo co rézniczka dy = y' dz.”

dy to zmiana y przy przesunieciu z wzduz tej samej krzywej. dy = en(x) to zmiana przy
stalym z: przejscie do sasiedniej krzywej. Na konicach dy = 0 i dlatego znika wyraz
brzegowy z catkowania przez czesci.

6 Sprawdz sie

1 Co tojest funkcjonal?

Przyporzadkowanie liczby funkeji, np. J[y] = [ F(z, y, ¥') dz.
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2 Zapisz rownanie Eulera-Lagrange’a.

dOF _9F _ g
dz 0y’ ody

3 Jaka pierwsza catke daje F' niezalezne od z?

Beltrami: F' — y'F,, = const.

4  Jaki ksztalt ma brachistochrona?

Cykloida.

5 Jak uwzglednié¢ wiez [ G dz = const?

Réwnanie Eulera-Lagrange’a dla F' — AG z mnoznikiem Lagrange’a A.

6 Czym jestlagranzjan w mechanice?

L = Ej, — E,; ruch rzeczywisty spetnia § [ Ldt = 0.

7 Jakie prawo zachowania wynika z L niezaleznego od czasu?

Zachowanie energii.
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7 Karta wzorow i co dalej

-

~
RACHUNEK WARIACYJINY ZASTOSOWANIA
Jly] = fab F(z,y, ¥)dx; J(e) = Jy +en, dtugo$é 4/1 + 2 - prosta; y/1+y? -
n(a) = n(b) =0 ccosh 5
E-L: £F, - F, =0 brachistochrona: y(1 + y?) = 2r; = =
Fy =0 - Fy = consty Fu 0~ F (0 —sin0),y = (1~ cos0); T = 0a//g
y'Fy = const Fermat: § [ nds = 0; nsinf = const
wiezy [ G = const: E-Ldla F — AG mechanika: L = Ey, — Ej; % % = g—i;
E=xL;—L
J

Do przeczytania

* M. L. Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences, wyd. 3, rozdz. 9: rachunek
wariacyjny z wieloma zadaniami z fizyki (geodezyjne, Fermat, Lagrange, wiezy).

* Feynmana wyklady z fizyki, t. II, rozdz. 19 ,Zasada najmniejszego dzialania”: zapis wyktadu

Feynmana; t. I, rozdz. 26: zasada Fermata.

~
W automatyce funkcjonat to koszt sterowania: regulator LQR minimalizuje [(z¥Qz + u” Ru) dt
(4.3 LQR: koszt zamiast biegunow), a zasada maksimum Pontriagina to rachunek wariacyjny z
ograniczeniami na sterowanie (5.1 Zasada maksimum Pontriagina, sterowanie czasooptymalne i
metoda strzatow). Nastepna lekcja, 6.2 Metody numeryczne: Python i C++, pokaze, jak rownania
ruchu z tej lekcji rogwiqzywac numerycznie.
/
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Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 2\/5+1rsinh2 s 1,4789, o 4’6% WiQCGj niz \/§ ~ 1,4142

2.J=3

11

; 3, 1,8dlan =1, 2, 3. Minimum w tej rodzinie: n = 1, czyli prosta.

3.J=[(14+en)?=1+2¢ fol n+e?[n?a fol 7' =n(1) — n(0) = 0. Kazde zaburzenie zwieksza J, wiec

prosta daje globalne minimum.

4. f(z) =22+ 1+ /(2 —2)2+ 1, f'(z) = 0dlaz = 1; droga 21/2. Ogdlnie f' = 0 oznacza réwnos¢é

cosinuséw katéw z lustrem, czyli kat padania réwny katowi odbicia (Heron z Aleksandrii).

Zadania - czesc 2

1.2y — 2y = 0, wiecy = 32 7 — 4(1)y'(1) = coth1 ~ 1,3130; dlay = z: 1 + % ~ 1,3333. Rozwigzanie

sinh1°
wygrywa.

/

. F nie zalezy od y, wiec Fy = —1\/% = const, czyli y’ = const: prosta.
Yy

. F nie zalezy od y: 22y = C,y = g Inz + D.Z warunkéw brzegowych y = Inx.

. f'(c) = 0 daje cothu = u, u ~ 1,1997, ¢ =~ 0,8336, R, = f(c) ~ 1,509. Dla R < 1,509 (pierscienie dalej

niz ok. 1,33 R od siebie) katenoidy nie ma: blona peka i zostajq dwa plaskie krazki (rozwigzanie
Goldschmidta). Juz od odstepu ok. 1,06 R dwa krazki majgq mniejsze pole, ale katenoida pozostaje
minimum lokalnym az do 1,33R.

2 4 — 2y — 32 ‘ :
. Beltrami: y — A\\/1 + 92 + S ,2 =y \/ﬂ = C. Stad (y — C)*(1 + y?) = A2, a to réwnanie okregu

o promieniu |A|: (z — z¢)? + (y — C)? = A2, Przy swobodnych koricach okrag musi przecinaé o$
prostopadle, wiec odpowiedz to pétokrag o promieniu £/7 i polu £2/(27). Mnoznik Lagrange’a okazat
sie promieniem, zgodnie z lekcjg 3.1 Regula tancuchowa, ekstrema i mnozniki Lagrange'a w wielu
zmiennych: A = dA/dl = {/m.

Zadania - czes¢ 3

Lt(x) = 2y/z2 +h}+ 2,/(d—2)* + h}; t'(z —Odajenl\/ﬁ:m% czyli ng sinf; =
T 1

6.1-

(d—z)2+h2’
ng sin 6. 6y = arcsin 732 % 5 A~ 19,47°.

. Spadek: 1/2-2/g ~ 0,639 s; potem predkos$¢ +/2¢g - 2 ~ 6,26 m/si7/6,26 ~ 0,502 s. Razem ~ 1,14 s:

szybciej niz prosta (1,189 s), wolniej niz cykloida (1,003 s). Szybki start sie optaca.

.0d dna (6 = 7) dlugos¢ tuku to s = 4r cos 4, a wysoko$¢ nad dnem h = r(1 + cos 0) =2rcos’f = gi Z
zasady zachowania energii 1824 gh(s) = const; po zrézniczkowaniu § = —g &* ds =—1s, czyh drgania

harmoniczne ow = 5 g/r niezaleznie od amplitudy. Do dna jest éwier¢ okresu: 55 = m4/7/g.
Numerycznie dla startu z potowy wysokosci: 1,0030 s v. Huygens uzy! tego w zegarze wahadlowym.

. Promien biegnacy ukos$nie w dét wchodzi w warstwy o coraz mniejszym n, wiec sin § musi rosnaé:

promien pochyla sie ku poziomowi, az zawroci w gére. Do oka dociera swiatto nieba z kierunku pod
horyzontem i mézg interpretuje je jako odbicie w wodzie.
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Zadania - czesc 4
1. L(mi) = —mg, czyli & = —g.

2. E = %ml292, E, = —mglcosf, L = %ml292 + mgl cos 8. mi26 = —mglsin6, czyli § = —4sin 6. Sita
naciagu nici w ogble sie nie pojawila.

. ET zt. : : : : 1 e T _ men?
3.& = v + F cos T; wyraz mieszany catkuje sie do zera, wiec AS = sm&E- -5 = B Dlam=1,T=1

, € =0,1: 0,0247. Zawsze dodatnie: dla swobodnej czastki dzialanie jest naprawde minimalne.

4. To tozsamo$¢ Beltramiego z t zamiast z. E = mi? — ;mi? + V = imi? + V: energia catkowita.
Zachowanie energii wynika z tego, Ze prawa ruchu nie zmieniaja sie w czasie (szczegélny przypadek

twierdzenia Noether).

5 AS <0gdynmr <T,czylin=1in=227n~ 6,28 <7).Np.n=2,¢ =0,2: AS ~ —0,0136. Przy ' = 7 i
n = 1jest AS = 0: ruch cost + ¢ sin ¢ tez spelnia réwnanie ruchu i warunki brzegowe (z(7w) = —1 dla
kazdego ¢). To punkt sprzezony: wszystkie ruchy startujace z x = 1, z dowolna predkoscig
poczatkows, po pét okresusaw z = —1.

Matematyka - Rachunek wariacyjny. Zrédta: M. L. Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences, wyd. 3 (Wiley 2006), rozdz. 9; R. P. Feynman, R. B.
Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I, rozdz. 26 i t. II, rozdz. 19. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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