MATEMATYKA @ 5.2

Statystyka pomiarow
i dopasowania

Wynik pomiaru bez niepewnosci to tylko polowa informacji.
Zmierzone g = 9,82 m/s? moze by¢ $wietnym potwierdzeniem
albo bezwartosciowa liczba, zaleznie od tego, czy towarzyszy
mu £0,01, czy £0,5. Ta lekcja zbiera narzedzia laboratorium:
niepewnosci typu A i B wedlug miedzynarodowego przewodnika
GUM, ich laczenie i przenoszenie, dopasowanie prostej metoda
najmniejszych kwadratow z niepewnosciami parametréw oraz
test x2, ktéry méwi, czy model w ogdle pasuje do danych.
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o Prolog: ile wart jest wynik?

Mierzysz okres wahadta dla pieciu dtugosci i chcesz wyznaczy¢ przyspieszenie ziemskie. Z teorii
T? = 4’;—2L, wiec punkty (L; T?) powinny lezeé na prostej przez zero o nachyleniu 47?/g. Nie leza
dokladnie, bo kazdy pomiar ma rozrzut. Pytania sa trzy: jak poprowadzié ,najlepsza” prosta, jak
niepewne jest jej nachylenie (a wiec i g) oraz czy rozrzut punktéw wokot prostej jest taki, jakiego
sie spodziewalismy.

Pytanie na start. Co jest lepsze: zmierzyc okres raz dla kazdej z pieciu diugosci i dopasowac prosta, czy
piec razy dla jednej dtugosci i usrednic? Wroc do tego pytania po czesci 3.

1 NiepewnoscitypuAiB

W lekcji 0.5 Jednostki, analiza wymiarowa, szacowanie i niepewno$¢ pomiaru niepewnosé
standardowa byta ,typowym odchyleniem”. Miedzynarodowy przewodnik GUM (Guide to the
Expression of Uncertainty in Measurement) rozréznia dwa sposoby jej wyznaczania.

e I
2 TYPAITYPB

* Typ A: z rozrzutu powtarzanych pomiaréw, statystycznie: uy = s/v'N (lekcje 0.5
Jednostki, analiza wymiarowa, szacowanie i niepewno$¢ pomiaru, 5.1
Prawdopodobienstwo i rozklady).

* Typ B: z innej wiedzy (rozdzielczos$¢ przyrzadu, dane producenta, §wiadectwo
wzorcowania). Jesli wiemy tylko, ze blad lezy w przedziale +a, przyjmujemy rozktad
jednostajny i up = a/+/3. Dla rozdzielczo$ci (dziatki) A jesta = A/2, czyliug =
A/V12.

* Niepewno$é ztozona niezaleznych sktadnikéw: u, = /u% + u%. Niepewnosé
rozszerzona U = ku,.; dla k = 2 i rozktadu bliskiego normalnemu przedzial £U

zawiera warto$¢ wielkosci mierzonej z prawdopodobienistwem ok. 95%.
por. GUM §4.2, 4.3, 6

o J

Podzial na A i B dotyczy metody wyznaczenia, a nie natury btedu: obie niepewnosci traktuje sie
tak samo, jako odchylenia standardowe. Blad systematyczny, o ktérym wiemy, poprawiamy, a
niepewno$¢ tej poprawki zwykle wliczamy jako sktadnik typu B.
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Przyktad 1.1
Srednica preta

Osiem pomiarow suwmiarkq o dziatce 0,01 mm dato (mm): 12,32; 12,35; 12,30; 12,34, 12,33;
12,31; 12,33; 12,36. Podaj wynik z niepewnosciq standardowq i rozszerzonq.

1 d=12,330 mm; s = 0,020 mm; uy = 9’%0 = 0,0071 mm.

2 up= %% =0,0029 mm.

3w, = +/0,0071% 4 0,0029% = 0,0076 mm; U = 2u, ~ 0,015 mm.

Wynik: d = (12,330 + 0,008) mm (niepewno$¢ standardowa) albo (12,330 + 0,015) mm
przy k = 2.

Sprawdzenie: rozrzut reki (u4) przewaza nad rozdzielczoscia (up), wiec wiecej
pomiaréw by pomogto; lepsza suwmiarka prawie nic by nie data v. Niepewnosci
podajemy z jedng albo dwiema cyframi znaczacymi, a wynik zaokraglamy do tego
samego miejsca (lekcja 0.5).

/. ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 35 min

1 Pie¢ pomiaréw $rednicy (mm): 12,32; 12,35; 12,30; 12,34; 12,33. Oblicz $rednia, siu4.

2 Linijka ma dziatke 1 mm. Jaka jest niepewnos¢ typu B pojedynczego odczytu diugosci?

3 Polacz uy z zadania 1.1 z niepewnoscia rozdzielczosci suwmiarki 0,01 mm.

4  Producent woltomierza podaje, ze blad odczytu na danym zakresie nie przekracza +0,05
e= V. Jaka jest niepewno$¢ standardowa typu B? Czy powtarzanie pomiaru ja zmniejszy?

5 Dla matej liczby pomiaréw sam s jest niepewny, wiec przedzial z £+ 2u4 obejmuje mniej
«=» 1iz 95%. Zamiast k = 2 uzywa sie wspoéiczynnika ¢ Studenta (dla 95% iv = N — 1): dla
N =3, 5, 10, 30 wynosi on 4,30; 2,78; 2,26; 2,05. Co z tego wynika dla trzech pomiaréw?

moo podstawowe amo Srednie saa feynmanowskie
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2 Przenoszenie niepewnosci

W lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce wyprowadziliSmy z rézniczki prawo przenoszenia

niepewnosci. Jesli f = f(z1, ..., z,), a wielkoSci z; sa niezalezne:

~ )
58 PRAWO PRZENOSZENIA NIEPEWNOSCI

af \?
2 _ 2

i

2
Dla iloczynéw i ilorazéw poteg, f = Cz%’, wygodniej wzglednie: (u—ff> =

2
a’ (%f) L (%) . To ta sama regula co dodawanie wariancji niezaleznych
zmiennych (lekcja 5.1), zastosowana do przybliZzenia liniowego f.

por. Taylor rozdz. 3

Przyktad 2.1

g
z jednego wahadta

L = (1,000 + 0,002) m, T = (2,007 + 0,004) s. Oblicz g = 47> L/T? = niepewnosciq.

2
1 g="5r ~ 9,801 m/s’,

2 Wzglednie: % = 0,0020, 2% = 0,0040 (potega 2!). 2 = 1/0,00202 + 0,00402 ~ 0,0045.

3 uy~ 0,044 m/s%

[ Wynik: g = (9,80 + 0,04) m/s?. j

Sprawdzenie: gtéwny wkiad daje okres, cho¢ jego niepewno$¢ wzgledna jest taka
sama jak dlugosci, bo wchodzi w kwadracie v. Zeby poprawié¢ wynik, trzeba lepiej
mierzy¢ czas: np. mierzyc¢ 20 okreséw naraz, co dzieli uy przez 20, o ile niepewnosé
pochodzi gtéwnie z wlaczania i zatrzymywania stopera.

/. ZADANIA - CZESC 2 4 zadania - ok. 30 min

1 Prostokat ma boki a = (20,0 £0,1) cmib = (10,0 £ 0,1) cm. Oblicz pole z niepewnoscia.
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2 Krétsze wahadto: L = (0,500 + 0,001) m, 7" = (1,419 & 0,003) s. Oblicz g i u,.

3 Kulka mamase m = (50,0 &+ 0,1) g i $rednice d = (2,30 + 0,01) cm. Oblicz gestos¢ p = 25
= zniepewnoscia. Z czego moze by¢ zrobiona?

4  Prawo przenoszenia zaklada niezaleznos$¢. Zmierzono z = (10,0 £ 0,1) iliczysz f =z — =
== Co daje wzor, a jaki jest prawdziwy wynik? Gdzie w praktyce pojawiajg sie skorelowane
niepewnosci?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

3 Metoda najmniejszych kwadratow

Mamy punkty (z;; ¥;),i = 1... N, z jednakowa niepewnos$cia w y i zaniedbywalng w z. Szukamy
prostej y = a + bz, ktéora minimalizuje sume kwadratéw odchylen w pionie:

N

S(a, b) = Z (yi —a— bmi)Z.

i=1

To funkcja dwoch zmiennych; w minimum obie pochodne czastkowe sa rowne zeru (lekcja 3.1
Reguta tanicuchowa, ekstrema i mnozniki Lagrange'a w wielu zmiennych). Z 8S5/0a = 0195 /0b =
0 dostajemy dwa réwnania liniowe na a i b (réwnania normalne, lekcja 2.1 Macierze, wyznaczniki
i uktady réwnan).

4 )
f» PROSTA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

N iYi — i i ; i — i iYi ?
b nyAZQTZy, azzw >y AZ$ny’ AzNZJU?-(Zmi)-

Rozrzut punktéw wokoé!t prostej szacuje sy = v/ Smin/ (N — 2) (dwa parametry
zuzywaja dwa stopnie swobody). Niepewnosci parametrow: uy = syv/N/A, u, =
syv/ >, «; /A. Parametry a ib sg skorelowane: cov(a, b) = —s2 > x;/A.

por. Taylor rozdz. 8

- J

Dlaczego kwadraty? Jesli btedy y; maja rozklad normalny o tym samym o, to
prawdopodobienstwo otrzymania naszych danych jest proporcjonalne do [ e~(i—abw)*/20" _

e 5/ Najmniejsze S to najwieksze prawdopodobienstwo: metoda najmniejszych kwadratéw to
metoda najwiekszej wiarygodnosci dla btedéw gaussowskich (zadanie 3.5).
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Przyktad 3.1

Wahadto:

g

z dopasowania

Pomiary: L = 0,20; 0,40; 0,60; 0,80; 1,00 m; T? = 0,817; 1,590; 2,422; 3,244; 4,009 s%. Dopasuj
prostq T? = a + bL i wyznacz g z niepewnosciq.

1

2

8

4

5

Sumy: Yz =3,0; Yy = 12,082; > 2? = 2,2; Y zy = 8,8568; A =5-22 — 9 = 2,0.

. —3,0-12,082 2,2-12,082-3,0-
b= 58,85682%,0 ,08 _ 4’019 s2/m; a=2 708203,0 8,8568 _ 0,005 2.

Reszty: 0,0082; —0,0226; 0,0056; 0,0238; —0,0150. Spin = 0,00140, s, = +/0,00140/3 ~
0,0216 s2.

u, = 0,0216+/5/2 ~ 0,034; u, = 0,0216+/2,2/2 ~ 0,023.

9= % =9,823m/s% u, = g% ~ 0,084,

[ Wynik: T2 = (0,005 + 0,023) + (4,019 + 0,034)L; g = (9,82 + 0,08) m/s2.

Sprawdzenie: wyraz wolny jest zgodny z zerem w granicach niepewnosci, tak jak
przewiduje teoria v. Warto$¢ tablicowa dla Polski, ok. 9,81 m/s?, lezy w odleglo$ci
ok. 0,15u, v. Prosta najmniejszych kwadratow zawsze przechodzi przez punkt

(z; y) = (0,65 2,4164): 0,005 + 4,019 - 0,6 = 2,4164 v.
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SYMULACJA 1  Dopasowanie prostej metoda najmniejszych kwadratow. Punkty
wylosowano z prostej y = 1 + 0,5z z szumem o odchyleniu 0,3. Przeciagaj punkty w
pionie (zréob odstajacy punkt), losuj nowe dane i zmieniaj niepewnos¢ o, ktora zakladasz
przy liczeniu x?. Odczyt podaje a, b z niepewnos$ciami oraz x? /v. Niepewnos$ci aib
liczone sa z rozrzutu punktéw s,, wiec suwak o ich nie zmienia; zmienia tylko x? i p.
Przycisk ,,Punkt odstajacy” przesuwa punkt nr 6 o 2,2 w gore.

— punkty pomiarowe + o (przeciggaj w pionie) —— prosta najmniejszych kwadratéw

- = prawdziwa prostay =1 + 0,5x
a 0,992 + 0,245 b 0,490 + 0,048 sy0,314 X2 (v=6) 6,57 X3/v 1,10

p 0,362

X?/V bliskie 1: rozrzut punktéw zgadza sie z zaktadang niepewnoscia, a prosta dobrze opisuje dane.
Prawdziwe wartoscitoa=1,b=0,5.

Stan na rysunku: o = 0,30; a = 0,992 + 0,245, b = 0,490 + 0,048; x2? = 6,57, X?/v =
1,10, p = 0,362.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 45 min

1  Wyprowadz wzdr na nachylenie prostej przechodzacej przez zero, y = bx, metoda
= najmniejszych kwadratow.
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2 Dopasuj prosta do punktéw (0; 1), (1; 3), (2; 4), (3; 6). Podaj a, b, sy, uq i up.

3 Liczbajader maleje jak N = Npe ™. Jak przeksztatci¢ dane, zeby dopasowaé prosta? Na
== co trzeba uwazac?

4  Wrdé¢ do pytania z prologu. Wzér up, = s,+/ N /A zalezy od rozstawu punktéw w z. Pokaz,
= e A= N> (x; — Z)? iwyjasnij, dlaczego punkty warto roztozyé szeroko.

5 Pokaz, ze przy btedach gaussowskich o jednakowym o minimalizacja § maksymalizuje
== prawdopodobienstwo danych. Jakg wielkos¢ nalezy minimalizowad, gdy niepewnosci u;
sg rozne?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

s Test X° : czy model pasuje?

Dopasowanie zawsze co$ daje, nawet gdy model jest zly. Test pyta, czy odchylenia od modelu sg
takie, jakich spodziewamy sie przy znanych niepewnos$ciach:

~ N
sh STATYSTYKA X2

N 2
2= Z (yzu—f(mz)) , v = N — (liczba dopasowanych parametréw).
i=1 i

Jedli model jest dobry, a u; poprawne, x* ma rozktad chi kwadrat o v stopniach
swobody (dla prawdziwych parametréw bytaby to suma N kwadratéw niezaleznych
zmiennych normalnych standardowych; kazdy dopasowany parametr liniowy
,zabiera” jeden stopieni swobody), o $redniej v i odchyleniu v2v. Zatem x?/v ~ 1.
Duzo wieksze: model jest zly albo niepewnos$ci niedoszacowane. Duzo mniejsze:
niepewnosci przeszacowane (albo dane ,podrasowane”). | por. Taylor rozdz. 12

- J

Liczbowo rozstrzyga warto$¢ p: prawdopodobienistwo, ze przy dobrym modelu wysztoby x? co
najmniej takie jak zmierzone. Zwyczajowo p < 0,05 uznaje sie za sygnal, ze model nie pasuje. To
umowa, a nie prawo przyrody: przy wielu testach poprawnych modeli $rednio co dwudziesty da
p < 0,05 przypadkiem.

Ten sam test sprawdza zgodno$é liczebnosci z oczekiwaniami (np. czy kostka jest uczciwa): x> =

> ﬁo’“%f’“ﬁ, gdzie Oy, to zaobserwowane liczebnosci, a Ej, oczekiwane (test jest wiarygodny, gdy
E; > 5). Mianownik E, to wariancja rozktadu Poissona (lekcja 5.1).
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Przyktad 4.1
Czy wahadto pasuje do prostej?

Dla danych z przyktadu 3.1 przyjmij niepewnosc kazdego T? réwng 0,02 s2. Oblicz x2, x2/v i ocert
dopasowanie.

1 X* = Spim/u? = 0,00140/0,0004 ~ 3,50.
2 v=5-2=3; ¥}/v~1,1T.

3 Zrozktadu chi kwadrat dlav = 3: P(x* > 3,50) ~ 0,32.

Wynik: x? /v ~ 1,2, p ~ 0,32: dane sa zgodne z prostg przy zalozonej niepewnosci.
Zauwaz, ze x2 /v = (s,/u)? = (0,0216/0,02)% ~ 1,17.

Sprawdzenie: dla v = 3 typowy zakres to 3 & /6, czyli ok. 0,5-5,5; wynik 3,5 jest w
$rodku v. Gdyby niepewno$¢é wynosita 0,005 s?, x? wzréstby do ok. 56, a p spadtoby
praktycznie do zera: wtedy albo prosta jest zta, albo kto$ zanizyl niepewnosci.
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SYMULACIA 2  Rozktad x%. Symulujemy 10000 ,,do$wiadczenr”, w ktérych model jest
dobry: kazde daje sume v kwadratow zmiennych normalnych standardowych. Histogram
poréwnujemy z gestoécia chi kwadrat. Przesuwaj zaobserwowana warto$é x2 /v, a odczyt
poda warto$¢ p (zacieniowany ogon) i porowna ja z utamkiem symulacji. Dla duzego v
rozklad x?/v skupia sie wokét 1 (szeroko$é /2/v), a sam rozklad x? staje sie prawie
symetryczny.

12 14 16
XZ

— histogram 10 000 symulacji — gestos$¢ rozktadu x? o v stopniach swobody
— ogon P(x2 = zaobserwowane)

zaobserwowane X2 3,51 p (teoria) 0,319 utamek symulacji = x 0,319

$rednia (v / symulacja) 3 / 2,99 o (V(2v) / symulacja) 2,45 / 2,45

p = 0,319: takie x2 jest typowe dla dobrego modelu. Przy matym v rozktad jest szeroki, wiec nawet

X?/v = 2 moze niewiele znaczy¢.
Stan na rysunku: v = 3, x2 = 3,51 (x?/v =1,17); p = 0,319, w symulacji 0,319.
/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 35 min

1 Dla dopasowania z zadania 3.2 przyjmij niepewno$é kazdego y réwnga 0,2. Oblicz x? i
= x*/v.Dlav = 2 warto$ép = e X'/ ile wynosi?
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W 600 rzutach kostka wypadlo: 95; 108; 92; 110; 89; 106 razy odpowiednio 1-6 oczek. Czy
kostka jest uczciwa? (Wartos$¢ krytyczna x? dlav = 5ip = 0,05 to 11,07.)

Student dopasowat model do 22 punktéw (dwa parametry) i dostat x2 = 4. Co to
sugeruje?

Pokaz, Ze jeéli Z ma rozktad normalny standardowy, to E[Z%] = 1i Var Z2? = 2
(skorzystaj z E[Z*] = 3). Wywnioskuj, ze x?/v ~ 1 & 1/2/v. Jak szeroki jest typowy
zakres x?/v dlav = 10iv = 100?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

5

X

Btedne intuicje

»Niepewnosc typu B to btad systematyczny, a typu A przypadkowy.”

A iBrdznig sie metoda wyznaczenia (statystyka albo inna wiedza), a nie naturg btedu.
Obie podajemy jako odchylenia standardowe.

»Wiecej pomiaréw zawsze zmniejsza niepewnos¢.”

Tylko sktadnik typu A, jak 1/4/N. Rozdzielczo$é przyrzadu i btad kalibracji zostaja
(zadanie 1.4).

»Im mniejsze x2, tym lepiej.”

Oczekujemy x? ~ v. Bardzo male x? oznacza przeszacowane niepewnosci (zadanie 4.3).

»Metoda najmniejszych kwadratow dziata zawsze.”

Zaklada niezalezne btedy w y o znanej (lub jednakowej) wielko$ci i zaniedbywalne btedy
w z; gaussowskos$¢ jest potrzebna do uzasadnienia przez najwieksza wiarygodnosé i do
testu x2. Pojedynczy punkt odstajacy potrafi mocno przesunaé prosta (symulacja 1).

»Wartos¢ p to prawdopodobienstwo, ze model jest prawdziwy.”

To prawdopodobienistwo uzyskania tak duzego x?2, gdyby model byt prawdziwy.
Odwrécenie wymaga wzoru Bayesa (lekcja 5.1) i prawdopodobienistw a priori.
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6 Sprawdz sie

e 3
1 Jak obliczy¢ niepewnos¢ typu B z rozdzielczosci A?
up = A/+/12 (rozktad jednostajny w +£A /2).
- J
e A
2 Jaklaczy sie niepewnosci niezaleznych skladnikow?
Pierwiastek z sumy kwadratéw: u. = y/u? + u%.
- J
e 3
3 Zapisz prawo przenoszenia niepewnosci.
uj = > (0f/0zi)?u?,.
- J
e 3
4  Co minimalizuje metoda najmniejszych kwadratow?
Sume kwadratéw odchyler w pionie Y (y; — a — bz;)?.
. J
- A
5 Od czego zalezy niepewno$¢ nachylenia?
Od rozrzutu punktéw s, i rozstawu w z: up = sy// Y (z; — Z)2.
. J
- ™
6 Jakiego x? oczekujemy przy dobrym modelu?
Okoto v, z rozrzutem +/2v.
AN J
- N
7 Ile stopni swobody ma dopasowanie prostej do N punktow?
N —2.
AN J
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7 Karta wzorow i co dalej

4 N
NIEPEWNOSCI DOPASOWANIE I TEST
A:uy = s/V'N; B:przedzial +a - a/V/3; A=NY 2 (Ya)% b=Tmedu,
dziatka A - A/4/12 o= LT Ry ey
ue = /u}4 +u}; U = kue, k = 2 (ok. 95%); 8y = v/ Smin/(N — 2); up = s,4/N/A;
mate N:t Studenta Ug = Syy/ D T2 /A
u?c =22(8,f)*uf; f = Czy’ (ug/f)* = X2 =>((yi — fi)/wi)? v = N—liczba
a®(uz/z)? + b*(uy/y)? parametrow; x?/v ~1+,/2/v
liczebnosci: x*> = Y.(0O — E)?/E; v =k —
1 (potrzeba E 2> 5)
- J

Do przeczytania

* J.R. Taylor, An Introduction to Error Analysis, wyd. 2: rozdz. 3 (przenoszenie niepewnosci), 4

(analiza statystyczna niepewnosci przypadkowych), 8 (lopasowanie metoda najmniejszych

kwadratéw), 12 (test x?). Podstawowa ksigzka laboratorium fizycznego.

* JCGM 100:2008 (GUM): miedzynarodowy przewodnik wyrazania niepewnosci, dostepny

bezplatnie na stronie BIPM; rozdziaty 4-6.

4 N
Na tym koriczy sie czes¢ V. Dopasowanie metodq najmniejszych kwadratow wrdci w automatyce
przy identyfikacji uktadow (1.2 Jak reagujq uktady: cztony podstawowe i odpowiedz skokowa), a
jego rekurencyjna wersja g modelem dynamiki to filtr Kalmana (4.4 Filtr Kalmana). W fizyce te
narzedzia sq potrzebne przy kazdym cwiczeniu laboratoryjnym, a pierwsze z nich to pomiar g i
ruch po rowni (Dziat 1: Ruch i jego przyczyny).
o J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.d = 12,328 mm; s ~ 0,0192 mm; uy = s/\/g ~ 0,0086 mm.
2.ug = \/% ~ 0,29 mm. Dtugo$é to réznica dwéch odczytéw (dwa korice), wiec ostrozniej /2 - 0,29 ~

0,41 mm.

3. u, = 4/0,00862 + 0,00292 ~ 0,0091 mm. Wynik: (12,328 + 0,009) mm.
4. up = 9% ~ 0,029 V. Nie: jesli przyrzad ma staty btad w tym przedziale, kazdy odczyt ma ten sam biad.

Powtarzanie zmniejsza tylko sktadnik przypadkowy.

5. Przy trzech pomiarach 95% obejmuje dopiero Z + 4,3u 4, przedzial ponad dwa razy szerszy niz +2uy4,
ktory przy N = 3 obejmuje tylko ok. 82%. Oszacowanie s z trzech liczb jest bardzo niepewne. Przy 30
pomiarach t ~ 2 i wraca regula z rozktadu normalnego.

Zadania - cze$¢ 2
1. A =200 cm? ug = v/(bug)? + (aw)? = V1+4~22cm?.

2.9~ 9,803 m/s’; & = /0,002% + (2 - 0,00211)2 ~ 0,0047; uy ~ 0,046. Wynik (9,80 = 0,05) m/s.

3.p~ 7,85 g/cm?. 1—;‘1 = ,/0,002% + (3 - 0,00435)2 ~ 0,013, u, ~ 0,10. Wynik (7,85 & 0,10) g/cm?: stal.

Srednica w trzeciej potedze dominuje niepewno$¢.

4. Wzér dla dwéch ,niezaleznych” sktadnikéw daje v'2 - 0,1 ~ 0,14, a f = 0 doktadnie. Wielko$¢, ktéra
wystepuje we wzorze kilka razy, uwzglednia sie raz: najpierw zapisz f przez niezalezne zmienne (tu
f = 0). W praktyce korelacje daje ten sam przyrzad uzyty w kilku pomiarach (wspélny biad
kalibracji) i parametry dopasowania, jak a i b w czesci 3.

Zadania - czes¢ 3

1.8 =Y (y; — bxz;)?, S'(b) = -2 x;(y; — bx;) = 0, czylib = % Dla danych z przyktadu 3.1: b =

8,8568 : ~
B8 — 4,0261 g ~ 9,806.

2. 2=6Yy=14, Y22 =14, zy =29, A = 20.b = 1,6, a = 1,1. Reszty —0,1; 0,3; —0,3; 0,1, S = 0,2
L8y = V0,1 ~ 0,32. u, ~ 0,14, u, ~ 0,26.

3.In N =In Ny — At: prosta w (¢; In V) z nachyleniem —\. Uwaga: niepewnosci sie zmieniaja, ui, v =
uy /N, wiec mate liczby zliczerr majg po logarytmowaniu duze niepewnosci. Poprawnie robi sie to
wazong metoda najmniejszych kwadratéw (kazdy sktadnik S dzielony przez u?).

4. NYz}— (Y z:)) =N(X 2] — Nz*) = NY (z; — 2)>. Zatem uy = —E(Sj?)z im szerzej rozlozone

punkty, tym pewniejsze nachylenie. Pie¢ pomiaréw przy jednej dlugosci daje dobra srednig, ale nic
nie méwi o nachyleniu (bez zatozenia, ze prosta przechodzi przez zero) i nie sprawdza, czy zaleznos¢
jestliniowa.

—a—bz:i)?/20% e—S/202

5. Prawdopodobienstwo (gestos$¢) danych to [ | ﬁe—(w , maksymalne dla

2
V2%, wiee minimalizujemy x* = 3 (454 : wazone

minimalnego S. Przy réznych u;: [ | e~ Wi ”

najmniejsze kwadraty z wagami 1/u>.
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Zadania - czesc 4

1.x2 = 030’34 =5,v=2,x%/v=25.p=e % ~0,082: dopasowanie slabe, ale nie odrzucamy prostej na
poziomie 0,05. Warto sprawdzié, czy 0,2 to realistyczna niepewno$¢.

2. By, = 100; x? = ZHEE0LH004121336 _ 4 10,y = 6 — 1 = 5 (sumy musza sie zgadzaé, wiec jeden stopient

swobody odpada). 4,10 < 11,07, p =~ 0,54: brak powodéw do podejrzen.

3.v = 20, x?/v = 0,2. Przy poprawnych niepewnosciach P(x? < 4) ~ 5-10~°. Niemal na pewno
niepewnos$ci sa mocno przeszacowane (np. przyjete jako niepewnosci graniczne zamiast
standardowych), Jesli niepewnosci a i b liczono z tych u; (np. u, = uM), tez beda zawyzone;
liczone z rozrzutu s, (jak w czesci 3) tego problemu nie maja.

4. E[Z?| = Var Z = 1; Var Z? = E[Z*] — 1 = 2. Suma v niezaleznych: $rednia v, wariancja 2v; podzielona
przezv: 1+ 4/2/v.Dlav = 10: 1 £ 0,45, dla v = 100: 1 4 0,14. Przy malym v nawet x?/v = 1,5 niewiele
znaczy (dlav = 10: p = 0,13).

Matematyka - Statystyka pomiaréw i dopasowania. Zrédta: J. R. Taylor, An Introduction to Error Analysis, wyd. 2 (University Science Books 1997), rozdz. 3, 4,
8,12; JCGM 100:2008, Evaluation of measurement data: Guide to the expression of uncertainty in measurement. Wszystkie liczby w przyktadach policzone
na nowo.
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