MATEMATYKA 5.1

Prawdopodobienstwo
| rozktady

Pojedynczego rzutu moneta nie da sie przewidzieé, ale tysigca
rzutdéw juz tak: ortéw bedzie ok. 500, w ok. 95% przypadkéw
miedzy 470 a 530. Podobnie z rozpadem pojedynczego jadra
atomowego i z liczba zliczen licznika Geigera w ciggu sekundy.
Ta lekcja buduje jezyk, w ktorym fizyka méwi o przypadku:
prawdopodobienistwo, zmienna losowa, wartos$¢ oczekiwana i
odchylenie standardowe. Na koniec dochodzi do trzech
rozktadow, ktére wystarczajg w wiekszos$ci zastosowan:
dwumianowego, Poissona i normalnego. Pokazuje tez, dlaczego
krzywa Gaussa pojawia sie wszedzie.
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o Prolog: gry Feynmana w monete

W lekcji 0.5 Jednostki, analiza wymiarowa, szacowanie i niepewno$¢ pomiaru przytoczylisSmy
doswiadczenie Feynmana: sto gier po 30 rzutéw moneta. Spodziewana liczba ortéw to 15, ale w
pojedynczej grze wychodzilo raz mniej, raz wiecej. Feynman pyta, jak czesto nalezy sie
spodziewa¢ dokladnie 15, a jak czesto wyniku odlegtego od $éredniej. FLP I-6-2 Zeby
odpowiedzieé liczba, potrzebujemy rachunku prawdopodobienistwa.

Pytanie na start. Jakie jest prawdopodobieristwo doktadnie 15 ortdw w 30 rzutach? A co najmniej 20?
Odpowiedzi w przyktadach 3.114.2.

1 Prawdopodobienstwo i jego reguty

Feynman definiuje prawdopodobienstwo zdarzenia jako utamek préb, w ktérych ono zachodzi,
gdy prob jest bardzo duzo: P(A) ~ N,/N. FLP I-6-1 Gdy wszystkie wyniki sa rownie mozliwe
(kostka, moneta), P(A) to liczba wynikéw sprzyjajacych podzielona przez liczbe wszystkich. Z
tego wynikaja reguly:

4 )
8 REGULY RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

0 < P(A) < 1; zdarzenie pewne ma P = 1; P(nie A) =1 — P(A).
¢ suma: P(Alub B) = P(A) + P(B) — P(Ai B); dla zdarzen wykluczajacych sie

P(A) + P(B).
. P(AiB) L .
¢ prawdopodobienistwo warunkowe: P(A | B) = W ; zdarzenia niezalezne:
P(AiB)= P(A)P(B).
. o _ _ P(B[A)P(A)
wzér Bayesa: P(A|B) = P(B)

Zasady te przyjmuje sie jako aksjomaty (Kolmogorow); interpretacja czesto$ciowa
mowi, jak je mierzy¢. | por. Boas §15.2-15.3

- J
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Przyktad 1.1
Dwie kostki

Rzucamy dwiema kostkami. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze suma oczek wyniesie 72 Czy
zdarzenia ,na pierwszej szostka” i ,,suma 7” sq niezalezne?

1 Wynikéw jest 6 - 6 = 36, rOwnie mozliwych. Sume 7 daja (1, 6), (2,5), ..., (6,1): 6

. ’ o i . l
wynikow. P = 3 = ¢.

=4 =

L
36 6

2 P(széstka na pierwszej) = §, a P(széstka i suma 7) = P((6,1))

D=

[ Wynik: P(suma 7) = §; te dwa zdarzenia sg niezalezne. ]

Sprawdzenie: to zaskakuje: wiedza o pierwszej kostce nie zmienia szansy na sume 7,
bo dla kazdego wyniku pierwszej jest dokladnie jeden pasujacy wynik drugiej v.
Dla sumy 12 juz tak nie jest: P(12) = 3=, ale P(12 | széstka) = .

Przyktad 1.2
Dodatni wynik testu

Choroba dotyka 1% populacji. Test wykrywa jq u 99% chorych (czutosc) i daje wynik ujemny u
95% zdrowych (swoistosc). Twdj wynik jest dodatni. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze jestes
chory?

1 P(+) = P(+|chory)P(chory) + P(+ | zdrowy)P(zdrowy) = 0,99 - 0,01 + 0,05 - 0,99 =

0,0594.
0,99 - 0,01
2 B : P(ch +)= """ ~0,167.
ayes: P(chory | +) 0.0504
[ Wynik: ok. 17%, mimo ,doktadno$ci” testu 95-99%. ]

Sprawdzenie na liczbach: z 10 000 oséb 100 jest chorych, 99 z nich ma wynik
dodatni. Z 9900 zdrowych 495 ma wynik falszywie dodatni. Dodatnich jest 594,

chorych wsréd nich 99: % = (lj v . Rzadka choroba oznacza, ze falszywe alarmy
przewazajq.
/. ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 40 min
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1 Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma oczek na dwdch kostkach wyniesie co najmniej
= 10?

2 Kawaler de Méré zakladal sie, ze w 4 rzutach kostka wypadnie co najmniej jedna
= szostka, a w 24 rzutach dwiema kostkami co najmniej jedna para széstek. Pierwszy
zaktad wygrywat czesciej niz przegrywal, drugi nie. Oblicz oba prawdopodobienstwa.

3 Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsrdd 23 os6b co najmniej dwie maja urodziny tego
= samego dnia (pomin 29 lutego, zaléz rowne szanse dni)?

4 Powtorz przyktad 1.2 dla choroby wystepujacej u 0,1% populacji. Jak zmieni sie wynik,
== jesli osoba z dodatnim wynikiem zrobi drugi, niezalezny test i znowu wyjdzie dodatni?

5 Problem Monty'ego Halla: nagroda jest za jednymi z trzech drzwi. Wybierasz drzwi,
= prowadzacy (ktéry wie, gdzie jest nagroda) otwiera inne, puste, i proponuje zmiane. Czy
warto zmienié? Uzasadnij prawdopodobienstwem warunkowym.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

2 Zmienne losowe, srednia i wariancja

Zmienna losowa X to liczba zalezna od wyniku doswiadczenia: liczba oczek, liczba ortéw, czas do
rozpadu. Opisuje ja rozklad: prawdopodobienstwa p, = P(X = z;) dla zmiennej dyskretnej albo
gestos$¢ f(z) dla ciaglej, gdzie P(a < X < b) = fab f(z) dz. Feynman wprowadza gesto$¢ na
przykladzie odlegltosci po btadzeniu losowym: przy wielu krokach rozklad staje sie gtadka
krzywa. FLP I-6-4

e I
3 WARTOSC OCZEKIWANA I WARIANCIA

p=EX] =Y aip (:/:cf(a:)dm), o2 = VarX = E[(X — p)?2] = E[X?] — 1%,
k

o = +/Var X to odchylenie standardowe. Wartoé¢ oczekiwana jest liniowa: E[aX +
bY| = aE[X] + bE]Y | zawsze. Dla zmiennych niezaleznych wariancje sie dodaja:
Var(X +Y) = Var X + VarY. Stad suma N niezaleznych kopii ma odchylenie ov/N,
a érednia z nich o/v/N: wzér z lekcji 0.5 Jednostki, analiza wymiarowa, szacowanie i
niepewnos$¢ pomiaru. por. Boas §15.5-15.6
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Przyktad 2.1
Rzut kostka

Oblicz wartosc¢ oczekiwang, wariancje i odchylenie standardowe liczby oczek.

1 p=3(1+2+...46)=3p5.

2 EB[X?=1(14+4+9+16+25+36) =; 0% = % — 3,52 = 32 ~ 2,017.
3 o~ 1,708.
1. _ 2 _ 35 ~
[Wynlk.u_3,5,a = 5,0~ 1,71 }

Sprawdzenie: bezposrednio: £(2,5% + 1,52 4+ 0,5% + 0,5% + 1,52 4 2,5%) = L2 = 88 o,
Wartos$¢ oczekiwana 3,5 nigdy nie wypada: to $rednia, a nie najbardziej
prawdopodobny wynik.

/. ZADANIA - CZESC 2 4 zadania - ok. 30 min

1 Zmienna X przyjmuje 1 z prawdopodobienstwem p i 0 z prawdopodobienistwem 1 — p
«  (np. ,orzel”). Oblicz E[X]i Var X. Dla jakiego p wariancja jest najwieksza?

2  Oblicz warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe sumy oczek na dwoéch kostkach,
== korzystajac z przykladu 2.1.

3 Zmienna ma rozklad jednostajny na [0; 1] (f = 1). Oblicz jej odchylenie standardowe.
== Przyrzad cyfrowy zaokragla do dziatki A; jakie jest odchylenie standardowe btedu
zaokraglenia?

4  Czas do rozpadu jadra ma gesto$é f(t) = Ae ™, ¢t > 0. Oblicz E[T]i Var T. Pokaz, ze
« P(T>s+t|T>s)=P(T >t),iwyjasnij, co to znaczy fizycznie.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Rozktad dwumianowy i rozktad Poissona

Powtarzamy n razy niezalezna probe, ktora konczy sie sukcesem z prawdopodobienstwem p.
Konkretny ciag z k sukcesami ma prawdopodobienistwo p*(1 — p)"~*, a takich ciagéw jest (Z)

#Lk), (liczba sposobéw wybrania, ktére k£ prob byto udanych).
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( D
8 ROZKLAD DWUMIANOWY
n —
P(k) = (k>pk(1 —-p)" p = np, o? = np(1 — p).

Srednia i wariancja wynikaja z cze$ci 2: liczba sukceséw to suma n niezaleznych
zmiennych z zadania 2.1. ' por. Boas §15.4, 15.7

- J

Przyktad 3.1
Trzydziesci rzutow

Oblicz prawdopodobieristwo doktadnie 15 ortdw w 30 rzutach, odchylenie standardowe liczby
ortow i prawdopodobieristwo wyniku od 12 do 18.

_ (30— 155117520
1 P(15) = (3))2730 = {22020 ~ 0,144,

2 0=4/30-1-1~274.

3 Sumujac P(k) od 12 do 18: ~ 0,80.

[ Wynik: P(15) ~ 14%; o ~ 2,74; P(12 < k < 18) ~ 80%. }

Sprawdzenie: najbardziej prawdopodobny wynik zdarza sie tylko w co siédmej grze
v. Zakres 15 + 3, nieco szerszy niz +o, obejmuje 80% gier, w zgodzie z odchyleniem
s = 2,8 z jego tabeli (lekcja 0.5 Jednostki, analiza wymiarowa, szacowanie i
niepewnos¢ pomiaru) v.

Gdy prob jest bardzo duzo, a sukces bardzo rzadki (n — oo, p — 0 przy stalym A = np: rozpady

jader w prébcee, btedy w druku, telefony do centrali), rozklad dwumianowy przechodzi w
A

prostszy. Wstawiamy p = A/n: (}) ~ 7,;—1: dlak < n,ap’=A/nk a(1- n)nilg — e (czynnik (1 —

A/n)~* — 1) (lekcja 1.6 Szeregi liczbowe i potegowe).

4 N
58 ROZKLAD POISSONA

Liczba zdarzen w ustalonym czasie, gdy zdarzenia sa niezalezne i zachodza ze stalg
érednig czestoécig. Odchylenie standardowe to v/\: przy 100 zliczeniach niepewno$é
wzgledna wynosi 10%, przy 10000 juz 1%. ' por. Boas §15.9
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Przyktad 3.2
Licznik Geigera i kopniecia koni

Licznik rejestruje srednio 3 czqstki na sekunde. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze w danej
sekundzie nie zarejestruje zadnej, doktadnie trzech i co najmniej pieciu?

3 P(>5)=1-Y_,P(k)~1-0,815=0,185.

[ Wynik: 5%; 22%; 18,5%. J

Sprawdzenie historyczne: Bortkiewicz (1898) policzyt zolnierzy armii pruskiej
zabitych kopnieciem konia: 200 obserwacji (korpus x rok), $rednio 0,61 ofiary.
Poisson przewiduje 108,7; 66,3; 20,2; 4,1; 0,6 przypadkéw z 0, 1, 2, 3, 4 ofiarami, a
obserwacje to 109, 65, 22, 3,1 v.
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SYMULACJA 1 Rozklad dwumianowy (stupki) w poréwnaniu z rozkladem Poissona o tej
samej Sredniej (punkty) i rozkladem normalnym o tej samej $redniej i wariancji (krzywa).
Zmieniaj n i p: przy matym p i duzym n zgadza sie Poisson, przy np(1l — p) rzedu kilku i
wiecej Gauss.

0,15

0,10

0,05

— dwumianowy — Poisson (A =np) — normalny (i =np, 6>=np(l-p))

ML=np 15,00 c 2,739 max |[dwumian - Poisson| 0,0420 max |dwumian - Gauss| 0,0012

Wariancja np(1 - p) jest dos¢ duza: stupki uktadajg sie w krzywa Gaussa (de Moivre—Laplace).
Poisson jest za szeroki, bo jego wariancja to np, a nie np(1 - p).

Stan na rysunku: n = 30, p = 0,50; y = 15,00, o = 2,739; max roéznica z Poissonem
90,0420, z Gaussem 0,0012.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 45 min

1  Oblicz prawdopodobienstwo dokladnie 5 ortéw w 10 rzutach.

2  Rzucamy n razy moneta. Jak zmienia sie z n prawdopodobienstwo doktadnie n/2 ortéw,
e« ajak odchylenie standardowe wzglednej liczby ortéw k/n?
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3 W produkcji 2% sztuk jest wadliwych. W pudetku jest 100 sztuk. Oblicz
= prawdopodobienstwo, ze wszystkie sg dobre, rozkltadem dwumianowym i Poissona.

4 Probka daje $rednio 400 zliczen na minute. Jaka jest niepewno$¢ wzgledna pojedynczego
== pomiaru minutowego? Ile minut trzeba mierzy¢, zeby zej$¢ do 1%?

5 Pokaz, ze dla rozktadu Poissona ) P(k) =1, E[k] = AiVark = A

moo podstawowe mmo Srednie sas feynmanowskie

2 Rozktad normalny i wzér Stirlinga

Stupki rozktadu dwumianowego dla duzego n uktadaja sie w gladkg krzywa dzwonowa. Zeby to
pokazad, potrzebujemy przyblizenia silni, bo n! roénie szybciej niz kazda wyktadnicza.

e I
s WZOR STIRLINGA

n\" 1
n! ~ v2mn (—) , blad wzgledny ~ —.
e 12n

Skad:Inn! =37 Ink~ [ Inzdz ~nlnn — n, co daje (n/e)"; czynnik v/2mn
wychodzi z doktadniejszego rachunku, n! = [, z"e * dz przyblizone calkq Gaussa
wokol maksimum w z = n (lekcja 3.3 Catki podwojne i potrdjne).

- J

Rozwijajac In P(k) rozktadu dwumianowego wokét maksimum k = np do drugiego rzedu (wzoér
Taylora, lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce) i uzywajac wzoru Stirlinga, dostaje sie

krzywa Gaussa: twierdzenie de Moivre'a-Laplace'a. Ten sam ksztalt pojawia sie duzo ogoélnie;j:

" )
§f8 ROZKEAD NORMALNY I CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE

) = ——ew( -4

Suma wielu niezaleznych zmiennych o jednakowym rozkladzie i skoficzonej
wariancji (ogo6lniej: gdy zaden sktadnik nie dominuje) ma rozktad bliski
normalnemu, niezaleznie od ich wlasnych rozktadéw (centralne twierdzenie
graniczne). Dlatego btedy pomiarow, ktore sa suma wielu drobnych przyczyn, maja
czesto rozklad Gaussa. Regula 68-95-99,7: w przedzialach u £ o, 20, +30 lezy
68,3%, 95,4% 1 99,7% prawdopodobiefistwa. | por. Boas §15.8
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Przyktad 4.1
Wzor Stirlinga w praktyce
Sprawdz wzor Stirlinga dlan = 10 i oszacuj (‘;’g), a potem P(15) z przyktadu 3.1.

1 /207 (10/e)™ ~ 3,599 - 10°, 2 10! = 3,629 - 10°: btad 0,83%, zgodnie z k5.

2 Zwzoru Stirlinga (") ~ %mm, wiec P(m ortéw z 2m) ~ \/}T_m
T e
3 Dlam = 15: T 0,1457.
[ Wynik: Stirling myli sie o0 0,8% dla 10!; P(15) =~ 0,146 wobec dokladnego 0,144. ]

Sprawdzenie: ta sama liczba wychodzi z gestosci normalnej: ﬁ zo = +/7,5 daje

0,1457 v. Dwa przyblizenia, jeden wynik.

Przyktad 4.2
Co najmniej 20 ortow

Oszacuj rozktadem normalnym prawdopodobieristwo co najmniej 20 ortow w 30 rzutach i
poréwnaj z doktadnym.

1 p=15,0=/T,5~ 2,739.

2  Warto$¢ dyskretna k£ > 20 odpowiada przedziatlowi od 19,5 w gore (poprawka na

cigglosé): z = 1—92% ~ 1,64.

3 Ztablic rozktadu normalnego P(Z > 1,64) ~ 0,050.

[ Wynik: ~ 5,0%; doktadnie (suma dwumianowa) 4,94%. ]

Sprawdzenie: bez poprawki na ciagtos$¢ (z = 1,83) wysztoby 3,4%, wyraznie gorzej
v. Wynik oddalony od $redniej o ok. 1,60 w jedna strone zdarza sie w co dwudziestej
grze.
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SYMULACJA 2 Centralne twierdzenie graniczne. Losujemy 20 000 razy sume N
niezaleznych liczb z wybranego rozkladu (kostka, jednostajny, wykladniczy) i rysujemy
histogram, a na nim krzywa Gaussa o tej samej §redniej i wariancji. Dla kostki i rozkladu
jednostajnego juz kilka sktadnikéw daje histogram bliski krzywej; dla wyktadniczego
potrzeba kilkudziesieciu, ale ksztatt dzwonu wida¢ od razu.

1,0
0,5
1 2 3 4
suma
— histogram sum (20 000 losowan) = krzywa Gaussa o tej samej $redniej i wariancji

$rednia (teoria / proba) 1,000 / 0,996 o (teoria / préba) 1,000 / 0,985

skosnos¢ proby 1,923

Jeden sktadnik wyktadniczy: rozktad bardzo niesymetryczny (sko$nosc¢ 2), w niczym nie przypomina
Gaussa.

Stan na rysunku: wyktadniczy (A = 1), N = 1; $rednia 0,996 (teoria 1,000), o 0,985
(teoria 1,000), skos$nos$¢ 1,923.

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 35 min

1 Wzrost dorostych mezczyzn ma w przyblizeniu rozktad normalny ze $rednia 178 cm i
= odchyleniem 7 cm. Jaki utamek ma ponad 192 cm? A miedzy 171 a 185 cm?

2  Sprawdz wzoér Stirlinga dlan = 51in = 100. Jak btad zalezy od n?
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3 W 1000 rzutach moneta wypadto 530 ortow. Jakie jest prawdopodobienistwo co najmniej
== takiego nadmiaru przy uczciwej monecie? Czy to mocny argument, ze moneta jest
nieuczciwa?

4 Pokaz, ze gesto$é normalna jest unormowana i ze jej $rednia to u, a wariancja o2.
e Skorzystaj z ffooo e dz = /7 (lekcja 3.3 Catki podwdjne i potrojne).

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

5 Btedne intuicje

X

»Po pieciu ortach z rzedu reszka jest bardziej prawdopodobna.”

Rzuty sa niezalezne: moneta nie pamieta. Prawo wielkich liczb nie ,wyréwnuje” serii,
tylko je rozciencza w coraz diuzszym ciagu.

x  Test o skutecznosci 99% myli sie w 1% przypadkow, wiec dodatni wynik oznacza 99%
szans ha chorobe.”

Liczy sie tez czestos$¢ choroby. Przy rzadkiej chorobie wiekszos¢ wynikéw dodatnich jest
fatszywa (przyklad 1.2).

x , Wartos¢ oczekiwana to najbardziej prawdopodobny wynik.”

Wartos$¢ oczekiwana kostki to 3,5, a ten wynik nigdy nie wypada. Dla rozktadéw
niesymetrycznych srednia, mediana i warto$¢ najczestsza sa rézne.

x ,Przy wiekszej liczbie rzutéw doktadna potowa ortow jest bardziej prawdopodobna.”

Mniej: P(n/2) ~ 1/,/n. Blizej potowy jest tylko utamek ortéw (zadanie 3.2).

x ,0dchylenia standardowe dodaja sie.”

Dla niezaleznych zmiennych dodaja sie wariancje; odchylenie sumy N sktadnikéw
ro$nie jak v/N.
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6 Sprawdz sie

1 Zapisz wzor Bayesa.

P(B|A)P(A
P(A|B) = “EA.

2 Jak obliczy¢ wariancje, znajac E[X]i E[X?]?

Var X = E[X?] — (E[X])%

- J
e ™
3 Jakro$nie odchylenie standardowe sumy N niezaleznych zmiennych?
Jak v/N.
- J
e ™
4  Podaj $rednia i wariancje rozkladu dwumianowego.
npinp(l — p).
- J
e A

5 Kiedy stosuje sie rozklad Poissona i ile wynosi jego wariancja?

Dla liczby rzadkich, niezaleznych zdarzen w ustalonym czasie lub obszarze; wariancja
réwna Sredniej A.

6 Zapisz wzor Stirlinga.

n! ~ V2mn (n/e)".

7 Co moéwi centralne twierdzenie graniczne?

Suma wielu niezaleznych zmiennych o jednakowym rozkladzie i skonczonej wariancji
ma w przyblizeniu rozklad normalny.
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7 Karta wzorow i co dalej

e N
REGULY I MOMENTY ROZKLADY
P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB); dwumianowy: (})p"(1 — p)"*; np, np(1 —
niezalezne: P(AN B) = P(A)P(B) D)
P(A|B) = P(AN B)/P(B); Bayes: Poissona: ’,\C—I;e*’\; p=o%=X
P(A|B) = P(B|A)P(4)/P(B) normalny: ﬁe_(””—")mﬁ; 68-95-99,7%
_ C g2 21 _ 2.
p=2 TP 0 = E[X] H ’ Var(X + Stirling: n! ~ v/2mn(n/e)"; (25) ~
Y) = Var X + VarY (niezalezne) N
kostka: 335’ 12,13e011nostajny [05 1]: 3, 135 dyskretny — normalny: poprawka na
wyktadniczy: 5, = ciaglosé + %
- J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: t. I, 6-1...6-4 (przypadek i prawdopodobienstwo, fluktuacje, btadzenie

losowe, rozklad prawdopodobienstwa).

* Dla chetnych: 6-5 (zasada nieoznaczonosci jako rozktad prawdopodobienstwa).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

® M. L. Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences, wyd. 3, rozdz. 15:

prawdopodobienistwo, zmienne losowe, rozklady dwumianowy, normalny i Poissona.

* J.R. Taylor, An Introduction to Error Analysis: rozdz. 5 (rozklad normalny), 10 (dwumianowy),

11 (Poissona). Przystepnie, z mys$la o laboratorium.

4 )
W lekcji 5.2 Statystyka pomiardw i dopasowania uzyjemy tych rogktadéw do statystyki pomiaréw:
niepewnosci typu A i B, dopasowania prostej metodq najmniejszych kwadratéw i testu x>. W fizyce
rozktad predkosci czqsteczek gazu (Maxwella) jest normalny w kazdej sktadowej (Dziat 8: Cieplo i
teoria kinetyczna), a w mechanice kwantowej prawdopodobieristwo stanie si¢ kwadratem modutu
amplitudy (Dziat 17: Amplitudy prawdopodobieristwa).

- J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. Sumy 10, 11,12 daja 3 + 2 + 1 = 6 wynikéw z 36: §

2. Przez zdarzenie przeciwne: 1 — (5/6)* ~ 0,518 i 1 — (35/36)?* ~ 0,491. Ten problem w 1654 roku
przedstawiono Pascalowi, a jego korespondencja z Fermatem zapoczatkowata rachunek
prawdopodobienstwa.

3. Wszystkie rézne: 282 . 364... 343 ~ 0 493. Szukane: ~ 0,507. Par os6b jest (') = 253, dlatego wynik jest

duzo wiekszy, niz podpowiada intuicja.

0,99-0,001 ~ . . , . . o ey
4. G950,0010.050090 0,019, czyli 2%. Po drugim teécie nowym ,prawdopodobienistwem a priori” jest

0,019: goooitoroosoost ~ 0,28. Dopiero trzeci dodatni wynik daje ok. 89%.

5. Warto: zmiana wygrywa z prawdopodobienstwem % Twoéj pierwszy wybor trafia z
prawdopodobienstwem % i otwarcie pustych drzwi tego nie zmienia (prowadzacy zawsze moze je
otworzy¢). Z prawdopodobienstwem % nagroda jest za jednymi z dwoch pozostatych drzwi, a
prowadzacy wskazat, za ktérymi jej nie ma. Symulacja 200 000 gier daje 0,668.

Zadania - czes$¢ 2

1. E[X] = p, E[X?] = p, Var X = p — p* = p(1 — p). Maksimum 3 dla p = {: najbardziej
nieprzewidywalna jest uczciwa moneta.

22E=T7Var=2- % = %, o ~ 2,42. Odchylenie ro$nie v/2 razy, nie 2 razy.

3.u=1,E[X?* =1,0% =&, 0~ 0,289. Blad zaokraglenia jest jednostajny na [—£; £], wieco = \/% A
0,29A: tak liczy sie niepewnos¢ typu B z rozdzielczosci przyrzadu (5.2 Statystyka pomiarow i
dopasowania).

4. Przez czeéci: E[T| = 3, E[T?] = &, VarT = 3. P(T > t) = e ™, wiec e—mzw = e M. Jadro ,nie

pamieta”, jak dlugoj Juz przetrwalo: nie starzeJe sie. Rozklad wykladniczy jest jedynym ciagltym
rozkladem na ¢ > 0 z ta wlasnoscia.

Zadania - czes$¢ 3

10 o — 252
L. (5)2 = 1024 ~ 0,246.

2. P( ~ mlﬁ =4/ 2 (przyktad 4.1) maleje Jak =: dla 30 rzutéw 0,14, dla 1000 ok. 0,025. Odchylenie
k/nto 3@ 5 \F’ tez maleje. Dokladnie potowa ortéw jest coraz mniej prawdopodobna, a utamek

ortéw coraz blizszy 3: to nie sprzecznosé.

3. Dwumianowy: 0,98'% ~ 0,133. Poisson z A = 2: e~2 ~ 0,135. Dla co najwyzej dw6ch wadliwych: 0,6767
10,6767, zgodnos¢ do czterech cyfr.

4.0 = /400 = 20, czyli 5%. Dla 1% potrzeba N zliczen z 1/+/N = 0,01, czyli 10 000 zliczeni: 25 minut.

53 e ;\c, —eer=1. Ek]=e? pI (k)ikl)! = de*e* = \. E[k(k — 1)] = A\? analogicznie, wiec
E[k* = X+ XiVar = \.
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Zadania - czesc 4
1.192 = p+ 20: P =~ 2,3%. Miedzy p — o a u + o: 68%.

2.n = 5:118,0 wobec 120, btad 1,65%. n = 100: btad 0,083%. Btad maleje jak ﬁ, choé sama silnia roénie

astronomicznie; dla n = 100 wynik ma 158 cyfr.

3.1 =500, 0 = v/250 ~ 15,8. z = 225500 ~ 1 87, P ~ 3,1% (dokladnie tez 3,1%). Podejrzane, ale nie
rozstrzygajace: przy uczciwej monecie taki wynik zdarza sie raz na ok. 32 serie. W lekcji 5.2 Statystyka
pomiaréw i dopasowania takie pytania zadamy systematycznie.

4.Z podstawieniem: [ fdz = ﬁ [ e du = 1. $rednia: = — u daje funkcje nieparzysta w u, catka 0,
wiec F = p. Wariancja: %—i fu%‘”2 du = 2\/%; . @ = o2

Matematyka - Prawdopodobienstwo i rozktady. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1 (Addison-Wesley
1963; New Millennium Edition 2011), 6-1...6-5; M. L. Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences, wyd. 3, rozdz. 15; J. R. Taylor, An Introduction to
Error Analysis. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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