MATEMATYKA 4.7

Rownania czastkowe:
fali, dyfuzjii Laplace'a

Struna gitary, stygnacy pret i potencjat elektryczny wokét
przewodnika to trzy rézne zjawiska, a rzadza nimi trzy rOwnania
z tym samym laplasjanem: falowe, dyfuzji i Laplace'a. Feynman
podkresla, ze ,te same réwnania maja te same rozwigzania”: raz
zrozumiane, dziataja w akustyce, cieple i elektrostatyce. W tej
lekcji poznasz jedna metode, ktdra rozwiazuje wszystkie trzy w
prostych obszarach: rozdzielenie zmiennych. Jej wynikiem sg
mody, a do zlozenia z nich warunku poczatkowego wystarczy
szereg Fouriera z lekcji 4.2.

CZAS ZADANIA ZRODEA
ok. 3 h teorii + 2,5 18 zadan w tresci, Feynmana
h zadan z wyktady z fizyki, t.
podpowiedziami i I, 47-3, 47-4, 49-2;
odpowiedziami t. 11, 12-1, 12-2; W.
E. Boyce, R. C.
DiPrima,
Elementary
Differential
Equations, rozdz.
10.5-10.8

W TEJ LEKCJI

©  Prolog: dlaczego struna gra harmoniczne
1 Trzy réwnania

2 Struna: rozdzielenie zmiennych

3 Stygnacy pret

4 Rownanie Laplace'a

5 Btedne intuicje

6 Sprawdz sie

7 Karta wzordow i co dalej
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o Prolog: dlaczego struna gra harmoniczne

W lekcji 4.2 Szeregi Fouriera barwa dzwieku wynikala z tego, ze struna drga naraz z
czestotliwosciami f, 2f, 3f... Skad struna ,,wie”, ze ma drga¢ akurat z wielokrotnosciami jednej
czestotliwos$ci, a nie z dowolnymi? Feynman odpowiada: fala w ograniczonym obszarze odbija sie
od koncow i moze istniec tylko z takimi dtugos$ciami fal, ktére ,,mieszcza sie” miedzy nimi.

FLP I-49-2 Rachunek, ktéry to pokazuje, to rozdzielenie zmiennych w réwnaniu falowym.

Pytanie na start. Struna o dtugosci L jest zamocowana na obu koticach, a fale biegnq po niej z predkosciq
c. Jakie czestotliwosci moze wydawac? Odpowiedz w czesci 2.

1 Trzy rdwnania

Szukana funkcja u zalezy od potozenia i czasu, wiec w rownaniach wystepuja pochodne
czastkowe (lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce). Wszystkie trzy zawierajg laplasjan V2u
z lekcji 3.5 Strumien, dywergencja i rotacja: miare tego, o ile Srednia z otoczenia punktu rézni sie
od wartosci w punkcie.

e I
AIB ROWNANIA FALI, DYFUZJII LAPLACE'A
— =c"Vu — =DV-u Viu = 0.
ot? ’ ot ’

Fala: przyspieszenie proporcjonalne do zakrzywienia, zaburzenia biegna z
predkoscia c. Dyfuzja (przewodnictwo ciepta): tempo zmiany proporcjonalne do
zakrzywienia, nierownosci sie wygltadzaja. Laplace: stan ustalony dyfuzji, a takze
potencjal elektryczny w pustej przestrzeni, ksztaltt naciagnietej membrany,
potencjal predkosci cieczy. | FLP II-12-1, 12-2

N J

Skad réwnanie falowe dla struny? Kawatek struny o dtugosci Az i masie uAx jest ciagniety przez
napiecie T' z obu stron. Jesli struna jest wygieta, silty z obu koficéw nie znosza sie: dla matych
wychylen (sin 6 ~ tg 8 = u,, napiecie stale) wypadkowa w pionie to T'(uz(z + Az) — u.(z)) ~
Tu,,Az. Druga zasada dynamiki daje puy, = Tu,,, czyli réwnanie falowe z ¢ = /T /u. Feynman
wyprowadza to samo réwnanie dla dzwieku w gazie. FLP I-47-3

W jednym wymiarze kazde rozwigzanie rownania falowego ma posta¢ u = f(z — ct) + g(x + ct)
(rozwiazanie d'Alemberta): dwa ksztalty biegnace w przeciwne strony bez zmiany ksztattu.
FLP I-47-4
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Przyktad 1.1
Struna gitary

Struna ma dtugos¢ L = 0,65 m, gestosc liniowq p = 0,4 g/m (tu p to masa na metr, nie
wspotczynnik tarcia) i napiecie T = 70 N. Oblicz predkosc fali i sprawdz, ze uw = f(z — ct) spetnia
rownanie falowe.

1 c¢=+/T/pu=+/70/0,0004 ~ 418 m/s.

2 Dlau= f(z —ct):us = —cf', ug = f", Upp = f", Wiec uy = c*uy, v (reguta
tanicuchowa, lekcja 3.1 Reguta lanicuchowa, ekstrema i mnozniki Lagrange'a w wielu
zmiennych).

[ Wynik: ¢ ~ 418 m/s. j

Sprawdzenie: jednostki: /N /(kg/m) = y/m?2/s? v. To szybciej niz dzwiek w
powietrzu (343 m/s), ale fala na strunie to inna fala niz ta, ktéra styszymy: struna
pobudza powietrze z ta samag czestotliwoscia, nie z ta sama dlugoscia fali.

/. ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 30 min

1 Rozpoznaj rownania: u; = 3Uze; Ut = dUse; Uze + Uyy = 0. Podaj D albo c.

2  Sprawdz, ze u = sin(x — 2t) spelnia uy = 4u,,. W ktdra strone i z jaka predkoscig biegnie
« tafala?

3 Strunaz przykltadu 1.1 ma czestotliwos¢ podstawowg f; = 57 (cze$¢ 2). Oblicz jg. Jakie
== napiecie da dokladnie e' (329,6 Hz)?

o—#*/(4D1)

4 . 1
Sprawdz, ze u =

am 4'ITDt
rozszerza?

spelnia rownanie dyfuzji. Co opisuje i jak szybko sie

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Struna: rozdzielenie zmiennych

Struna zamocowanaw z = 0iz = L: uy = c*Ugg, u(0, t) = u(L, t) = 0. Szukamy najpierw
rozwigzan, w ktérych ksztalt sie nie zmienia, a tylko skaluje w czasie: u = X (z) G(t). Wstawienie i
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podzielenie przez 2 X T daje

GII XII
c2G - X

Lewa strona zalezy tylko od ¢, prawa tylko od z, wiec obie s3 réwne statej, oznaczmy ja —k? (stata
dodatnia lub zero nie spelnia warunkéw brzegowych). Réwnanie czastkowe rozpada sie na dwa
zwyczajne (lekcja 4.1 Réwnania rézniczkowe zwyczajne): X = —k2X i G” = —c?k?G. Warunki
brzegowe X (0) = X (L) = 0 dopuszczaja tylko X = sinkz zsinkL = 0, czyli k = nn/L.

por. Boyce i DiPrima §10.7

~
58 MODY STRUNY

o0
u(z, t) = Z sin nzm (An cos wyt + By, sin wnt), W = w, fo= ne
n=1

=5

Czestotliwosci modéw to catkowite wielokrotnosci fi = 57: stad harmoniczne z
lekcji 4.2. A,, to wspolczynniki szeregu Fouriera (samych sinuséw) ksztattu
poczatkowego, a B,, wynikaja z predkosci poczatkowe;j.

Przyktad 2.1
Struna szarpnieta w srodku

Struna zostala odciqgnieta w srodku na wysokosc h (ksztalt trojkqta) i puszczona bez predkosci.
Wyznacz A, i pordwnaj natezenia harmonicznych.

1 Predko$¢ poczatkowa zero, wiec B, = 0. 4, = % fOL u(z, 0)sin “F= dz.

8 .
sin —.
m2n2 2

2 Calkowanie przez czesci na obu potéwkach tréjkata daje A, =

3 Dla parzystych n: sin 5 = 0. Dla nieparzystych: + frﬁg .

Wynik: _8h . T ; 1 . 3z t+1_57rm ;
y .u—7r2 sin T CoS wy 9sm T COoSs w3 25sm T COoS ws .

Sprawdzenie: parzyste mody majgq w Srodku wezel, wiec szarpniecie w wezle ich nie
pobudza v. Amplitudy malejq jak #, bo ksztalt jest ciagly z zalamaniem (lekcja 4.2,
cze$¢3) v . Wa =L/2,t =021+ 14 L )=8.2 _py

w28
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SYMULACJA 1  Drgania struny jako suma modéw. Wybierz ksztatt poczatkowy i liczbe
modéw N, a potem uruchom animacje. Stupki pokazujg amplitudy |A4,|. Szarpniecie w
punkcie L/5 nie pobudza modu 5 ani 10: te mody maja tam wezel.

1,0

-1,0

0,2 0,4 0,6 0,8 5 10 15 20
x/L n

— struna u(x,t) — ksztatt poczgtkowy — amplitudy modow
t/T, 0,00 czestotliwosci modow f1, 2f1, 3f1, ..

mody nieobecne (h=20) 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20

Szarpniecie w $rodku: brak parzystych modow (majg w $rodku wezet), amplitudy malejg jak 1/n2 Po
potowie okresu ksztatt jest odwrocony.

Stan na rysunku: szarpnieta w $rodku, N = 25, t = 0,00 Ta.

/Z ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 45 min

1 Gdzie leza wezly (punkty nieruchome) modu n = 3? Ile wynosi jego czestotliwosé, jesli
= f{ =110 Hz?

2 Strune o ksztalcie u(z, 0) = sin Z£ + 0,5 sin 32 puszczono bez predkosci. Zapisz u(z, t).
== (Czy ksztalt struny sie zmienia w czasie?

3 Ilerazy stabsza (w amplitudzie i w energii) jest trzecia harmoniczna struny z przyktadu
«= 2.1 od pierwszej? Energia modu jest proporcjonalna do w? A2.
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4  Gitarzysta szarpie strune w % diugosci od mostka. Ktérych harmonicznych w ogoéle nie

== stychaé? Jak zmienia sie barwa, gdy szarpie blizej mostka?

5 Pokaz, ze szarpniecie (albo uderzenie) w punkcie L/m nie pobudza harmonicznych o
==> numerach podzielnych przez m. Producenci fortepianéw umieszczaja mtotek mniej

wiecej w 1-5 dlugosci struny. Jaki moze by¢ pow6d?

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Stygnacy pret

Te same kroki dla réwnania dyfuzji vy = Du,, z koncami trzymanymi w temperaturze 0: X =
sin 22 jak przy strunie, ale teraz G' = —Dk?G, czyli G = e~ P¥’t zamiast drgan:

L
por. Boyce i DiPrima §10.5

" )
f8 PRZEWODNICTWO W PRECIE Z ZIMNYMI KONCAMI
o 2
B . NTT _ L
u(z, t) = ; B, sin - ¢ '™ W=D
Mod n gasnie z czasem zycia 7, n? razy krétszym niz mod podstawowy. Po czasie
rzedu 7 zostaje praktycznie sam mod sin 7 : profil temperatury upodabnia sie do
pot sinusoidy i maleje jako cato$é. To ta sama zalezno$é T o< A2, ktérg widzieliSmy w
lekcji 3.5 Strumien, dywergencja i rotacja (zadanie 4.4).
N J
6/15

4.7 - Rownania czgstkowe: fali, dyfuzji i Laplace'a


http://127.0.0.1:41217/pl/math/3-5/

Przyktad 3.1
Miedziany pret

Miedziany pret o dlugosci 1 m (D ~ 1,11 - 10~* m?/s) ma temperature o Ty wyzszq od otoczenia,
a w chwili 0 jego korice zanurzamy w wodzie o temperaturze otoczenia. Wyznacz u(z, t), czas 1 i
temperature srodka po czasie T, (boczna powierzchnia izolowana,).

1 B,=1% fOL Ty sin "= dz = %ﬁl)n): L dla nieparzystych n, 0 dla parzystych.

2 T = Wllmdf ~ 913 s, czyli ok. 15 minut.

3 Wérodkusin 2 = +1. Po czasie 1i: u = % (e7' —3e+...) = 0,468 1.
Wynik: uw = 2237 o, % sin 222 e "™ 11 ~ 15 min, w $rodku po 1 zostaje ok. 47%

poczatkowej nadwyzki temperatury.

Sprawdzenie: po 7, mod 3 jest sttumiony o e ~ 10~4, wiec wynik to praktycznie
%6*1 ~ 0,468 v. Wt = 0 szereg daje T, wewnatrz preta (szereg fali prostokatnej,
lekcja 4.2) v. Pret dziesie¢ razy krotszy stygnie sto razy szybciej: 7 ~ 9s.
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SYMULACJA 2 Temperatura w precie z zimnymi koficami, policzona jako suma modow.
Wybierz profil poczatkowy i uruchom stygniecie (czas w jednostkach 7). Stupki
pokazuja, jak kazdy mod gasnie: wyzsze znikaja najpierw, a po czasie rzedu 7; profil staje
sie potowka sinusoidy.

1,0 === [E—

0,2 0,4 0,6 0,8 5 10 15
x/L n

— temperatura u(x,t) = profil poczatkowy — amplitudy modow teraz (szare: na poczatku)

t/t, 0,010 temperatura w srodku 1,000 $rednia temperatura preta 0,928

Na poczatku liczg sie wszystkie mody; ostre krawedzie profilu to wysokie mody, ktére zgasng
najszybcie;j.

Stan na rysunku: profil stata temperatura, t = 0,010 T1; temperatura w $rodku 1,000,
$rednia 0,928.

/. ZADANIA - CZESC 3 4 zadania - ok. 30 min

1 Ile razy szybciej gasnie mod 3 niz mod 1? A mod 10?

2  Oblicz 7y dla miedzianego preta o dtugosci 10 cm. Dlaczego tyzeczka w goracej herbacie
== gzybko sie nagrzewa, a dtugi pret powoli?

3 Pretma izolowane konce: u, (0, t) = u,(L, t) = 0. Jakie funkcje X sa teraz dozwolone?
«=  Jaka temperatura ustali sie po dlugim czasie, jesli na poczatku u(z, 0) = x?
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4  Wspdlczynnik dyfuzji czasteczek zapachu w nieruchomym powietrzu to ok. 2 - 1075 m?/s

== Zzadania 1.4: typowa odlegto$é dyfuzji po czasie t to v/2Dt. Ile trwaloby dotarcie
zapachu na odleglo$¢ 1 m przez sama dyfuzje? Dlaczego w rzeczywistosci dzieje sie to w
kilka sekund?

oo podstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

42 Roéwnanie Laplace'a

Gdy temperatura przestaje sie zmieniaé, u; = 01z réwnania dyfuzji zostaje V2u = 0. Funkcje
spelniajace to réwnanie to funkcje harmoniczne. Z lekcji 3.5 wiemy, ze wartos$¢ takiej funkcji w
punkcie to $rednia z otoczenia, wiec (jesli nie jest stata) nie ma $cistych maksimoéw ani miniméow
wewnatrz obszaru: najcieplejszy i najzimniejszy punkt pltyty w stanie ustalonym leza na brzegu
(zadanie 4.5).

Przyktad 4.1
Ptyta z jednym goragcym bokiem

Kwadratowa plyta [0; 1)*> ma gérny bok w temperaturze 1, a trzy pozostate w temperaturze 0.
Znajdz rozktad temperatury w stanie ustalonym i temperature srodka.

1 Rozdzielenie u = X (z)Y (y): XYH = —Y7" = —k?. Boki pionowe daja X = sinnwz; dolny
bok (u = 0dlay = 0) daje Y = sinh n7y (lekcja 0.3 Trygonometria i funkcje

hiperboliczne).

2 Goérny bok: > C, sinnrz sinhnm = 1. To szereg sinuséw funkcji statej: Cy, sinh nm = ni;

dla nieparzystych n.

sinh n7y

4
u(Z, Y) = D, niepars. o sin(nmz) sinhnm

4  Srodek: sumujemy szereg w (0,5; 0,5): 0,2500.

[ Wynik: szereg z punktu 3; w §rodku doktadnie %1. ]

Sprawdzenie bez rachunku: zsumuj cztery takie problemy, kazdy z goracym innym
bokiem. Suma ma temperature 1 na calym brzegu, wiec (jedyne rozwiazanie) u = 1
wszedzie. Z symetrii kazdy z czterech daje w $rodku tyle samo: i v.To
superpozycja, mozliwa, bo r6wnanie jest liniowe.
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4.1 We wspotrzednych sferycznych

Rozdzielajac zmienne we wspotrzednych sferycznych (lekcja 3.2 Wspolrzedne biegunowe,
walcowe i sferyczne), dostaje sie rozwiazania postaci r'Y;™(6, ¢) oraz r~(+1)Y;™ (te drugie poza
kulg, np. potencjal tadunku), gdzie Y, to harmoniki sferyczne: ,mody” na powierzchni sfery,

odpowiednik sin nz na odcinku. Dla funkcji niezaleznych od ¢ to wielomiany Legendre'a od cos 6:

r0 .1, rcosf = z, r?-1(3cos? 0 — 1) = 2° — 1(2* + o).

Wszystkie sa harmoniczne (zadanie 4.3). Pierwsza to potencjal staly, druga to potencjal
jednorodnego pola, trzecia to potencjat pola kwadrupolowego wokoét srodka (np. w putapce
jonowej); pole samego kwadrupola na zewnatrz to r 3 P». Te same funkcje katowe daja ksztatty
orbitali atomowych: l = 0, 1, 2 to orbitale s, pid (Dzial 19: Atom wodoru i uktad okresowy).

/. ZADANIA - CZES$C 4 5 zadan - ok. 45 min

1 Ktére z funkcji sg harmoniczne w plaszczyznie: 2 — 3%, zy, =2 + 3%, e® cosy?

2 Oblicz numerycznie temperature ptyty z przyktadu 4.1 w punktach (0,5; 0,9) i (0,5; 0,1),
== biorac pierwsze wyrazy szeregu. Ile wyrazéw potrzeba w kazdym punkcie?

3 Sprawdz, ze ziz® — ;(:1;2 + y2) sa harmoniczne w przestrzeni. Dlaczego 2 nie jest?

4  Na brzegu kota jednostkowego temperatura to cos 26. Jaka jest temperatura wewnatrz w
== gstanie ustalonym?

5 Uzasadnij zasade maksimum: funkcja harmoniczna w obszarze ograniczonym osiaga
== najwieksza wartos¢ na brzegu. Wywnioskuj, ze rozwigzanie rownania Laplace'a z
danymi warto$ciami na brzegu jest jedyne.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

5 Btedne intuicje

x ,Rozdzielenie zmiennych daje wszystkie rozwigzania od razu.”

Daje tylko rozwiazania iloczynowe (mody). Ogoélne rozwiazanie to ich suma, a
wspoélczynniki trzeba dopasowac szeregiem Fouriera do warunku poczatkowego lub
brzegowego.
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X

»Struna drga z jedng czestotliwoscia.”

Drga ze wszystkimi pobudzonymi modami naraz. Czestotliwo$¢ podstawowa daje
wysoko$¢ dzwieku, pozostate barwe.

x  Ciepto rozchodzi sie ze statg predkoscia, jak fala.”

Dyfuzja nie ma statej predkosci: odlegloéé roénie jak v/t, a czas wyréwnania jak kwadrat
rozmiaru (zadania 3.2, 3.4).

x W ptycie w stanie ustalonym moze by¢ goraca plama w srodku.”

Bez Zrédet ciepla nie: funkcja harmoniczna nie ma maksiméw wewnatrz (zadanie 4.5).

x Trzy rownania to trzy rézne dziaty fizyki, kazdy z wtasnymi metodami.”

Feynman: te same rOwnania maja te same rozwiazania. Ustalony rozklad temperatury

jest rozwigzaniem problemu elektrostatycznego o tych samych warunkach brzegowych.
FLP II-12-1

6 Sprawdz sie

1 Zapisz rOwnania fali, dyfuzji i Laplace'a.

uy = c2V2u; uy = DV2u; Viu = 0.

2 Naczym polega rozdzielenie zmiennych?

Szukamy u = X (z)T'(¢); po podzieleniu kazda strona zalezy od jednej zmiennej, wiec
obie r6wnaja sie stalej, i dostajemy réwnania zwyczajne.

3 Jakie czestotliwosci ma struna zamocowana na koncach?

fa=2n=1,23...

4  Skad biora sie wspoélczynniki 4,,?

Z szeregu Fouriera (sinusow) ksztaltu poczatkowego.

5 Jak szybko gasnie mod n w stygnacym precie?

—t/7 _
]ake "ZTh = 2D
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6  Gdzie funkcja harmoniczna osiaga maksimum?

Na brzegu obszaru.

7  Co to sa harmoniki sferyczne?

Funkcje ;™ (6, ¢): katowe czeéci rozwiazan r'Y;™ réwnania Laplace'a; mody na sferze.
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7 Karta wzorow i co dalej

4 N
FALA I DYFUZJA LAPLACE
— 2 P .4 . 2, 0 : :
Ut = C“Uyg, Struna: ¢ = /T /u; d'Alembert: V*u = 0: stan ustalony, potencjal w pustej
flx—ct) +g(x+ct) przestrzeni
struna: ) sin 272 (A, cos wpt + By, sinwpt), plyta: sin(nmz) S;Thmy $rodek kwadratu z
fn=137 jednym goracym bokiem: i
A, =% fo (z, 0) sin 272 "2 dx; Srodek: A, = biegunowo: r™ cos n8, r" sin nd; sferycznie:
—%ﬁg sin =F ry;m
ut = Dugg: ) By sin "j{‘”e_t/T", Th = ﬂzﬁ—zD 1,2z, 2% — %(:1:2 + y2): l=0,1,2
punkt: Gauss o szerokos$ci v2Dt zasada maksimum = jednoznaczno$¢;
superpozycja
o J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: t. I, 47-3 1 47-4 (réwnanie falowe i jego rozwigzania), 49-2 (fale w
ograniczonym obszarze, mody); t. II, 12-1 i 12-2 (te same rOwnania, te same rozwiazania;
przeplyw ciepta).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems:
10.5 (rozdzielenie zmiennych, przewodnictwo w precie), 10.6 (inne problemy cieplne), 10.7
(struna), 10.8 (réwnanie Laplace'a).

* D.]. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, rozdz. 3.3: rozdzielenie zmiennych w
elektrostatyce, takze we wspotrzednych sferycznych (wielomiany Legendre'a).

Na tym koriczy sie czes¢ IV. Rownanie falowe dla pola elektromagnetycznego wynika z rownan
Maxwella (Dziat 16: Indukcja, rownania Maxwella i fale elektromagnetyczne), réwnanie dyfuzji
wrdci w termodynamice i w blqdzeniu losowym (czesc V), a rownanie Laplace'a w elektrostatyce
(Dzial 14: Potencjal, przewodniki i kondensatory). W mechanice kwantowej rownanie
Schrodingera ma strukture bardzo podobng do réwnania dyfuzji, ale z jednostkq urojong, ktora
zamienia gasniecie modow w obracanie sig ich fazy w ptaszczyznie zespolonej (Dziat 19: Atom
wodoru i uktad okresowy).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. Dyfuzji z D = 3; falowe z ¢ = 2; Laplace'a w plaszczyZnie.

2. uy = —4sin(z — 2t), uy, = —sin(z — 2t) v. W prawo, z predkoscia 2.

3. fi= 418 ~ 322 Hz. Poniewaz f o /T, trzeba T = 70 - (gg‘l’g) ~ 73,5 N. Strojenie gitary to zmiana

nap1Qc1a o kilka procent.

2 2
4.lnu=—3 ln(47rDt) 4%1&; o= —2% + 1B T = —5pn = QLDt.Zatemut = Dugy, v.To
rozplywame sie kropli substancji wpuszczonej w punkt z = 0 (w chwili 0 to delta Diraca, lekcja 4.3

Transformata Fouriera i delta Diraca): krzywa Gaussa o odchyleniu standardowym +/2Dt, rosnacym

jak pierwiastek z czasu.
Zadania - czesc 2

1. sin ?ﬂ =0:z= % 2L (plus konce). f3 = 330 Hz.

2. u = sin £ cos wyt + 0,5 sin 22£ cos 3w, t. Ksztalt sie zmienia, bo mody drgaja z réznymi

czestotliwo$ciami. Po czasie 71 = 27 /w; wraca do poczatkowego.

3. Amplituda: 9 razy. Energia: (%)2 = %, czyli 9 razy mniej. Wyzsza czestotliwos¢ czesciowo kompensuje
mniejszg amplitude.

4. A, x mZ—?@, wiec znikajan = 5, 10, 15... (numerycznie A; = A;o = 0). Blizej mostka znika dopiero
bardzo wysoka harmoniczna, a niskie sa wzgledme stabsze: dzwiek jest ,ostrzejszy”, bogatszy w
wysokie tony.

5.Mod n maw x = L/m warto$¢ sin 22, r6wna zeru dla n podzielnych przez m; pobudzenie w wezle
modu nie przekazuje mu energii, quc w A, pojawia si¢ czynnik sin 2 = 0. Klasyczne wyjasnienie
(Helmholtz): si6dma harmoniczna brzmi falszywie Wzgledem skali, a uderzenie blisko jej wezla jg
oslabia. Wspdtczesnie uwaza sie je za watpliwe: w 3 8 3 1 mod 7 nie ma wezta (sm ~ 0,38), a 0 miejscu
uderzenia decydujg gtéwnie czas kontaktu miotka i sztywno$¢ struny.

Zadania - czesc 3
1.7, x #: mod 3 gasnie 9 razy szybciej, mod 10 100 razy.

2.1 = 2% ~ 9s. Czas ro$nie z kwadratem dtugoéci: 10 razy dtuzszy pret potrzebuje 100 razy

TEL1110-
wiecej czasu.

3. X = cos "—Ez, n=0, 1, 2...; mod n = 0 (stata) nie gasnie. Po dlugim czasie zostaje $rednia

I fo rzdr = 01ep10 nie ucieka, tylko sie wyréwnuje.

4.t = 29” T 10 ——= = 25000 s, prawie 7 godzin. W praktyce zapach przenosza ruchy powietrza
(konwekcja, przeciagi), a dyfuzja dziata tylko na krétkich odlegtos$ciach. Ta réznica jest typowa:
dyfuzja jest szybka na matych skalach i bardzo wolna na duzych.

Zadania - czesc 4

1. Wszystkie oprécz 22 + y? (laplasjan 4).
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2.(0,5; 0,1): juz pierwszy wyraz daje ~ 0,035 (dokladnie 0,0351), bo czynnik %ﬂ ~ e "(1-Y) jest tam

bardzo maty dlan > 3. (0,5; 0,9): ~ 0,802, potrzeba ok. pieciu wyrazoéw, bo blisko goracego boku
wyzsze mody gasna wolniej.

3.V22 =0; V2 (22 — 32% — 1y%) =2 —1—1 = 0. V2% = 2 # 0: trzeba odjac cze$¢ ,kulista”, 1r? (wynik to
% tego samego wielomianu), zeby zostac z czystym wyrazem [ = 2.

4.u = r?cos 20 = x? — y*. Na brzegu (r = 1) zgadza sie z warunkiem, a V2(z? — y?) = 0. W $rodku
temperatura 0: Srednia z brzegu.

5. Niech maksimum M bedzie osiagane w punkcie wewnetrznym i bedzie wieksze od wartosci na
brzegu. Warto$¢ M réwna sie §redniej z matego okregu wokoét tego punktu (lekcja 3.5), a zadna
warto$¢ na okregu nie przekracza M, wiec na catym okregu u = M. Powiekszajac okregi (i
przesuwajac $rodek), dochodzimy do brzegu, gdzie u < M. Sprzeczno$¢. Jednoznacznos$¢: jesli ug, ug
maja te same wartosci na brzegu, to w = u; — uy jest harmoniczna i zerowa na brzegu, wiec z zasady
maksimum (i minimum) w = 0 wszedzie. Z tego korzystaliSmy w sprawdzeniu przyktadu 4.1.

Matematyka - Réwnania czastkowe: fali, dyfuzji i Laplace'a. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1, 47-3, 47~
4,49-2;1.11,12-1, 12-2 (Addison-Wesley 1963-1964; New Millennium Edition 2011); W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and
Boundary Value Problems, rozdz. 10.5-10.8; D. J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, rozdz. 3.3. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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